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1 Johdanto

Sykliset ryhmét kuuluvat ryhméteoriaan, joka on syntynyt lihteessé [I] esiteltyjen
neljan eri matematiikan osa-alueen seurauksena. Lagrangen kehittdma klassinen al-
gebra 1770-luvulla toimi ensimméisend askeleena kohti ryhmaéteoriaa. Han osoitti,
ettd ryhmén koko k£ on luvun n! jakaja. Tama tulos toimi ryhméteoriassa kiytetta-
van Lagrangen teoreeman ldhteend. Vuonna 1801 Gaussin julkaisemassa Disquisitio-
nes Arithmeticae -kirjassa esitettiin dérellisen Abelin ryhmén ensimmaisia tuloksia.
Tulokset esitettiin lukuteorian asioina, mutta Gaussin todistukset olivat selkeésti ny-
kyaikaisen algebran alkeellisia Abelin ryhméén perustuvia todistuksia. Gauss esitteli
myoOs ensimmaisen kerran syklisen ryhméan mééaritelmén ja siihen liittyvia tuloksia.

Kolmas ryhméteoriaa edeltévd tulos on Kleinin vuonna 1872 Erlangenin yli-
opistossa pitdama luento, jossa kasiteltiin geometrian nakokulmasta erilaisia ryhmia.
Kleinin esittelemd ryhmien kiytto geometriassa toi kertaluvut lopullisesti osaksi
geometriaa. Analyysi on viimeinen ryhméteoriaan johtanut matematiikan osa-alue.
Pointcaré ja Klein aloittivat automorfisten funktioiden ja niihin liittyvien ryhmien
tutkimisen vuonna 1876. Ryhméteoria muovautui siis klassisen algebran permutaa-
tioryhmien, lukuteorian Abelin ryhmien sekd geometrian ja analyysin muunnosryh-

mien seurauksena.

2 Sykliset ryhmat

Syklisessa ryhméssé jokainen ryhmén alkio on jonkin kiintedn alkion potenssi. Sykli-
nen ryhmaé on siis yhden alkion generoima. Méaaritellaan seuraavaksi muutamia tér-

keitd maaritelmia. Luku perustuu Ikenagan monisteeseen [2].

Maéaritelma 2.1. Olkoon GG ryhmaé ja g € G. Pienin mahdollinen positiivinen koko-
naisluku n, jolla ¢" = 1, on alkion g kertaluku eli alkioiden lukumaéra aliryhméssa.
Jos ei ole olemassa yhtaan positiivista kokonaislukua n, jolla ¢" = 1, niin alkion g

kertaluku on ddreton.

Maaritelma 2.2. Jos G on ryhmaé ja g € G, niin alkion g generoima aliryhmda on
(g9) ={g"In € Z}.

Maéritelmén [2.3] perusteella yhden alkion generoima ryhmé on syklinen.

Maéritelma 2.3. Ryhméa G on syklinen, jos G = (g) jollakin ¢ € G. Tallin g
on ryhmén (g) generaattori. Jos generaattorin g kertaluku on n, niin myds syklisen

ryhmén G = (g) kertaluku on n.



Esimerkin avulla voidaan tarkastella, milla kokonaisluvuilla ja kokonaislu-

vuilla modulo n ryhmét ovat syklisia.

Esimerkki 2.4. Tarkastellaan additiivista ryhméaé Z, = {0,1,2,3,4,5,6}. Maérite-
taan, mitké alkiot generoivat ryhméa. Lasketaan jokaiselle alkiolle n seuraavanlainen

lasku, jossa alkiota summataan itseensd. Esimerkiksi kun n = 3, niin

3+3=6(

343+3=9=2(
343+3+3=12=5 (mod 7

3+3+3+3+3=15=1(

34+3+3+3+3+3=18=4(

3+3+3+3+34+34+3=21=0(

Koska jokaisella laskulla saadaan eri tulos, voidaan sanoa, ettd numero 3 generoi
ryhmén Z; = {0,1,2,3,4,5,6}. Tulokset siis kiertavit ikdén kuin kehéé, jossa kiy-
déén lapi luvut 0-6. K&y ilmi, ettd ryhméssd Z; = {0,1,2,3,4,5,6} kaikki muut
alkiot paitsi 0 generoivat ryhmaa.

Tarkastellaan seuraavaksi ryhmaa Zg = {0, 1,2, 3,4,5}. Lasketaan taas jokaiselle

alkiolle sama lasku. Esimerkiksi tapauksille n = 2 ja n = 5 saadaan

2+2=4 (mod 6)
24+242=6=0 (mod 6)
24+2+2+2=8=2 (mod 6)
242+24242=10=4 (mod 6)
24242424+24+2=12=0 (mod 6)

ja
54+ 5=10=4 (mod 6)

5+5+5=15=3 (mod 6)

545+5+5=20=2 (mod 6)
5+54+54+5+5=25=1 (mod 6)
5+5+5+5+5+5=30=0 ( )

Laskujen perusteella voidaan huomata, ettd n = 5 generoi ryhmén, koska sen anta-

missa tuloksissa ryhmén alkiot eivét toistu. Luku 2 puolestaan ei voi olla ryhmén
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Zg generaattori, koska sama tulos esiintyy useamman kerran. Talloin ei muodos-
tu syklida. Kun lasketaan sama lasku kaikilla alkioilla, voidaan todeta, ettd ryhmaa

Z¢ ={0,1,2,3,4,5} generoivat vain luvut 1 ja 5.

Ikenaga |2] on esittényt havainnollistavan kuvan syklisestd ryhmésté kertaluvulla
7. Kuvasta voidaan nahda, etta syklisessé ryhmassé tiettya alkiota keskendédn sum-
maamaalla padstaan lopulta kierroksen ympari takaisin lukuun 0. Yleisesti voidaan

sanoa, ettd adrellinen syklinen ryhméa muodostaa syklin.

Kuva 1: Syklinen ryhmé kertaluvulla 7.

Maaritetaan seuraavaksi syklisen ryhmén alkion kertaluku suurimman yhteisen
tekijén ja jakoalgoritmin avulla. Ensin annetaan lemma [2.5] jonka perusteella alkion

kertaluku m on jokaisen ryhmén identiteettialkion antavan potenssin n jakaja.

Lemma 2.5. Olkoon G ryhmd ja alkiolla g € G on kertaluku m. Tdlloin g™ = 1 jos

ja vain jos m on kertaluvun n jakaja.

Todistus. Oletetaan, ettd m on kertaluvun n jakaja. Talloin n = mq jollakin koko-

naisluvulla ¢ ja ¢" = (¢")? = 1.

Todistetaan sama toiseen suuntaan. Oletetaan, ettd ¢g" = 1. Jakoalgoritmin perus-

teella

n=mq-+r, missa 0 <r <m.



Tésté seuraa, ettd

n mq-+r

9" =g = (9™)1g" joten 1 = g".

Tama on mahdollista vain silloin, kun r = 0, silld m on pienin mahdollinen positii-
vinen kokonaisluku, jolla ¢ =1 ja r < m. Tamén perusteella siis n = gm, joten m

on kertaluvun n jakaja. O]

Lause 2.6. Olkoon G = (g) syklinen ryhmd, jonka kertaluku onn ja m < n. Tdlldin

_n__

alkion g™ kertaluku on

(m.n)
Todistus. Suurin yhteinen tekija (m,n) on luvun m jakaja, joten ﬁ on kokonais-
luku. T&ll6in lemman mukaan (g™)@ = 1, koska n on kokonaisluvun )

jakaja.
Oletetaan, etti (¢™)* = 1. Koska lemman perusteella n on luvun mk jakaja,

voidaan Kkirjoittaa

(m,n) (m,n)

Suurin yhteinen tekijé (%5, sy

(m;n)

) = 1, joten kokonaisluvun taytyy olla lu-
vun k jakaja. Luku ﬁ on siis minkd tahansa potenssin ¢ = 1 jakaja. Tamén

perusteella ﬁ on alkion g™ kertaluku. O

Lausetta 2.6 jatkavan seurauksen [2.7] avulla voidaan méérittda ryhmén generaat-

torit.

Seuraus 2.7. Ryhmdn Z, = {0,1,2,...,n — 1} generaattorit ovat ne alkiot

{0,1,2,...,n — 1}, joiden ainoa yhteinen tekiji kokonaisluvun n kanssa on luku 1.

Todistus. Olkoon m € {0,1,2,...,n — 1} generaattori kertaluvulla n. Lauseen

perusteella kertaluku on COL joten n = ) Talloin siis suurin yhteinen tekija

(m,n) = 1. Osoitetaan tulos vield toiseen suuntaan. Jos lukujen m ja n suurin

yhteinen tekija (m,n) = 1, niin generaattorin m kertaluku on oy = 1 =

Ryhmén Z,, generaattori on siis m. O]

Havainnollistetaan ryhmén generaattoreiden méarittamista seuraavalla esimer-

killa 2.8

Esimerkki 2.8. Ryhmén Z,, kaikki alkiot ovat {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11}. Néis-
ta alkioista ryhmén Zi, generaattorit ovat 1, 5, 7 ja 11. Kyseisilla alkioilla on vain
luku 1 yhteisena tekijana luvun 12 kanssa. Esimerkiksi luvuilla 6 ja 12 yhteisid te-

kijoita ovat 1, 2 ja 3, joten luku 6 ei voi olla generaattori.
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3 Syklisten ryhmien aliryhmarakenteet

Madéritellaan yleisen syklisen ryhmén G = (g) aliryhmérakenteisiin liittyvia térkeim-
pid tuloksia. Luku perustuu padosin Conradin monisteeseen [3]. Lause[3.1]on esitelty

Ikenagan monisteessa [2].
Lause 3.1. Syklisen ryhmdin kaikk: aliryhmdat ovat syklisia.

Todistus. Olkoon G = (g) syklinen alkion g generoima ryhmé, misséd g € GG. Olkoon
H ryhmén G aliryhmé H < G ja H # {1}.

Jotta voidaan nayttia, ettd aliryhmé H on syklinen, taytyy sille 10ytaa generaattori.
Generaattori on pienin alkio, jonka potensseista ryhmé koostuu. Olkoon m pienin
positiivinen kokonaisluku, jolla ¢"™ € H. Osoitetaan siis seuraavaksi, ettd ¢ on ali-

ryhméan H generaattori.

Koska h € H < G, toteutuu h = g™ jollekin luvulle n. Jakoalgoritmin mukaan
n=mq-+r, missa 0 <r < m.
Jakoalgoritmin ja aiempien péaitelmien perusteella voidaan kirjoittaa
gt =g""" =(g")" g, joten h = (g")" g" eli g" = (¢")"" - h.

Koska ¢™ € H, niin (¢™)"? € H. Tésta seuraa, ettd (¢") 7-h € H, joten myds
g" € H. Koska g™ on pienin positiivinen alkion g potenssi aliryhméssa H ja r < m,
taytyy luvun r olla 0. Taméan perusteella jakoalgoritmi on muotoa n = qgm ja h =
g" = (g™)9 € (¢"). On siis todistettu, ettd ¢" on aliryhmén H generaattori, joten
H on syklinen. O

Mééaritetdén dérellisen syklisen ryhmén G = (Z/(7))* aliryhmét Conradin mo-

nisteeseen [3| perustuvan esimerkin [3.2] avulla.

Esimerkki 3.2. Olkoon G = (Z/(7))*. Ryhmén koko on siis 6. Lasketaan alkioi-
den perékkaisia potensseja, kunnes padstadn lukuun 1. Esimerkiksi alkiolle n = 2

saadaan

2! =2 (mod 7)
22 =4 (mod 7)
23 =8 =1 (mod 7).

Kaikki tulokset ovat taulukossa [Il



Taulukko 1: Alkioiden perakkéiiset potenssit.

a (a)

1 {1}

2| {2,4,1}
31{3,2,6,4,5,1}
40 {4,2,1)

51 {5,4,6,2,3,1}
6 {6,1}

Ryhmalla (Z/(7))* on siis nelja aliryhmaa: {1}, {1,6}, {1,2,4}, {1,2,3,4,5,6}. Jo-

kainen naistad aliryhmistd on syklinen lauseen [3.1] perusteella.

Esimerkin [3.2] kaltainen dérellisen syklisen ryhmén aliryhmien mééritys ei ole
paras tapa madrittdd aliryhmié, koska siind esiintyy turhaa toistoa. Samat aliryh-
mét nimittdin esiintyvit useampaan kertaan, jolloin niiden laskeminen on turhaa.

Maéaritelladn seuraavaksi aliryhmien maéaéaritysta helpottavia tuloksia.

Lemma 3.3. Jos g on ddrettomdn kertaluvun alkio ryhmdssd, niin g* = ¢' jos ja

vain jos k = 1.

Todistus. Tehdadn vastaoletus, jossa ¢ = ¢!, kun k < [. Tallin ¢! = e, kun
[ — k # 0, joten alkiolla g on dérellinen kertaluku. Kertaluvun pitéisi olla déreton,
joten vastaoletus voidaan kumota. Alkiolla g on siis direton kertaluku ja ¢F = ¢!,
kun k£ = L. O

Lause [3.4] méérittelee ddrettoman syklisen ryhméan aliryhmét.

Lause 3.4. Jokaisella adrettomdn syklisen ryhmdan ei-triviaalilla aliryhmalld on kak-
st generaattoria. Ndmd ovat toistensa kdadnteisluvut. Jos koko ryhmdad generoi vain
yksi generaattori g, on jokainen aliryhmd muotoa (g"™). Tdlléin n > 0 on yksikasit-

teinen.

Todistus. Lauseen perusteella kaikki aliryhmét ovat muotoa (g"™) jollakin koko-

naisluvulla n. Koska (¢") = (¢~™), niin riittd4 tarkastella vain tilannetta n > 0.

Kun n = 0, on aliryhmé triviaali. Talloin ¢° = 1 ja halutut johtopéitokset ovat
helposti saatavissa. Tarkastellaan siis ei-triviaaleja aliryhmié. Osoitetaan, ettéd posi-
tiiviset kokonaisluvut n ja n’ toteuttavat yhtasuuruuden (¢") = (¢g"') vain jos n = n/.

Kun aliryvhmét ovat yhté suuret, tiytyy lukujen ¢” ja ¢ olla toistensa potensseja.



Joillakin luvuilla s ja t € Z taytyy siis toteutua g" = g”/S ja g”/ = ¢g™. Lemman
perusteella n = n’s ja n’ = nt, joten n ja n’ ovat ovat molemmat toistensa jakajat.

Niiden taytyy siis olla yhta suuret eli n = n’. O

Siirrytaan tarkastelemaan dérellista syklista ryhmaé. Lause 3.5 kertoo aliryhmien

kokojen ja syklisen ryhmén jakajien vilisen yhteyden.

Lause 3.5. Jokaisen aliryhmdn koko jakaa ddrellisen syklisen ryhmdn koon. Kddn-
taen, jokaista aarellisen syklisen ryhmdn posititvista jakajaa kohtaan on olemassa

jakajan kokoinen aliryhmd.

Todistus. Olkoot G = (g) ja ryhmén G koko m. Kaikki aliryhmiit ovat muotoa (g*),
jollakin kokonaisluvulla k. Aliryhmén koko on luvun ¢* kertaluku eli viitteen

perusteella ﬁ Aliryhmén koko jakaa siis luvun m.

Merkitaén ryhmén koon m positiivista jakajaa merkinnalla d. Koska kertaluku d =
m on kertaluvun d alkio tietyn ryhmén G generaattorin suhteen ¢™/¢. Aliryhmén
d

{g™%) koko on siis d. O

Seuraavassa lausessa [3.6| annetaan vahvempi tulos lauseelle [3.5] Lauseen [3.6) mu-
kaan jokaiselle &dédrellisen syklisen ryhmén koon jakajalle on olemassa tasan yksi
jakajan kanssa samankokoinen aliryhmé. Tédmé on yksi Conradin [3] esittdmista

paatuloksista.

Lause 3.6. Olkoon G = (g) ddrellinen syklinen ryhmd, jonka koko on m. Kaikille
k € Z aliryhmi (g*) = (g*™). Miki tahansa ryhmin G aliryhmd on siis muotoa
(g%, missi d on ryhmdn koon m positiivinen jakaja. On olemassa vain yksi tietyn
kokoinen ryhmdn G aliryhmd, koska jakajan d eri arvot muodostavat erikokoiset

aliryhmydit.

Todistus. Lauseen perusteella kaikki ryhmén G aliryhmét (g*) ovat myos sykli-
sisg. Osoitetaan, ettd ¢* ja ¢*™) generoivat saman aliryhmén néiyttamélld, ettd ne

ovat molemmat toistensa potensseja.

Koska (k,m)|k, niin g* on luvun g®*™ potenssi. Jotta tilanne voidaan osoittaa

toiseen suuntaan, kiytetaan Bezout'n identiteettia
(k,m) = kx 4+ my joillekin x,y € Z.

Bezout'n identiteetin ja yksinkertaistuksen ¢™ = ¢#“ = e avulla saadaan

(k,m) kx T

gt = ghrgmy = g,



Koska dm ja luvulla g% on positiivinen kertaluku %, niin #(g%) = 2. Jos d ja d’
olisivat eri suuret ryhmén koon m jakajat, niin (g?) # (g%). Positiivisen jakajan d

taytyy olla siis yksikasitteinen, jotta aliryhmét olisivat yhta suuret. O

Maaritetaan seuraavaksi, milld ehdolla déarellisen syklisen ryhmén kahdesta ali-

ryhmaéstéa toinen voi olla toisen aliryhmén osajoukko.

Seuraus 3.7. Olkoon G ddrellinen syklinen ryhmd. Aliryhmd H on aliryhmdn H'

osajoukko H C H', jos ja vain jos niiden kertaluvuille pitee # H|#H'.

Todistus. Lauseen perusteella aliryhmét H ja H' ovat syklisia. Lauseen mu-
kaan, jos H on aliryhmén H’ aliryhmé, niin #H |#H'.

Todistetaan tulos viela toiseen suuntaan. Oletetaan, ettd #H|#H' patee. Téll6in
lauseen mukaan on olemassa aliryhméa K C H’, jonka koko on #H. Koska H’
on &drellisen syklisen ryhmén G aliryhmé, niin myés K on ryhmén G aliryhma.
Aliryhmén K koko on #H. Lauseen [3.6] perusteella ryhméalla G voi olla vain yksi
tietyn kokoinen aliryhmad, joten K = H. O

Syklisten ryhmien aliryhmérakennetta voidaan verrata lahteessi [4] esitettyyn

Lagrangen lauseeseen [3.8|

Lause 3.8. Adrellisen ryhmdin G aliryhmdin H kertaluku jakaa ryhmdin G kertaluvun

eli |G+ H]—#G | #H.

Todistus. Kuvaus H — aH, h — ah on bijektio, joten kaikkien sivuluokkien aH
alkioiden lukumédrd on sama kuin aliryhmén H alkioiden lukuméira. Koska |G :

H|€ Z, niin voidaan kirjoittaa

#G =Y #(aH)=> #H=[G : H|-#H.

aceD a€D

]

Seurausta [3.7] ja lausetta [3.§ vertaamalla voidaan nidhdé, ettd niissd on paljon
samaa. Molemmissa todistetaan aliryhmén olemassaolo kertalukujen jaollisuuden
avulla. Lagrangen lauseelle onkin olemassa ldhteessé [4] esitetty seuraus, joka yhdis-

taa sen syklisiin ryhmiin.
Seuraus 3.9. Ryhmd G on syklinen, jos sen kertaluku on alkuluku.

Todistus. Olkoot g ryhmén G alkio ja g # 1. Alkion g kertaluku #g¢ jakaa alkuluvun
p ja #g > 1. Tasta seuraa, ettd #g = p eli alkion kertaluku on alkuluku. Ryhma G

on siis syklinen. O]



Havainnollistetaan vield syklisen ryhman aliryhmien ja niiden kertalukujen maa-

ritysta sekd niihin liittyvaa ristikkomallia esimerkin [3.10| avulla.

Esimerkki 3.10. Olkoon G = (Z/(11))* syklinen ryhmé, jonka koko on 10. Las-
ketaan 2F (mod 11) jokaiselle ryhmiin alkiolle. Esimerkiksi kun k& = 6, niin 2% =
9 (mod 11). Kaikki tulokset nékyvét taulukossa

Taulukko 2: Luvun 2 potenssit modulo 11.
k \12345678910

Fmod11)[2 4 8 5 10 9 7 3 6 1

Ryhméan G aliryhmét ovat

(2) ={2',2%,2°%, 2% 25,20 27 28 29 210}

22> {22 24 26 28 210}

5> {25 210}
> {210}

210

Aliryhmien kertaluvut ovat 10, 5, 2 ja 1. Namé ovat siis aliryhmien muodostavien
alkioiden lukuméarét. Aliryhmét voidaan piirtda ristikkomalliin, jossa koko ryhmé
(2) on ylh&élla ja triviaali aliryhmé (2'°) alhaalla. Ne voidaan yhdistéé viivoilla, jot-
ka osoittavat aliryhmien vélisen indeksin. Esimerkiksi aliryhméssé (2%) on 5 alkiota

ja aliryhméssé (2) on 10 alkiota. Niiden vélinen indeksi on siis 2.

. - \
\w/



Taulukon [2 avulla voidaan my6s maarittdd, miké aliryhmisté on (3). TAmé voidaan
tehdé kahdella eri tavalla.

Tapa 1: Lasketaan luvun 3 kertaluku ryhméssd G eli pienin positiivinen koko-
naisluku k, jolla 3* =1 (mod 11):

3' =3 (mod 11)
32 =9 (mod 11)
3* =5 (mod 11)
3* =4 (mod 11)
3° =1 (mod 11)

Luvun 3 kertaluku ryhméssi G on siis 5. Sama kertaluku on aliryhmilld (2%), joten

(3) = (2).

Tapa 2: Taulukon [2| perusteella 3 = 2% (mod 11). Luku 3 generoi siis saman
aliryhmiin kuin 2519 = 22, Siis (3) = (22).
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