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Tutkielmassa tutkitaan, mita ehtoja optimointitehtévin sallitujen pisteiden pitéda
toteuttaa, jotta ne voisivat olla optimaalisia ratkaisuja. Tutkielma rajoittuu epadif-
ferentioituvaan optimointiin ja késitteleméédn ensimmaéisen kertaluvun ehtoja. Esi-
tetddn Fritz John -tyyppiset optimaalisuusehdot sekéd yhden tavoitteen optimoinnin
ettd monitavoiteoptimoinnin tehtéavalle. Esitettavat optimaalisuusehdot ovat véltta-
méattoméat ratkaisupisteen optimaalisuudelle. Lukijan odotetaan ymmartavan jatku-
vuuden, differentioituvuuden ja konveksisuuden méaaritelmaét.
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1 Johdanto

Matemaattisessa optimointitehtavissa rajoitefunktiot muodostavat ratkaisuavaruu-
den pisteista sallituksi alueeksi kutsutun osajoukon. Optimointitehtavin mahdolliset
ratkaisut 10ytyvét tasté sallitusta alueesta. Kun halutaan tutkia, onko sallitun alueen
piste liséksi optimaalinen, voidaan tdma selvittdd optimaalisuusehdoilla. Jotta rat-
kaisupiste on optimaalinen, sen taytyy toteuttaa tietyt ehdot, jotka saadaan muodos-
tettua kohde- ja rajoitefunktioiden avulla. Optimaalisuusehtoja on seké valttadméat-
tomia ettd riittavid. Ideaalitilanteessa optimaalisuusehto olisi seké valttamaton etté
riittévd, mutta vain harvassa kiytdnnon ongelmassa tamé on mahdollista.[4] Tésséa
tutkielmassa esitellaan valttamattomia ehtoja. Lisdksi optimaalisuusehdot voidaan
jakaa ensimmadisen ja toisen kertaluvun ehtoihin. Ensimmaéisen kertaluvun ehdoilla
voidaan rajata sallitun alueen pisteita optimien 16ytamiseksi. Toisen kertaluvun eh-
doissa oletetaan funktioiden olevan kahdesti jatkuvasti differentioituvia, jolloin pys-
tytdan ensimmaisen kertaluvun ehtojen muodostamaa optimiratkaisujoukkoa supis-
tamaan uusilla ehdoilla.[I] Téassa tutkielmassa keskitytédén ensimmaéisen kertaluvun
ehtoihin, joista késitelladn vain Fritz John -tyyppisiéd ehtoja.

Optimaalisuusehdot on maéritelty seké differentioituvaan etté epéadifferentioitu-
vaan optimointiin. Tamaé tutkielma keskittyy pelkistadn epéadifferentioituvaan opti-
mointiin eli tilanteeseen, jossa kohdefunktioiden ja rajoitteiden ei tarvitse olla jat-
kuvasti differentioituvia. Koska oletusta jatkuvasta differentioituvuudesta ei ole, ole-
tetaan sen sijaan funktioiden olevan lokaalisti Lipschitz-jatkuvia.[I]

Luvussa 2 késitellaén aluksi Lipschitz-jatkuvuutta, jonka jilkeen siirrytaan tutki-
maan konveksisuutta. Lisaksi kdiydaan lépi alidifferentiaalien méaéritelmét sekd muu-
tama tulos naille. Luku 3 esittda alidifferentiaaleille kolme Lipschitz-jatkuvuudesta
saatavaa suurempaa tulosta, joita tarvitaan myohempiin todistuksiin. Luvussa 4 esi-
tetddn ensimmaisen kertaluvun Fritz John -tyyppinen optimaalisuusehto kahdelle
epadifferentioituvan optimoinnin tehtavélle. Ensimmaéinen tehtévé késittelee yhden
tavoitteen optimointia. Toinen on puolestaan monitavoiteoptimointitehtéava. Lisak-
si jalkimmaisen ehto késittelee Pareto-optimaalisuutta, jonka maéritelmia esitellaan
luvussa 4.

Kaikki tulokset ja méaaritelmét on esitetty n-ulotteisen euklidisen avaruuden
funktioille f : R®™ — R. Yksinkertaisuuden ja havainnollistamisen vuoksi kaikki
esimerkit kuitenkin késittelevit funktioita, jotka ovat tyyppid f : R — R.



2 Peruskasitteita

2.1 Lipschitz-jatkuvuus

Kaydaan kertauksena ldpi Lipschitz-jatkuvuuden maéaéaritelmé yleistettynd n-
ulotteisen euklidisen avaruuden funktioille f : R™ — R.

Maaritelma 2.1. Palloympéristolld B(x,r) tarkoitetaan pisteen & € R™ ympdrdi-
vaa joukkoa {y € R™ | || — y|| < r}.

Maaritelma 2.2. Funktio f : R” — R on lokaalisti Lipschitz-jatkuva pisteessa
x* € R", jos on olemassa luvut m > 0, > 0 siten, etta

|f(x) — f(y)] < m|lx—y|, kaikilla x,y € B(x",J).

Tarkemmin Lipschitz-jatkuvuus tarkoittaa sitd, ettd funktion kasvua tai va-
henevyyttd on rajoitettu jollain skalaarilla m, jota kutsutaan Lipschitz-vakioksi.
Lipschitz-jatkuvuus on térked ominaisuus, kun halutaan tutkia epédifferentioi-
tuvia funktioita. Epédifferentioituvan optimoinnin teoria pohjautuukin Lipschitz-
jatkuvuuteen

Epéadifferentioituvuudella tarkoitetaan, ettd funktiot eivit ole kaikkialla jatku-
vasti differentioituvia. Oletuksena kuitenkin on, ettd téllaisissa epédifferentioitu-
vuuskohdissa funktio on lokaalisti Lipschitz-jatkuva, jolloin tarvittavat ominaisuu-
det sdilyvit.[I] Havainnollistetaan lokaalia Lipschitz-jatkuvuutta yksinkertaisella
esimerkilla.

Esimerkki 2.1. Olkoon f: R — R, f(x) = |2® + z|. Funktio f on jatkuva muttei
jatkuvasti differentioituva, silla epadifferentioituvuuskohdassa x = 0 toispuoleiset
derivaatat ovat erisuuret. Valitaan esimerkiksi m = 2 ja § = %, jolloin tarkastellaan
palloymparistod (—%, %) C R. Huomautuksena |73 —1?| < |z—y|, kun z,y € (—%, %)
Nyt kolmioepéyhtélon avulla
[f(@) = fFy)l = ll2° + 2] = |y + y]]

<P+ -y —yl

= (2" = y°) + (z — y)|

< |2® =yl + ]z —yl

<lz—yl+lz—yl

2| |, kaikill € L1
= 2|z — aikilla x ——, =
y ) Y y 27 2 )

misté seuraa funktion f lokaali Lipschitz-jatkuvuus kohdassa x = 0.

2.2 Konveksisuudesta

Optimaalisuusehtojen ja epadifferentioituvan optimoinnin késittelemiseksi tarvitaan
ymmarrysta konvekseista funktioista sekd ndiden ominaisuuksista. Esitetdan tés-
sé alaluvussa konveksisuuteen ja epédifferentioituvuuteen liittyvid mééaritelmia ja
lauseita havainnollistavine esimerkkeineen ja kuvineen. Kaydédan kuitenkin ensiksi
lapi suunnattujen derivaattojen méaritelmét.



Madritelma 2.3. [3] Funktion f : R — R suunnattu derivaatta pisteessé x vek-
torin v suuntaisesti on
xr+tv) — f(x
o) — i L@ = @)

t—0+ t

Maaritelladn seuraavaksi yleistetty suunnattu derivaatta. Lipschitz-jatkuvilla
funktioilla ei vilttamiattd tarvitse olla olemassa madritelmian 2.3 mukaista suun-
nattua derivaattaa, minké takia tarvitsee méaaritelld aina olemassa oleva vastine.
Lipschitz-jatkuvilla funktioilla on aina yleistetty suunnattu derivaatta.|2]

Maaritelma 2.4. [5] Olkoon f : R™ — R lokaalisti Lipschitz-jatkuva pisteessé
x € R”. Funktion f yleistetty suunnattu derivaatta pisteessia & vektorin v € R"
suuntaisesti méaritelladn seuraavasti:

fly+tv) — f(y)

f(x;v) = limsup fly+tv) = fy) = inf sup ,

Lor t 0>0 ||y—=z||<5,0<t<s t
—

missé y — « tarkoittaa || y — x ||— 0.

Esitellaan nyt konveksisuuteen liittyvid méaritelmié ja lauseita. Ensimmaéisena
on tulos, joka yhdistaa konveksisuuden ja lokaalin Lipschitz-jatkuvuuden.

Lause 2.5. Olkoon funktio f : R® — R konveksi. Tdlloin se on myds lokaalist
Lipschitz-jatkuva kaikilla x € R™.

Todistus. Ks. [6]. O

Joukon A peite tarkoittaa toista joukkoa tai joukkojen unionia B = J B;, johon
A kokonaisuudessaan sisiltyy. Konveksipeite eroaa yleisestd peitteestd siten, etté
sen taytyy tietenkin olla konveksi ja lisdksi minimaalinen.

Kuva 1: Neljan pisteen joukon konveksipeite.

Maaritelma 2.6. [3] Joukon E C R™ konveksipeitteelld tarkoitetaan pienintd kon-
veksia joukkoa, joka sisaltdd joukon E pisteet, ja siitd kiytetdan merkintdd convE.
Joukon F konveksipeite on

k k
convE:{xER"M::Z/\iwi,Z)\i:l, N >0, z; €E, k:1,2,...},
=1 =1
k

missd » |, \;@; on konveksi kombinaatio lukuméérasta k joukon E pisteité.
i=1



Funktioille on mahdollista méaritella gradientin kaltainen ominaisuus riippumat-
ta siitd, ovatko ne kaikkialla jatkuvasti differentioituvia. Epédifferentioituvuuskoh-
dissa funktioilla ei ole yksikésitteistd gradienttivektoria, joten méaritellaan sen sijaan
aligradientin kéasite. Aligradientti vastaa tavanomaista gradienttia, tai derivaattaa
tapauksessa f : R — R, kaikkialla, missa funktio on jatkuvasti differentioituva. Epé-
differentioituvuuskohdissa aligradientteja voi kuitenkin olla ylinumeroituvasti aare-
ton maara.

Maaritelma 2.7. [3] Olkoon FE epityhjd konveksi joukko ja f : £ — R konveksi

funktio. Vektori £ € R™ on funktion f aligradientti pisteessd x*, jos kaikille joukon
E pisteille « pétee

fla) > f(a*) + € (x — a").

Lisdksi konveksin funktion f alidifferentiaalilla tarkoitetaan pisteesséd x* maéritel-
tyjen aligradienttien joukkoa. Taté alidifferentiaalia merkitaén

O.f(x") = {& | € on funktion f aligradientti pisteessd x*}.

Madritelladn myohemmin yleistetty funktion alidifferentiaali, misséd funktion f
ei oleteta olevan konveksi. Kun viitataan nimenomaan konveksin funktion alidif-
ferentiaaliin, kdytetddn merkintdd O.. Yleistetyssd tapauksessa alaindeksi jatetadn
pois.

Esimerkki 2.2. Olkoon f: R — R, f(z) = 2 ja 2* = 2. Nyt funktion f aligra-
dientit pisteessa x* toteuttavat epayhtilon:

+&x—26, VxelR.

Luku ¢ = 4 on ainoa luku, joka toteuttaa epayhtalon. Funktion f ainoa aligradientti
pisteessd z* = 2 on téten 4. Samoin alidifferentiaali 0.f(2) = {4}. Huomatukse-
na funktio f : R — R, f(z) = 2? on kaikkialla jatkuvasti differentioituva, joten
aligradientti vastaa tavanomaista derivaattaa kaikilla x € R.

Seuraava lause yhdistdad suunnatun derivaatan ja alidifferentiaalin. Kéytdnnossa
konveksin funktion f alidifferentiaali 0, f voidaan mééritelld suunnatun derivaatan
avulla.

Lause 2.8. Olkoon f : R™ — R konveksi. Tdlloin jokaisessa pisteessd x € R™

Of(x) = {€ €eR"| f'(z;v) > €' v, kaikillav € R"}.

Todistus. Ks. [2] s.14-15. O



Kuva 2: Tummanvihredlla nékyy esimerkin funktio pisteen x = 0 ymparistossa.
Tummansiniselld on piirretty vasemman- ja oikeanpuolisten derivaattojen tangentit
pisteessd x = 0. Tangenttisuorien viliin ja&vé sininen alue havainnollistaa alidiffe-
rentiaalia 0.f(0).

Esimerkki 2.3. Tutkitaan esimerkin tilannetta. Funktio ei ole derivoituva pis-
teessd x = 0, mutta suunnatut derivaatat voidaan kuitenkin laskea maaritelman [2.3
mukaisesti. Téssé tapauksessa yksiulotteinen vektori v = 1. Suunnatut derivaatat
ovat:

SO+ - fO) Pt
'0;1) =1 =1 = lim (*+1) =1
FON =l = A = A=t
fO—t)—fO0) (=)=t
FO)= B = M Ap =1,
Suuntaan v = —1 tangentin kulmakerroin on 1. TAmé vastaa suuntaan v = 1 tan-

genttia, jonka kulmakerroin on —1. Nyt edellisen lauseen [2.8] mukaan
0.f(0) = {¢ € R | f'(0;0) > €v, kaikilla v € R} = [-1,1].

Kuten kuvassa 2] on havainnollistettu piirtdmélld kaikki mahdolliset tangenttisuorat,
alidifferentiaali kohdassa x = 0 siséltdd kaikki luvut suljetulla valilla [—1, 1]. Téastéa
seuraa, ettéd epadifferentioituvuuskohdissa aligradientteja voi olla useita.

Maaritelladn nyt yleistetyn alidifferentiaalin kisite samalla tavalla kuin lauseessa
2.8 Koska maédritelmé tehdaén yleistetyn suunnatun derivaatan avulla, tarvitaan
lokaalia Lipschitz-jatkuvuutta.

Maaritelma 2.9. [2] Olkoon f : R®™ — R lokaalisti Lipschitz-jatkuva pisteessé
x € R". Funktion f alidifferentiaali pisteessd  on talloin

of (x) = {5 eR™ | f(x;v) > € v, kaikilla v € R"}.

Esitetdédn vield alidifferentiaaleille muutama pienempi tulos, jotka auttavat myo-
hemmin todistamaan Lipschitz-jatkuvuudesta seuraavia ominaisuuksia.
Lause 2.10. Konveksille funktiolle f : R™ — R pdtee
Ocf(x) = O0f ().
Todistus. Ks. [2] s.35-36. O



Lause 2.11. Olkoon f lokaalisti Lipschitz-jatkuva pisteessa & € R™. Tdlloin kaikille
AeR

IS (@) = AIf ().
Todistus. Ks. [2] s.38. O

Lause 2.12. Olkoot h : R® — R™, missd jokainen h; : R® — R, i =1,...,m, on
lokaalisti Lipschitz-jatkuva pisteessi « ja g : R™ — R lokaalisti Lipschitz-jatkuva
pisteessd h(x). Tdlloin yhdistetty kuvaus f : R™ — R, f = g o h, on lokaalisti
Lipschitz-jatkuva pisteessa x. Lisdksi,

JOf(x) C conv {Z a;&; | & € Ohi(x) ja a € 8g(h(w))} :

Todistus. Ks. [2] s.41-42. O

3 Alidifferentiaalien ominaisuuksia

Esitelldan seuraavaksi muutama funktioiden lokaalista Lipschitz-jatkuvuudesta seu-
raava ominaisuus alidifferentiaaleille. N&ita tuloksia tullaan tarvitsemaan optimaa-
lisuusehtojen todistuksissa. Ensimmaéinen lause esittelee alidifferentiaalien subaddi-
titvisuutta.

Lause 3.1. Olkoot funktiot f; : R® — R, i = 1,...,k lokaalisti Lipschitz-jatkuvia
pisteessi x € R™. Tdlloin painoille w; € R on vormassa:

0 (Z wifi) (x) C Zwiaf,-(w). (1)

Joukot ovat samat, jos viahintédéan k — 1 kappaletta funktioista f; on jatkuvasti dif-
ferentioituvia tai jos funktiot ovat konvekseja ja painot w; ovat positiivisia.

Todistus. (Kuten [2] s.39) Riittd4 osoittaa, ettd kaava (1) patee, kun k = 2. Yleinen
tapaus voidaan osoittaa induktiolla.

(fi+ o)y +tv) = (fi + f2)(y)

(f1 + f2)°(x;v) = limsup

y—x t
t—07T
s DL 10+ oy +10) = fi(y) = o(y)
y—x t
t—07T
< limsup LT =A@ o Ry 1) - f(Y)
y—zx t y—x t
0% t—0t

= fi(z;v) + fy(z;v).
Téasta seuraa

O(fi + f2) () C 0fs(x) + Ofa().



Nyt lauseen [2.11| nojalla

I(wy fi1 +wafa)(x) C I(wifi)(x) + Owafa)(x) = widfi(x) + w20 fo(x).

Todistuksen loppuosa seuraa funktioiden f; regulaarisuudesta. Ehdot funktion regu-
laarisuudelle on mééritelty [2] s.37. O

Lause 3.2. Olkoot funktiot f; : R® — R, i = 1,...,k lokaalisti Lipschitz-jatkuvia
pisteessi x € R™. Tdlloin funktio f: R™ — R,

on myos lokaalisti Lipschitz-jatkuva pisteessd x. Lisdksi
Of (x) C conv{df;(x) | i€ I(x)},
missa I(x) C {1,...,k} tarkoittaa indeksijoukkoa, jolle f(x) = fi(x).

Todistus. (Kuten [2] s.47-49) Koska jokainen funktio f; on lokaalisti Lipschitz-
jatkuva pisteessa x, on selvisti myos f lokaalisti Lipschitz-jatkuva pisteessd . Méa-
ritellddn lauseen toisen osion todistusta varten kaksi apufunktiota:

.....

h:R" — Rk, h(w) = (fl(w)> fZ(w)a 7f7€(a:))

Selviisti f = g o h. Kaikille w,v € R* ja X € [0, 1] on voimassa

i=1,...,

gAu+ (1 —ANv) = Eriaxk{)\ui + (1= Ny}

..........

— Aglu) + (1= N)g(v).

Funktio g on tiaten konveksi ja lauseen mukaan lokaalisti Lipschitz-jatkuva pis-
teessd h(x). Olkoon joukko J(u) = {i € {1,...,k} | w; = g(u)}. Nyt funktion ¢
suunnattu derivaatta on muotoa:

glu+tv) —g(u) _

¢ (u;v) = lim = lim max
t—0+ t t—0+ i=1,....k t
1 vy — . i tv; — u;
= lim max {ui + o} g(u):hm max {ui + to u})
t—0+ ieJ(u) t t—0+ i€ (u) t

eli

"(u;v) = max v;.
g( ) ieJ(u)

Lauseiden [2.§] ja nojalla

dg(u) = {a € R¥ | AH(l]E(lX) v; > a’v, Yv € RF},
e (uw



mistd voidaan todeta, etta

aizO, )

I
—_

ok,
k
acidg(u) <= (> a; =1,
i=1
a; =0, kun i ¢ J(u).
Funktion g alidifferentiaali kohdassa h(x) € R* on tillsin
k
Og(h(@)) ={a €RF [a; >0, a;=1,0a;=0, josi¢ J(u)}.
i=1
Lauseen nojalla
k
d(goh)(x)=0f(x) C conv {Z a&; | € € 0h; ja ac 6g(h(m))}

i=1

= conv Z a;0fi(x) | a; >0 ja Z a; =1
)

iel(x) i€l(x

= conv{0f;(x) | i€ I(x)}.
[

Seuraava tulos nayttdd nollavektorin sisédltyvin lokaalisti Lipschitz-jatkuvan
funktion minimikohdan alidifferentiaaliin. Tulos toimii ehtona sille, onko piste yhden
tavoitteen optimointitehtédvin minimi, jos kohdefunktio on konveksi.

Lause 3.3. Olkoon f : R" — R lokaalisti Lipschitz-jatkuva pisteessi x € R™, ja se
saavuttaa lokaalin miniminsa pisteessd x. Silloin

0cdf(x). (2)
Jos f on konveksi, on ehto riittdva minimikohdan @ globaalisuuteen.

Todistus. (Kuten [2] s.38-39) Koska @ on funktion f lokaali minimi, on olemassa
e > 0 siten, ettd f(x + tv) > f(x), kaikilla t € (0,¢) ja v € R™. Nyt

fly +tv) — fly) f(x +tv) — f(x)

f°(x;v) = limsup > lim sup >0,
Yy—x t—0+ t
t—0t
eli kaikille v € R"
fo(z;v) > 0=0"v.
Alidifferentiaalin méaéritelmén nojalla 0 € 9 f (). O

Esimerkissa [2.3] kulmakerroin 0 siséltyi késiteltdviaan alidifferentiaaliin ja kohta
x = 0 oli selviisti lokaali minimikohta. Lisiksi esimerkin funktio f(z) = |2% + z| on
konveksi, joten minimi oli globaali.



4 Optimaalisuusehtoja

4.1 Yhden tavoitteen optimointia

Tarvittavat tulokset itse ensimméisen kertaluvun optimaalisuusehtojen késittelemi-
seen on nyt esitetty. Ensimmaéista kertalukua olevia optimaalisuusehtoja on useam-
mantyyppisid, mutta keskitytddn téassd tutkielmassa vain ensimméisen kertalu-
vun Fritz John -tyyppisiin ehtoihin. Fritz Johnin kehittdmét optimaalisuusehdot
ovat valttdméttomia ratkaisupisteen optimaalisuudelle mutta eivéit kuitenkaan aina
riittavid.[4] Tarkastellaan ensin yhden tavoitteen optimoinnin ongelmaa ja tdmén
ratkaisupisteitd, minké jéilkeen siirrytddn monitavoiteoptimointiin. Seuraavana esi-
telladn ensimmainen vilttamaton ehto ratkaisupisteen optimaalisuudelle.

Lause 4.1. (Fritz Johnin valttaméton optimaalisuusehto) Vilttamdton ehto sille,
etta piste x* € R™ olisi lokaali minimi optimointitehtdville

min. f(x)
st g(x) = (q1(x), g2(x), ..., gm(x))" <0,

missd kohdefunktio f : R"™ — R sekd rajoitteet g; : R — R, j = 1,...,m, ovat
lokaalisti Lipschitz-jatkuvia pisteessa x*, on, ettd on olemassa luku \ € R ja vektori
p € R™, joille N\ > 0,0 > 0 ja (A, ) # (0,0), ja seuraavat ovat voimassa:

(i) 0€\f(z") + Zujagj@*)

(i) pgi(x*) =0, kaikillaj=1,..,m.
Todistus. Ks. [4] O

4.2 Pareto-optimaalisuus

Todistetaan téssé alaluvussa lauseen kaltainen ehto Pareto-optimaalisille pisteil-
le. Pareto-optimaalisuus tarkoittaa tilannetta, jossa optimointitehtéavin ratkaisua ei
voida parantaa jonkin ominaisuuden suhteen huonontamatta samalla toista. [lmiota
esiintyy varsinkin monitavoiteoptimoinnissa, kun jokin kohdefunktio voisi saada pa-
rempia arvoja mutta samalla yhden tai useamman muun kohdefunktion arvot huo-
nonevat. Ratkaisupisteitd voi siten olla useita, ja niiden vertailu on mahdollisesti
haastavaa. Esitetdan vield formaali méaéaritelmé Pareto-optimaalisuudelle.

Maaritelma 4.2. [I] Olkoon E C R" optimointitehtavén sallittujen ratkaisupistei-
den joukko ja minimoitavat kohdefunktiot f; : £ — R. Ratkaisupiste * € F on
Pareto-optimaalinen, jos ei ole olemassa toista pistettd € F, jolle fi(x) < fi(x*),
kaikilla i = 1,.... k, ja f;j(z) < f;(x*), jollain j € {1,...,k}.

Lisaksi voidaan maaritella Pareto-optimaalisia pisteitd laajemmat ja suppeam-
mat joukot: heikosti ja vahvasti Pareto-optimaaliset pisteet. Heikoksi Pareto-
optimaaliksi kutsutaan pistetté, jossa ei voida parantaa kaikkia ominaisuuksia. Vah-



va Pareto-optimaali on taas piste, jossa on olemassa vahintdan yksi pari ominai-
suuksia, joista toista parannettaessa toinen heikentyy. Tamé vaihtokauppa ominai-
suuksien valilla on kuitenkin rajoitettu, mika tarkoittaa, ettad aérelliset parannuk-
set toisessa ominaisuudessa aiheuttavat kohtuullista heikentymista toisessa. Vahvas-
ti Pareto-optimaaliset pisteet siséltyvat Pareto-optimaalisten pisteiden joukkoon ja
Pareto-optimaaliset pisteet heikosti Pareto-optimaalisten pisteiden joukkoon.[I]

Maéaritelmé 4.3. [I] Olkoon F C R™ optimointitehtavin sallittujen ratkaisupistei-
den joukko ja minimoitavat kohdefunktiot f; : £ — R. Piste «* € E on heikosti
Pareto-optimaalinen, jos ei ole olemassa toista sallittua ratkaisupistetta € E, jolle

fi(x) < fi(x), kaikilla i = 1, ..., k.

Maaéritelma 4.4. [I] (Geoffrion, 1968) Olkoon £ C R™ optimointitehtévéin sallit-
tujen ratkaisupisteiden joukko ja minimoitavat kohdefunktiot f; : £ — R. Piste
x* € E on vahvasti Pareto-optimaalinen, jos se on Pareto-optimaalinen ja on ole-
massa reaaliluku M > 0 siten, ettd jokaiselle f; ja @ € E, joille fi(x) < fi(x*), on
olemassa ainakin yksi f;, jolle f;(x*) < f;(x), ja

Havainnollistetaan vahvaa Pareto-optimaalisuutta esimerkilla.

Kuva 3: Kuvassa on vihreilld esimerkin [.1] funktio f; ja punaisella funktio f,

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan minimointitehtaviad. Kuvassa [3] on esitetty kohde-
funktion f; kuvaaja vihrealld ja kohdefunktion fs kuvaaja punaisella rajoitettuna
vélille [¢, d]. Piste a on vahvasti Pareto-optimaalinen, silld jos pisteestd a siirrytaan
funktion f; suhteen parempaan suuntaan, funktio f,; saa suurempia arvoja eli kai-
kille pisteille = € [c,d], joille fi(x) < fi(a), on voimassa fy(a) < fo(z). Samoin
kaikille pisteille 2’ € [c, d], joille fo(2") < fa(a), on voimassa fi(a) < fi(z'). Liséksi
symmetrian nojalla % <M > ; E 2) f(fag missé M = fi(c) + fa(d).

Tarkastellaan yleistd tapausta epéadifferentioituville kohde- ja rajoitusfunktioil-
le. Seuraava lause méadrdd monitavoiteoptimointitehtévan ratkaisupisteelle ehdon
Pareto-optimaalisuudelle.
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Lause 4.5. (Fritz Johnin vélttaméton Pareto-optimaalisuusehto) Vdlttamdton ehto
sille, ettd piste x* € S olisi Pareto-optimaalinen optimointitehtdvdlle

min. {fi(x), fo(x), ..., fu(®)}
st. xeS={xecR"|g(x)=(g1(x),g(x),.., gn(x))’ <0},

missd kohdefunktiot f; : R" = R, ¢ =1, ...k, ja rajoitteet g; : R" = R, j =1,...,m,
ovat lokaalisti Lipschitz-jatkuvia pisteessi x*, on, ettd on olemassa vektorit X € RF
ja p € R™, joille XA > 0, > 0 ja (A, i) # (0,0), ja seuraavat ehdot ovat voimassa:

k m
(A) 0€ Y NOfi() + 3 nidgi(a)

(B) pjgij(x*) =0, katkilla j=1,...,m.

Todistus. (Kuten [1] s.47-48) Oletuksen (A,pu) # (0,0) nojalla voidaan asettaa

k m

> Ai+ > p; = 1. Olkoon x* Pareto-optimaalinen. Madritelldén todistuksen avuksi

1=1 7j=1
funktio

F:R" =R, F(x)=max{fi(x) — filx*),gj(x) | i=1,..,k, j=1,...m}.

Osoitetaan, ettéd kaikille & € R™ pétee

F(x) > 0. (3)
Tehdédén vastaoletus, ettd jollekin ' € R", F(z') < 0. Nyt g;(2’) < 0, kaikilla
j =1,...,m ja piste &' on siten sallittu. Toisaalta f;(2') — f;(x*) < 0 <= fi(z') <
fi(x*), kaikilla i = 1, ..., k, mikd on ristiriidassa pisteen &* Pareto-optimaalisuuden
kanssa. on siis valttaméatta tosi.
Koska x* on sallittu piste, on g(x*) < 0, misté seuraa, ettd F'(x*) = 0. Edellisen ja
valituloksen avulla voidaan paéatelld, ettd F' saavuttaa minimikohtansa pisteessa

x*. Koska kaikki funktiot f; ja g; ovat lokaalisti Lipschitz-jatkuvia, on lauseen
perusteella my6s F' lokaalisti Lipschitz-jatkuva. Nyt lauseen [3.3| nojalla

0 € OF (x").
Liséksi, koska f;(x*) on vakio,
A(fi(z) — fi(xz")) = O(fi(x)). (4)

Olkoon joukko J(x*) = {j = 1,...,m | F(z*) = g;(x*)}. Lauseen [3.2 nojalla ja kaa-
van avulla saadaan

0 € conv{df(x"),0g;(x") |i=1,....k, j € J(x")}.

11



Konveksipeitteen maaritelmédn mukaan on olemassa reaalialkioiset vektorit X ja p,
joille A\; > 0, kaikilla ¢ = 1,...,k, pu; > 0, kaikilla j € J(x*), ja

k
S Y et
N )
Vektoreille A ja g on voimassa
k
i=1 jed@)
Nyt lauseen ehto (A) saadaan, kun asetetaan p; = 0, kun j € {1,...,m}\ J(z*). Jos
taas gj(x*) # 0 = g;(x*) < 0, jollekin j, niin j € {1,...,m} \ J(x*). Téstd seuraa
pj = 0, jolloin saadaan ehto (B). O

Kéytetaan lausetta [4.5] esimerkissé.

Kuva 4: Kuvaan on piirretty vihredlld esimerkin |4.2|funktio f;(z) ja violetilla funktio
fa(z) kohdan x = 0 ympéristossé.

Esimerkki 4.2. Tarkastellaan tilannetta, jossa halutaan minimoida kahta funktiota

fiiR=R, fi(z) = |2+ 2],

LRGSR fg(m):{ 3, =<0,

—5x, x>0.
Rajoitteina toimivat funktiot g; : R = R, g1(x) = =z — 1, go : R = R, go(x) =
r—1jags : R = R, gs(x) = —a?, jolloin sallituksi alueeksi muodostuu S =
{z eR[g(z) = (2(2), go(2), gs(2))" < O} = [-1,1].

Kuten kuvasta {4 ndhdéén, kohta x = 0 on selvésti funktion f;(z) minimikohta.
Funktio fy(z) saisi kuitenkin vield pienempié arvoja, kun x kasvaa. Piste x = 0
on Pareto-optimaalinen, koska ominaisuutta f, voidaan parantaa, mutta samalla f;
huonontuu ja ei ole toista pistetta ' € R, jolle fi(z') < fi(x) ja fo(z') < fo(x).
Tarkistetaan Pareto-optimaalisuus vield lauseen [4.5] avulla.
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Optimointitehtéva on muotoa

min. {f1($)7f2(w)}
s.t. a:GSZ [_171]

Kohdefunktiot f; ja fo seké rajoitteet g, g2 ja g3 ovat lokaalisti Lipschitz-jatkuvia
pisteessa x = 0, jossa lisiksi kohdefunktioilla on kummallakin epadifferentioituvuus-
kohta. Nimetdéan tatd pistettd symbolilla x*. Jos piste * on Pareto-optimaalinen,
on lauseen nojalla olemassa vektorit A € R? ja u € R3, joille A > 0, u > 0 ja
ehdot (A) ja (B) ovat voimassa. Koska g;(z*) = g2(2*) = —1 ja g3(z*) = 0, voidaan
valita alkioiksi p; = po = 0, jolloin

pig; (") =0, kaikilla j = 1,2, 3,

ja ehto (B) toteutuu. Ehdon (A) tutkimiseksi pitdd selvittad funktioiden fi, fo ja
gs alidifferentiaalit pisteessd z*. Alidifferentiaalit dg;(z*) ja Jgo(z*) voidaan jattéaa
huomiotta, silld y; = ps = 0. Esimerkissé[2.3 on jo selvitetty, ettd df,(z*) = [—1,1].
Samalla metodilla voidaan laskea alidifferentiaali 0 fo(z*) = [—3, —3]. Koska g3(z)
on jatkuvasti differentioituva, on alidifferentiaali dgs(z*) = 0. Nyt voidaan valita
alkioiksi A\; = %, A =0ja uz = % Tésté seuraa, ettd

2 3
i=1 j=1

_ % —1,1] +%{0} - {—%%1 )

2 3

joten ehto (A) toteutuu, sekd lisiksi > A+ > p; = 1 ja (A, pu) = (3,0,0,0,3) #
i=1 j=1

(0,0). Pisteen x* Pareto-optimaalisuus on téten vahvistettu lauseen avulla.

Koska heikosti Pareto-optimaalisten pisteiden joukko siséltdd Pareto-
optimaalisten pisteiden joukon, on seuraava tulos voimassa.

Seuraus 4.6. Olkoon E C R™ optimointitehtdvin sallittujen ratkaisupisteiden jouk-
ko. Lause tovmii vdalttamdattomdanda ehtona myds sille, ettd piste x € E olisi
hetkosti Pareto-optimaalinen.

Fritz John -tyyppistd optimaalisuusehtoa ei ole Geoffrionin mukaisille vahvasti
Pareto-optimaalisille pisteille, kun kohde- ja rajoitefunktiot ovat epédifferentioitu-
via. Sen sijaan voidaan kehitelld itse asiassa riittdva optimaalisuusehto yhdistet-
tyjen konveksien funktioiden avulla. Ehto siilyttda oletuksen lokaalista Lipschitz-
jatkuvuudesta mutta vaatii, ettd funktiot ovat konvekseja. Tarkat madrittelyt voi
16ytad Jeyakumarin ja Yangin artikkelista vuodelta 1993.[7]

5 Yhteenveto

Téassa tutkielmassa on esitelty Lipschitz-jatkuvuutta ja konveksisuutta sekd méaéri-
telty suunnatut derivaatat ja alidifferentiaali. Paatuloksena on esitetty, miten op-
timointitehtdvan sallitun alueen ratkaisupisteille voidaan maéaéaritellda ehdot niiden
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optimaalisuudelle. Optimaalisuusehdoilla rajoitetaan sallittua aluetta optimipistei-
den l6ytamiseksi. Kasitellyt Fritz John -tyyppiset ehdot yhden tavoitteen opti-
moinnin ratkaisun optimaalisuudelle sekd monitavoiteoptimoinnin ratkaisun Pareto-
optimaalisuudelle ovat valttamattomid mutta eivit valttaméatta kuitenkaan riittavia.
Varsinkin, jos kohdefunktiot ja rajoitteet eivét ole konvekseja, ehtojen riittavyys on
kyseenalaista [4]. Voidaan kuitenkin olla varmoja, etté piste ei ole optimaalinen tai
Pareto-optimaalinen, jos se ei toteuta vastaavaa Fritz John -ehtoa.

Yhden tavoitteen tehtédvissa vaaditaan olevan olemassa kohdefunktion ja rajoit-
teiden alidifferentiaaleille reaaliarvoiset skalaarit siten, ettd nollavektori sisaltyy néi-
den skaalattujen alidifferentiaalien summaan. Liséksi rajoitteen tai rajoitetta vas-
taavan skalaarin pitda olla arvoltaan 0 tarkasteltavassa ratkaisupisteessa. Vahintaan
yhden rajoitteen tulee kuitenkin saavuttaa nollakohtansa ratkaisupisteessa ja kohde-
funktion alidifferentiaalin skalaari pitaa olla erisuuri kuin 0. Monitavoiteoptimoinnin
ratkaisun Pareto-optimaalisuutta maarittava ehto on vastaavanlainen, mutta jokai-
sen kohdefunktion alidifferentiaalille on oma skalaarinsa ja vdhintddn yhden niista
taytyy olla erisuuri kuin 0.
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