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Taméa matematiikan opettajalinjan pro gradu -tutkielma késittelee matriisiha-
jotelmia. Matriisihajotelmassa matriisi esitetdan kahden tai useamman yksinker-
taista muotoa olevan matriisin tulona. Matriisihajotelmia kiytetddn esimerkiksi
lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisemiseen. Hajotelmilla on monia eri kiyttotarkoi-
tuksia ja jokaiseen tilanteeseen sopii tietynlainen hajotelma, jonka vuoksi hajotelmia
on monenlaisia.

Tutkielma on suunnattu oppimateriaaliksi aiheesta kiinnostuneille, joilla on kuiten-
kin perustietdmys lineaarialgebrasta; esimerkiksi henkil6ille, jotka ovat kidyneet line-
aarialgebran kurssin. Tutkielman alussa kerrataan jonkin verran lineaarialgebrasta
tuttuja asioita.

Tutkielma jakaantuu kahteen osaan. Ensimméinen osa koostuu luvusta 1, jossa esi-
telladn matriisihajotelmissa tarvittavaa pohjatietoa. Taméan luvun on tarkoitus toi-
mia lineaarialgebran kertauksena. Toinen osa koostuu luvusta 2, joka kasittelee mat-
riisihajotelmia. Tutkielmaan on valittu QQR-hajotelma, LU-hajotelma, spektraaliha-
jotelma ja -esitys, singulaariarvohajotelma ja polaarihajotelma. Jokaisesta hajotel-
masta annetaan myo6s esimerkki havainnollistamaan sen muodostamista.

Asiasanat: matriisihajotelma, lineaarialgebra, QR-hajotelma, LU-hajotelma, spek-
traalihajotelma, spektraaliesitys, singulaariarvohajotelma, polaarihajotelma
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1 Johdanto

Matematiikan kehittyminen on peréisin ihmisten halusta ratkaista kdytdnnon ongel-
mia. Nain on syntynyt myos lineaariset yhtalot ja yhtaloryhmét. Matriisit ja deter-
minantit ovat kehittyneet, kun yhtaloryhmien ratkaisulle on etsitty sdantoja ja rat-
kaisumenetelmia. Alunperin matriisiteoria on korostanut enemmén determinantte-
ja kuin matriiseja. Matriisilaskennan kehittymisen katsotaan alkaneen 1600-luvulla,
vaikka matriisien ja determinanttien historia alkaa jo 300-100 -luvuilta eKr. [3]
Matriisiyhtalon ratkaiseminen on usein haastavaa, joten siksi matriisilaskennassa
pyritdan usein esittdméadn matriisi kahden tai useamman yksinkertaista muotoa ole-
van matriisin tulona eli matriisihajotelmana. Matriisihajotelma siis helpottaa matrii-
siyhtélon ratkaisemista. Hajotelmia on monia erilaisia, silld eri tilanteissa tarvitaan
eri hajotelmia. Téassé tutkielmassa esitelladn muutamia yleisid matriisihajotelmia.
Tyon on tarkoitus toimia matriisihajotelmia késittelevana itseopiskelumateriaa-
lina aiheesta kiinnostuneelle henkilolle. Pohjatietona henkilolla kuitenkin oletetaan
olevan perustiedot lineaarialgebrasta, esimerkiksi lineaarialgebran kurssilta.
Tutkielman alussa luvussa 2 kdydéan léapi pohjatietoa. Tarkoituksena on, etta
luku toimii kertausmateriaalina lineaarialgebran aiheille, joita tarvitaan matriisiha-
jotelmia késiteltaessé. Luku késittelee mm. vektoriavaruutta, matriiseja ja matriisien
ominaisuuksia. Luvussa 3 péaéstdan itse matriisihajotelmiin, johon on valittu QR-
hajotelma, LU-hajotelma, spektraalihajotelma ja -esitys, singulaariarvohajotelma ja
polaarihajotelma. Hajotelmat esitellddn yksi kerrallaan ja jokaisesta hajotelmasta
annetaan esimerkki.
Ty6 pohjautuu vahvasti kirjallisuuteen. Padasiallisina ldhteind ovat toimineet
Strangin kirja Introduction to Linear Algebra [6] ja Koppisen luentomoniste Matrii-
silaskenta [2].

2 Pohjatietoa

Téassé tyossa matriiseja tarkastellaan selvyyden ja yksinkertaisuuden vuoksi padosin

yli reaalilukujen. Tyon lopulla luvussa 3.5 syvennytdéan lyhyesti myos kompleksilu-
kuihin.

2.1 Vektoriavaruus

Vektoriavaruus on joukko, jonka alkiot ovat vektoreita ja jolle on méaritelty lasku-
toimitukset summa ja skalaarilla kertominen. Esimerkiksi

R" ={Z = (1, ...,2,) | & € R},
on vektoriavaruus, johon kuuluu laskutoimitukset

TH+y=(r1 4y, Tpn+yn) ja
az = (axy, ..., axy,),

missi 7 = (z1,...,2,) € R", 4= (y1,...,yn) € R" jaa € R.



Maaritelma 2.1. Jos (U, +,-) ja (V,+,-) ovat vektoriavaruuksia, joille on méaéri-
telty summa ja skalaarilla kertominen, sekd U C V| vektoriavaruus U on vektoria-
varuuden V' aliavaruus.

Aliavaruuskriteerin mukaan vektoriavaruuden V osajoukko U # () on aliavaruus,
jos ja vain jos

1. X+Y eU,kun XY €U ja
2.aX eU,kinaeRja X eU.
Maaritelma 2.2. Jokainen vektoriavaruuden V osajoukko S wirittdd aliavaruuden
L(S) ={a1Z1 + ... + a1Ty | a; € R, T; € S}.
Aliavaruuskriteerin perusteella L(S) on todella vektoriavaruuden V' aliavaruus.

Vektoriavaruuden V' osajoukko S = {z1,...,xx} on lineaarisesti riippuva, jos on
olemassa sellaiset aq, ..., ax € R, ettéd jokin a; # 0 ja

a1Tr1 + ... + apTp = 0.
Jos osajoukko S ei ole lineaarisesti riippuva, se on lineaarisesti riippumaton.

Maaritelma 2.3. Osajoukko S = {zi,...,2} on vektoriavaruuden V' kanta, jos
osajoukko on lineaarisesti riippumaton ja virittda vektoriavaruuden V. Jos vekto-
riavaruudella V' on téllainen kanta, vektoriavaruutta V' kutsutaan dgdrellisulotteiseksi
ja sen dimensio dim(V') = k.

2.2  Matriisit

Matriisi muistuttaa suorakulmaista taulukkoa, joka on jaettu riveihin ja sarakkeisiin.
Matriisi siséltédéd alkioita a,; ja sen rakenne on seuraavanlainen:

ailr Q2 - Qip
ag1 Ag2 -+ Q2p

A = . . . . == (aij)mxn7 aij S R7
Am1 Ama - Amn

on m X n -matriisi, jossa siis m on vaakarivien méaéard ja n pystyrivien eli sarak-
keiden méérd. Kaikkien m x n -matriisien joukkoa merkitdédn M,,,(R), missd
R tarkoittaa, ettd matriisin alkiot ovat reaalilukuja. Neliomatriiseille m = n ja
Mipsn(R) = M, (R) eli vaaka- ja pystyrivejd on yhtéd paljon. Neliomatriiseissa dia-
gonaalin alkioilla eli diagonaalialkioilla tarkoitetaan alkioita a;;, kun ¢ = j, eli al-
kioita a11,A922, ...y Appy -

Matriiseja voidaan myo6s laskea yhteen ja kertoa keskendén. Seuraavaksi méaari-
telldadn, miten ndmé laskutoimitukset suoritetaan matriiseilla.

Maéritelmé 2.4. Jos A, B € M5, (R), niin summa A + B = (¢;) € Myuxn(R),
missa ¢;; = a;; + b@'j- Jos A € men(R> ja B € MnXT<R>7 niin tulo AB = (Cij) S
My (R), missé ¢;; = > 1| @irby;.



Matriisien summa siis lasketaan seuraavasti:

A+B=

Matriisien kertolasku taas lasketaan seuraavasti:

11 A2
21 22
AB =
Am1  Am2
ay1b11 + -+
a1b11 + - -
m1bir + - -
€11 C12
C21 C22
Cm1 Cm2

+ alnbml
+ a2nbm1

+ amnbml

a11 Q12 Q1n
21 22 A2p,
Am1  Am2 Amn
ap; +bir ag +bio
22 + bag

azy + bay

Qm1 + bml Am2 + bm2

11 C12 Cin
C21 C22 Con
Cm1 Cm2 Cmn

A1n b1 b2
Aop bay bao

Amn bml bm2

Cin
Con

=C.

Cmn

bll b12
b21 b22
bml bm2
Q1n + bln
Q2n, + b2n
A + bmn
bln
b2n
bmn

a11b12 4 - + a1,b2
az1b12 4 -+ - + a2, b2

am1b12 +---+ amnme

allbln + -+ alnbmn
C'/21bln + -+ a2nbmn

amlbln + -+ amnbmn

Matriisien muokkaaminen ns. vaakarivioperaatioilla helpottaa usein matriisin eri-
laisten ominaisuuksien tarkastelussa. Maéaritelladn seuraavaksi matriisin vaakarivio-

peraatiot.

1. Matriisin rivien ¢ ja j vaihtaminen.

2. Matriisin rivin ¢ alkioiden kertominen vakiolla c.

3. Matriisin rivin j lisédminen riviin ¢ kerrottuna vakiolla d.

Jos matriisi B saadaan matriisista A edellisilld operaatioilla, matriisit ovat riviekvi-

valentit.

Matriisilaskuissa matriisin muuttaminen ns. redusoiduks: porrasmatriisiksi edella
mainituilla operaatioilla on usein hyodyllistd. Maaritelladn ensin kasite porrasmat-

71181,



Maaritelma 2.5. Matriisi on porrasmatriisi, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1. mahdolliset nollarivit ovat alimpana ja

2. kullakin rivilla ensimmaéinen nollasta poikkeava alkio on ylemmén rivin ensim-
méisen nollasta poikkeavan alkion oikealla puolella.

Usein jo porrasmuoto on riittavéd, mutta kutakin matriisia vastaa useampi kuin
yksi matriisin kanssa riviekvivalentti porrasmatriisi, kun taas redusoitu porrasmat-
riisi on kullekin matriisille yksikésitteinen. Seuraavaksi maéritelldén késite redusoitu
porrasmatriisi.

Maaritelma 2.6. Matriisi on redusoitu porrasmatriisi, jos seuraavat ehdot toteu-
tuvat:

1. matriisi on porrasmatriisi,
2. jokaisen rivin ensimmainen nollasta poikkeava alkio on yksi ja

3. ensimmainen nollasta poikkeava alkio on sarakkeensa ainoa nollasta poikkeava
alkio.

Seuraavassa esimerkissd havainnollistetaan matriisin saattamista vaakariviope-
raatioilla (redusoituun) porrasmuotoon ns. Gaussin eliminaatiomenetelmallé.

Esimerkki 2.7. Muuta matriisi

2
1 0
-1 -2

1 3 2
21
0 3

redusoiduksi porrasmatriisiksi Gaussin eliminaatioalgoritmilla.
Aloitetaan vaihtamalla ensimmaéisen ja toisen rivin paikat, jotta saadaan ensim-
maisen rivin ensimmaiseksi nollasta poikkeavaksi alkioksi luku 1:

1 0 21
2 -1 3 2
-1 -2 0 3

Muutetaan luvun 1 alla olevat alkiot nolliksi lisddmélla ensimmaéainen rivi toiseen
riviin luvulla -2 kerrottuna ja kolmanteen riviin luvulla 1 kerrottuna:

1 0 2 1
0 -1 -1 0
0 -2 2 4

Kerrotaan toinen rivi luvulla -1, jonka jilkeen lisdtdan toinen rivi kolmanteen ri-
viin luvulla 2 kerrottuna, jotta saadaan myds toisen rivin ensimmaéiseksi nollasta
poikkeavaksi alkioksi luku 1 ja sen alla olevat alkiot nolliksi. Saadaan matriisi

o O =
O = O
= = DN
=~ O



joka on iseasiassa porrasmatriisi. Jatketaan kertomalla kolmas rivi luvulla }1 ja li-
saamallé sen jéalkeen kolmas rivi toiseen riviin kerrottuna luvulla -1 ja ensimmaiseen
riviin kerrottuna luvulla -2:

jolloin saadaan redusoitu porrasmatriisi. Kaikki ylla esitetyt matriisit ovat siis kes-
kenaan riviekvivalentteja.

Usein matriisilaskuissa esiintyy identiteettimatriisi I, joka on neliomatriisi, jon-
ka diagonaalialkiot ovat ykkosid ja muut alkiot ovat nollia. Esimerkiksi 3 x 3 -
identiteettimatriisi on

13:

o O =
O = O
—_— o O

Matriisin A = (a;;) transpoosi AT = (a;;) saadaan, kun matriisi transponoidaan
eli sen sarakkeet vaihdetaan riveiksi tai vastaavasti rivit muutetaan sarakkeiksi. Esi-
merkiksi 3 x 3 -matriisin

BN
I

~ =~ =
(@)
D

transpoosi

4
AT =12 5
36 9

oo

Mikéli matriisi ja sen transpoosi ovat samat eli A = AT, matriisi A on symmetrinen.
Lisiksi (AB)T = BT AT.

Maéaritelma 2.8. Neliomatriisi A € M,,(R) on sddnndllinen, jos on olemassa sel-
lainen B € M,,(R), ettd AB = I = BA. Matriisi B on matriisin A kddnteismatriisi,
eli B = A"! jos AB = I tai BA = I. Matriisia, joka ei ole sainnéllinen, sanotaan
singulaariseksi.

Kéinteismatriisi A~ nelidmatriisille voidaan laskea esimerkiksi Gaussin ja Jor-
danin menetelméilld. Menetelméssd matriisin A rinnalle asetetaan identiteettimatrii-
si, jonka jilkeen Gaussin eliminaatioalgoritmilla muokataan matriisista A identiteet-
timatriisi, jolloin alkuperiisests identiteettimatriisista tulee kiifinteismatriisi A1,

Esimerkki 2.9. Etsi kiidnteismatriisi P~ matriisille

1 1
P=|1-1 0 2
1 -1 1



Asetetaan matriisi P ja identiteettimatriisi rinnakkain

1 1 1100
(P|L)=|-1 0 2 010
1 -1 1|00 1

ja muokataan Gaussin eliminaatioalgoritmilla matriisista P identiteettimatriisi.
Lisatdan ensimmainen rivi toiseen riviin kerrottuna luvulla 1 ja kolmanteen riviin
kerrottuna luvulla -1
1 1
0 1
0
jonka jalkeen lisdtdan kolmas rivi ensimméiseen riviin kerrottuna luvulla % ja toinen
rivi kolmanteen riviin kerrottuna luvulla 2

101|350
013 |11
006 |1 2

— Ol

Kerrotaan kolmas rivi luvulla é, jonka jalkeen lisdtddn se toiseen riviin kerrottuna
luvulla -3 ja ensimmaiseen riviin kerrottuna luvulla -1, jolloin saadaan

100 |% -3 3
01015 0 —3

001 |z 5 &

Nain ollen kdanteismatriisi

1 _1 1

3 3

Pl = i o =1

i 1

6 3 6

2.3 Determinantti

Neliomatriiseille voidaan laskea determinantti, joka kertoo esimerkiksi sen, onko mat-
riisi sédnnollinen vai ei. Determinantti voidaan méaritella usealla eri tavalla, joista
yksi esitelladn seuraavaksi.

Madéritelméa 2.10. Nelidmatriisin A = (a;;)nxn determinantti on

@11 a2 - Aip
n
Q21 Qg2 -+ A2y L .
det(A)y=| . 7 . = E (—1)"*a;; det(A;;), kun i=1,...,n,
: : . : =
Ap1 QAp2 - (0797

misséd matriisi A;; saadaan poistamalla matriisista A ¢:nnes rivi ja jmnes sarake.
Matriisin determinantti voidaan siis edellisen kaavan perusteella laskea ns. kehittdi-
mdlld se imen vaakarivin mukaan. Kaavaa toistetaan kunnes matriisi A;; on 2 x 2-
matriisi, jolloin matriisin A determinantti

det(4) = |*

‘:ad—bc.



Esimerkki 2.11. Laske determinantti matriisille

-2 3 2
A= 0 1 -1
1 2 4

Matriisin A determinantti voidaa nyt laskea kehittdmaélla se ensimmaéisen rivin mu-
kaan:

23 2
det(A)=10 1 —1
1 2 4

1 -1 0 —1 0 1

:_2"2 4‘_3"1 4‘*2"1 2’

= 2(1-4—(=1)-2)=3(0-4—(=1)-1)+2(0-2—1-1)
=—2.6-3-142-(-1)=—17.
Kerrataan seuraavaksi joitakin determinantin perusominaisuuksia, joiden todis-
tukset 10ytyvét esimerkiksi kirjasta [6]:
1. Matriisin transpoosin determinantti det(A”) = det(A).

2. Jos matriisin A kaksi vaaka- tai pystyrivia vaihdetaan keskendén, determinan-
tin det(A) etumerkki vaihtuu.

3. Determinantti det(A) = 0, jos matriisissa A on kaksi samaa vaaka- tai pysty-
rivia.
4. Matriisin tulon determinantti det(AB) = det(A) det(B).
Jos determinantti det(A) = 0, nelidmatriisi A on singulaarinen. Jos determinant-
ti det(A) # 0, matriisi A on ei-singulaarinen eli séédnnollinen.

Esimerkiksi yldkolmiomatriisin A, jossa siis paalavistajan alapuolella olevat al-
kiot ovat nollia, determinantti lasketaan seuraavasti maaritelméan 2.10 mukaisesti:

a1; Aaiz2 -+ Qin Q22 d23 -+ Q2
0 ax - a 0 ass -+ as,

det(A) = | . . .| =an
0 0 - apn 0 0 - am

== 011022 " Anp-

Vastaavasti matriisia, jonka paalavistdjan ylapuolella olevat alkiot ovat nollia,
kutsutaan alakolmiomatriisiksi. Alakolmiomatriisi on siis seuraavanlainen:

a; 0 -+ 0
Qo1 Q22 - 0
ap1 Ap2 - Ann

Myés alakolmiomatriisin determinantti on diagonaalin alkioiden tulo, kuten ylékol-
miomatriisillakin.



Esimerkki 2.12. Lasketaan edellisen esimerkin matriisille

-2 3 2
A= 0 1 -1
1 2 4

determinantti muokkaamalla matriisi ensin vaakarivimuunnoksilla yldkolmiomatrii-
siksi. Aloitetaan lisddamalld ensimmainen rivi kolmanteen riviin kerrottuna luvulla
1 . .

3, Jolloin

-2 3 2
0 1 -1
0o I 5

Lisatdan vield toinen rivi kolmanteen riviin kerrottuna luvulla ’77, jolloin saadaan
yléakolmiomatriisi

-2 3 2
0 1 -1
0 0 ¥

2

Lasketaan determinantti soveltaen yldkolmiomatriisin determinantin kaavaa, jonka
mukaan determinantti

23 9 -
det(A)=|0 1 —1|=—2.1.25 = _17.
0 0 U 2

2

Tulos todellakin pitaéd paikkansa, silld se on sama kuin edellisessé esimerkissd mat-
riisille A laskettu determinantti.

Seuraavan lauseen mukaisesti determinantin avulla voidaan my6s helposti tutkia,
onko tarkasteltu matriisi sédédnnollinen.

Lause 2.13. Matriisi A on sddnnéllinen, jos ja vain jos sen determinantti on eri-
suurt kuin nolla eli det(A) # 0.

2.4 Sisatulo ja ortogonaalisuus

Kokoa m x 1 tai 1 x n olevat matriisit ovat vektoreita. Matriisin sarakkeet eli pysty-
rivit (z;fr = (al,j’ ceey Q) € R™ muodostavat pystyriviavaruuden P(A) = L(ay, ..., Gy).
Vaakarivit @' = (a;,...,a;,) € R™ vastaavasti muodostavat vaakariviavaruuden
V(A) = L(a', ...,a™). Seuraavaksi esitelliin muutamia vektorien ominaisuuksia.

Maaritelma 2.14. Vektoreiden = = {z1, 29, ..., 2, } ja ¥ = {y1,Y2, ..., Yn} Sisdtuloa
merkitddn (z,y) ja se mééritelladn

(Z,7) = 1y1 + TaYo + ... + TpYn.

Maaritelma 2.15. Vektorin z = {x1, o, ..., ,,} pituus on

7l = V{2, 2) = Vo1 + |2l + . [l

8



Esimerkki 2.16. Laske vektoreiden z = (1,0,1) ja y = (—1,1,0) sisédtulo, seka
vektorin z pituus. Vektroreiden Z ja ¢ sisdtulo

<:fag> = <(17071)7(_17170)>
:1-(—1)—|—O~1+1-0:—1

ja vektorin z pituus

|j| = \/<f’j> = \/<(1’071)7 (170’1)>
~ TP+ 0P + P = V3

Maaritelma 2.17. Vektorit & ja iy ovat kohtisuoria eli ortogonaalisia, jos sisdtulo
(z,y) = 0. Vektorijoukko {z1, Z2, ..., 7} on ortogonaalinen, jos sisitulo (z;, ;) =0,
kun i # j. Lisdksi joukko on ortonormaali, jos |z;| = 1 kaikilla i € {1, ..., k}.

Seuraavaksi kerrataan vektorin kantaesitys, jonka todistus 16ytyy esimerkiksi kir-
jasta [6].

Lause 2.18. Jos {uy, ..., Uy} on aliavaruuden U ortonormaalikanta, niin vektorin
z € U kantaesitys on

T =) (T,% )
i=1
Maiéritelmd 2.19. Matriisi A € M,,,»,,(R) on ortogonaalinen, jos ATA = 1.

Huomautus 2.20. Jos matriisi A on neliomatriisi ja ortogonaalinen, eli ATA = I,
niin matriisin A transpoosin on oltava matriisin A ki#inteismatriisi eli AT = A1,

2.5 Matriisin aste

Luvut n ja m kertovat matriisin koon, mutta eivit valttamatta lineaarisen systeemin
todellista kokoa. Matriisin todellisen koon méaraéa tietyssd mielessa matriisin A aste,
joka saadaan pysty- ja vaakariviavaruuksien dimensioista.

Maéaritelma 2.21. Matriisin A € M,,,4,(R) aste r(A) = dimV(A) = dimP(A) eli
vaaka- ja pystyriviavaruuksien dimensio.

Matriisin vaakariviavaruuden kanta ja aste voidaan maérittda seuraavan esimer-
kin mukaisesti saattamalla matriisi ensin vaakarivioperaatioilla (redusoituun) por-
rasmuotoon.

Esimerkki 2.22. Laske aste matriisille
3
6

1
A=1| 4
2 12

~ Ot O



Muokataan matriisista A ensin redusoitu porrasmatriisi. Aloitetaan lisiamalld en-
simmaéinen rivi toiseen riviin kerrottuna luvulla -4 ja kolmanteen riviin kerrottuna
luvulla -2

1 2 3
0 -3 —6
0 3 6

Lisdatdan toinen rivi kolmanteen riviin, jonka jialkeen kerrotaan toinen rivi luvulla
%1, jolloin saadaan porrasmatriisi

1 2
0 1
0 0

5 oo ow

Lisatddn vield toinen rivi ensimmaéiseen rivii
redusoitu porrasmatriisi

kerrottuna luvulla -2, jolloin saadaan

o @
O = O

1
2
0

Vaakariviavaruuden kanta on {(1,0,1), (0,1,2)}. Matriisin A aste r(A) = 2, silld
vaakarivien dimensio on kaksi. Matriisin asteessa ei siis oteta huomioon nollarivia,
joka vaakarivimuunnoksilla muodostui.

~—

Seuraava lemma, jonka todistus 10ytyy luentomonisteesta [2], antaa ylirajan mat-
riisien tulon asteelle.

Lemma 2.23. Jos A € M;,«n(R) ja B € M,xx(R), niin matriisin AB aste
r(AB) < min{r(A),r(B)}.
Seuraavassa lauseessa saadaan ensimmaéinen matriisihajotelma.

Lause 2.24. Jos matriisi A € M,«n(R) jar(A) = r, on olemassa sellaiset matriisit
B € Myur(R) ja C € M, yn(R), etti A= BC jar(B)=r(C)=r.

Todistus. Valitaan matriisin A pystyriviavaruudelle P(A) kanta {b1, ..., b, }. On ole-
massa sellaiset kertoimet ¢;; € R, ettd matriisin A pystyrivit

C_Lj = chjgk (j = 1, ,n)
k=1
Jos merkit#in by = (byg, ..., byi) T, niin

Q5 = chjbik = Zbikckj (2 = 1, My j = 1, 77’L)
k=1 k+1

Néin ollen saadaan matriisit B = (b;j)mxr ja C = (¢ij)rxn, ja A = BC. Koska
matriisissa B on r pystyrivid, matriisin B aste r(B) < r. My6s matriisin C' aste
r(C) < r, koska matriisissa C' on r vaakarivia.

Lemman 2.23 mukaan matriisin A aste on r(A) = r(BC) < min{r(B),r(C)},
mutta jos 7(B) < r tai r(C') < r, niin my6s r(A) < r, miké ei pidd paikkansa. Siispa
r(B)=r(C)=r. O

Tata matriisihajotelmaa tarkastellaan lahemmin esimerkin kera luvussa 3.

10



2.6 Ominaisarvot ja -vektorit

Maaritelma 2.25. Matriisin A € M,,(R) karakteristinen polynomi eli ominaisar-
vopolynomi on

aj; — A Q12 ce Q1n
a Aoy — A -+ Qop,
caN) =det(A— ) =| - 7 ’
an1 (07%) e App — )\

Maéritelmé 2.26. Olkoon A € M, (R). Luku A on matriisin A ominaisarvo ja
T € R", T # 0, on sithen kuuluva ominaisvektori, jos AT = A\Z. Ominaisavaruus
Vi = {z € R"|Az = A%} sisdltdd ominaisarvoon A kuuluvat ominaisvektorit seki
nollavektorin 0.

Huomautus 2.27. Luku A on matriisin A ominaisarvo, jos ja vain jos A on yhtdlén
det(A — A\I) = 0 ratkaisu. Karakteristista polynomia voidaan siis kdyttda ominai-
sarvojen etsimiseen ratkaisemalla yhtélo det(A — A1) = 0.

Geometrisesti ominaisvektorilla tarkoitetaan suuntaa ja ominaisarvolla sen skaa-
lausta. Jos ominaisarvo \; > 1, vektorin suunta siilyy ja pituus kasvaa. Jos
0 < A; < 1, suunta siilyy, mutta pituus pienenee. Lisdksi ominaisarvon ollessa
negatiivinen, suunta muuttuu vastakkaissuuntaiseksi.

Maéaritelma 2.28. Matriisin A € M,,(R) ominaisarvon \; € R, algebrallinen ker-
taluku on k;, kun \; on karakteristisen polynomin k;-kertainen nollakohta. Ominai-
savaruuden V), dimensio on ominaisarvon \; geometrinen kertaluku.

Esimerkki 2.29. Etsi ominaisarvot ja ominaisvektorit matriisille

A:

= O N
o O O
N O >~

Etsitddn matriisin A ominaisarvot ratkaisemalla yhtalo det(A — A\I) = 0:

2-1 0 4
det(A—X)=| 0 6-X 0
4 0 2-2)\
= (2=N)(6—=N)(2—=\) +4(—4(6 — \))

(
(

(
= (6 -\ ((2—\)?*-16)
=(6-XN(-2—-X) =0,
jolloin matriisin A ominaisarvot ovat Ay = 6 ja A\; = —2. Ominaisarvon 6 algebral-

linen kertaluku on 2, silla 6 on 2-kertainen karakteristisen polynomin nollakohta.
Vastaavasti ominaisarvon -2 algebrallinen kertaluku on 1.

Etsitddn ominaisvektorit yhtalolla (A — AI)z = 0 sijoittamalla vuorollaan ku-
kin ominaisarvo. Sijoittamalla ominaisarvo A\; = —2 yll& olevaan yht&lo6n voidaan
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maarittad sithen kuuluvat ominaisvektorit:

2—-(-2) 0 4 x 0
0 6 —(—2) 0 y|l=10],
4 0 2—(-2) z 0
josta saadaan yhtaloryhmé
4o +42 =0
8y =20
dor + 42 = 0,
jolloin ominaisavaruus Vy, = {(z,y,2) € R | x = —z, y = 0} ja erés ominaisvektori

71 = (1,0, —1). Ominaisarvon -2 geometrinen kertaluku on myos 1, silld ominaisa-
varuuden dimensio dim(Vj,) = 1.
Sijoittamalla ominaisarvo Ay = 6 ylld olevaan yhtdl66n saadaan ominaivektori:

2—-6 0 4 x 0
0 6-6 0 y|l=10],
4 0 2-6 z 0
josta saadaan yhtaloryhmé
—4r+42=0
0=0
dr — 4z =0,

jolloin ominaisavaruus V), = {(z,y,2) € R | x = z} ja erds ominaisvektori z, =
(1,—1,1). My6s esimerkiksi vektori z = (1,0, 1) kuuluu ominaisavaruuteen V), ja on
siis ominaisarvoon Ay = 6 kuuluva ominaisvektori. Vektorit (1,—1,1) ja (1,0, 1) ovat
lineaarisesti riippumattomia toisistaan. Néin ollen dim(V),) = 2, joten ominaisarvon
6 geometrinen kertaluku on 2.

2.7 Matriisien ominaisuuksista

Seuraavaksi esitelldidn muutamia matriisin ominaisuuksia, joita tarvitaan matriisi-
hajotelmissa.

Maéaritelma 2.30. Matriisit A, B € M,,(K) ovat similaariset, jos on olemassa
sellainen sdannollinen matriisi P, ettdi A = P~'BP.

Lause 2.31. Similaarisilla matriiseilla on sama ominaisarvopolynomi.

Todistus. Olkoon matriisi A € M, (R) similaarinen matriisin B € M,,(R) kanssa
eli A = P7'BP, missi P on sidinnollinen matriisi. Matriisin A ominaisarvopoly-
momi det(A — AJ) ja matriisin B ominaisarvopolynomi det(B — A\I) ovat seuraavan
perusteella yhtéasuuret:

det(A — \I) = det(P'BP — AP7'IP) = det(P~'(B — \I)P)
= det(P~) det(B — \I) det(P) = det(B — \I)
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Maaritelma 2.32. Matriisi A on on diagonalisoituva, jos se on similaarinen diago-
naalimatriisin kanssa eli on olemassa sdannoéllinen matriisi P € M,,(K) ja sellaiset
AL,y A € K etté

A1 0
. A2 .
P AP = . :dlag()\l,)\z,...,An).
0 An

Lauseen 2.31 mukaan diagonalisoituvan matriisin A ominaisarvopolynomi
det(A—\I) = det(PPAP—\I) = det(diag(A1 =X, ..., \n =) = (A1 =A) - - (A=),
joten Ay, ..., A, ovat matriisin A ominaisarvot.

Kerrataan seuraavaksi joitakin matriisin diagonalisoituvuuten liittyvia ominai-
suuksia, joiden todistukset 16ytyvét esimerkiksi kirjasta [6].

Lause 2.33. Oletetaan, ettd matriisin A € M, (R) erisuuret ominaisarvot ovat
A1, -y As, Ja ettd lisdksi ominaisarvon \; algebrallinen kertaluku on k; ja geometrinen
kertaluku n;. Silloin seuraavat ehdot ovat ekvivalentit:

1. Matriisi A on diagonalisoituva.

2. Ominaisarvon \; algebrallinen kertaluku on yhta suurt kuin geometrinen ker-

taluku (eli k; = n;) kaikilla i € {1, ..., s}.

3. Jokaiseen ominaisarvoon \; kuuluu k; lineaarisesti ritppumatonta ominaisvek-
toria.

Esimerkki 2.34. Tutki, onko edellisen esimerkin matriisi

A:

- O N
o o O
N O =~

diagonalisoituva. Lauseen 2.33 kohdan 2 perusteella voidaan sanoa, ettd matriisi A
on diagonalisoituva, silla ominaisarvon \; = —2 algebralliset ja geometriset kerta-
luvut ovat samat eli k& = n; = 1 seké vastaavasti ominaisarvon Ay = 6 kertaluvut
ovat samat eli ko = ny = 2.

Tutkitaan vield méadritelmén 2.32 mukaan, onko matriisin A diagonalisoituva.
Matriisin A ominaisvektorit ovat z; = (1,0,—1), 7o = (1,—1,1) ja &3 = (1,0, 1).
Muodostetaan matriisi P, missé pystyvektoreina ovat matriisin A ominaisvektorit:

1 1 1
P=(zl |z |z5)=10 -1 0
-1 1 1
Matriisin P kdanteismatriisi
1 —1
5 0 5
Pt=(0 -1 0
1 1
3 L3
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Seuraavaksi lasketaan

5 0 F\ /204 1 1 1
PAP=10 -1 0 06 0 0 —1 0
11 1 4 0 2) \-1 1 1
-200
= 0 6 0] =diag(—2,6,6).
0 0 6

Mééritelmén 2.32 mukaan P~'AP = diag(\y, ..., \,). Esimerkissi 2.24 saatiin mat-
riisin A ominaisarvoiksi \; = —2 ja A\, = 6, joten matriisi A on diagonalisoituva.

Maiéritelma 2.35. Neliomatriisi A on idempotentti, jos A2 = A

Maaritelma 2.36. Matriisi A € M,,(R) on positiivisesti defingitti, jos matriisi A
on symmetrinen ja sen ominaisarvot ovat positiivisia (A; > 0). Jos symmetrisen
matriisin A omainaisarvot ovat epénegatiivisia (A\; > 0), matriisi A on positiivisesti
semadefiniitti.

Vastaavasti mééritelladn negatiivisesti definiitti (A\; < 0) ja negatiivisesti semi-
defingitti (\; < 0) matriisi.

3 Matriisihajotelmista

Usein matriisiyhtalon ratkaiseminen on hidasta ja epakiytdnnollistd, joten tdman
helpottamiseksi matriisit pyritddn usein esittdméan kahden tai useamman yksinker-
taista muotoa olevan matriisin tulona. Téllaista esitystd kutsutaan matriisihajotel-
maksi.

Hajotelma helpottaa matriisiyhtdlon ratkaisemisessa ja saattaa myos antaa hyo-
dyllista tietoa matriisista. Matriisihajotelmille on monia eri kayttotarkoituksia ja jo-
kaiseen tilanteeseen sopii tietynlainen hajotelma, jonka vuoksi hajotelmia on monia
erilaisia.

3.1 Matriisihajotelma asteen avulla

Aloitetaan perehtymallé lauseen 2.24 mukaiseen matriisihajotelmaan A = BC'. Mat-
riisi B muodostetaan matriisin A pystyriviavaruuden kannasta, joka saadaan mat-
riisin A transpoosin A” redusoidun porrasmuodon vaakariveistid. Eli jos vektorit
71, ..., T ovat matriisin A transpoosin A’ redusoidun porrasmuodon nollasta poik-
keavat vaakarivit, matriisin B pystyvektorit ovat b, = z7T,..b, = zL. Vektorit

by, ..., by muodostavat P(A):n kannan. Matriisi C' saadaan, kun lausutaan matrii-
sin A pystyrivit tdssd kannassa:

a? = Clbl+... + Cnbk

CLZ = Clb1+... + Cnbk.
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Esimerkki 3.1. Muodostetaan lauseen 2.24 mukainen matriisihajotelma A = BC'

matriisille

1 2 2 46
A=1|1 2 3 6 9
001 2 3

Transponoidaan matriisi A, jolloin saadaan

1 10

2 20

AT=12 3 1

4 6 2

6 9 3

Muutetaan matriisi A7 redusoiduksi porrasmatriisiksi. Lisdtddn ensimméinen rivi
toiseen riviin kerrottuna luvulla -2, kolmanteen riviin kerrottuna luvulla -2, neljan-
teen riviin kerrottuna luvulla -4 ja viidenteen riviin kerrottuna luvulla -6:

1 10
000
011
0 2 2
03 3

Muokataan vaakarivien jarjestysté niin, ettd nollarivi on alimpana, jolloin saadaan
matriisi

o O OO
W DN = =
w N = O

0

o

Lisatadn toinen rivi kolmanteen riviin kerrottuna luvulla -2, neljanteen riviin kerrot-
tuna luvulla -3 ja ensimmaiseen riviin kerrottuna luvulla -1, jolloin saadaan redusoitu
porrasmatriisi

o O O
S OO = O
[aw]

0

Matriisin A aste r(A) = 2, joten B on 3 x 2-matriisi ja C' on 2 X 5-matriisi. Myos
r(B)=r(C)=2.

Muodostetaan matriisi B, kun redusoidun porrasmatriisin nollavektorista poik-
keavat vaakarivit ovat matriisin B pystyrivit eli b, = (1,0, —=1)7 ja by = (0,1, 1),
jolloin



Lausutaan matriisin A pystyrivit tédssd kannassa:

(1,1,0)" = by + b,

(2,2,0)" = 20, + 20,
(2,3, )" = 2b; + 30,
(4,6,2)" = 4b; + 6b,
(6,9,3)" = 6b; + 9bs,

ja muodostetaan kertoimista matriisi C":
1 22 46
¢= <1 2 36 9) '

Tarkistamalla huomataan, etté todella

1 22 46 1 0
A=11 2 3 6 9] = 01(1;3@8):BC
00123 -1 1

3.2 QR-hajotelma

Lineaarialgebrassa @QR-hajotelma on matriisihajotelma, jossa matriisi A voidaan
esittdd ortogonaalisen matriisin () ja yldkolmiomatriisin R tulona. QR-hajotelmaa
kiaytetdan mm. lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisemiseen, matriisin ominaisarvojen
etsimiseen, determinantin itseisarvon maarittamiseen seké kadnteismatriisin etsimi-
seen.

QR-hajotelman muodostamiseen on useita menetelmii, joista yksi hyddyn-
tdd Gramin-Schmidtin ortogonalisointimenetelméad. Esitellddn seuraavaksi Gramin-
Schmidtin ortogonalisointimenetelmé: Olkoon {1, Zs, ..., Zx } € R". Konstruoidaan
vektorit y; rekursiivisesti:

=
j—1
Yj =T — Zaji?jia kun j =2,...k,
i=1
missa B
0, josy; =0,
Aj; = Ti,Y; . _ —
’ <]y2>7.]OSYi7é0'
i
Vektorit #1,¥s, ...,y ovat ortogonaaliset ja kaikille ;5 = 1,...,k on voimassa

L(Zy,...,2;) = L(¥1,...,y;). Ortogonaalisesta joukosta saadaan ortonormaali pois-
tamalla mahdolliset nollavektorit ja jakamalla ortogonaaliset vektorit pituudellaan.

Lause 3.2. Olkoon A € M,,»n(R) (m > n) sellainen matriisi, ettd matriisin A

aste 7(A) = n. Silloin on olemassa ortogonaalinen matriisi QQ € M,xn(R) ja yld-
kolmiomatriisi R € M, (R), ettd A = QR.
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Todistus. Olkoon matriisi A = (@] ... | G,), missé pystyrivit @]T € R™. Koska mat-
riisin A aste r(A) = n, niin pystyrivit d;ff ovat lineaarisesti riippumattomia. Gramin-
Schmidtin ortogonalisointimenetelmaélld saadaan ortonormaalit vektorit 7y, ..., U,
missd g; € R™, ja jolle L(ay,...,a;) = L(g1,...,7;) (j = 1,...,n), missd {71, ..., 7;}
on ortonormaalikanta. Lauseen 2.18 mukaan vektorin @; kantaesitys on

J
a; = Z(@w@ﬁ%-

k=1

Olkoon matriisi R = (r;;) € M,,(R), missé r;; = (a;, ¥;), kun 7 < j ja r;; = 0, kun
i > j. Vektorin a; kantaesityksen mukaan A = QR = Q(74|...|7n) = (QT1]...|QTy),
missd matriisi Q = (Y1]...| n)- O

Huomautus 3.3. Jos matriisi A on saédnndllinen, niin hajotelma on yksikésitteinen,
jos matriisi R on positiivinen yldkolmiomatriisi. Liséksi jos A on neliomatriisi, mat-
riisi () on ortogonaalinen eli Q7Q = QQT = I.

QR-hajotelman matriisin () pystyvektorit (jjT = (q1j, ---, @mj) saadaan ortonorma-
lisoimalla matriisin A pystyvektorit EL;‘-F = (a1j, ..., amj). Matriisin A pystyvektorit
ortogonalisoidaan Gramin-Schmidtin menetelmélld seuraavasti:

q_; - ala

o (G, q1) _

Gy = ag — — q1,

? |C]1|2

_ _ <anaqn—1> _ <an7(jl> _
q, = Qn — —7— 15 Gn—-1 — - — T qi-
" " |Gn—1? " A5 '

Namaé ortogonaaliset vektorit g, ..., ¢, ortonormalisoidaan jakamalla vektorit pituu-
dellaan, jolloin

. q
q1 = =7
Cal
G,
dn = 777
A
jotka ovat matriisin @ pystyvektorit. Matriisi Q = (g7 |---| ¢%).

Yldkolmiomatriisi R muodostuu matriisin A pystyvektoreiden c_L;»F = (aij, s Qmj)
ja matriisin () pystyvektoreiden qu = (q1j, ---, ¢mj) sisdtuloista seuraavasti:

(a1, q1) <§L2a (21> EE (?n, q:1>
R— 0 <a2,. Q2> s <ani Q2>
0 0 (G, Gn)



Esimerkki 3.4. Muodosta QR-hajotelma matriisille

A:

O = =
=

0
1
1

Ortogonalisoidaan matriisin A pystyvektoreiden joukko {1, T2, Z3}, missd z; =
(1,1,0), zo = (1,0,1) ja 3 = (0,1, 1) Gramin-Schmidtin menetelmall:

= _ = <j27g1> = _ = <(1707 1)7<17170)> = _ = 17
y2_x2 |g1‘2 yl_xQ |(1,1’O)‘2 y]. _'CEQ 2yl
1 1 1
= (17 07 1) 5(17 170) (57 27 1)
g _ _ <x3ag1> _ <'T37y2>g = Ta — lg _ lg
3 3 AL 1 AL 2 3 T b
1 1.1 1 2 2 2
=(0,1,1) — =(1,1,0) — =(5,—=,1) = (==, 2., 5).
( Yl ) 2( Yl ) 3(27 2’ ) ( 3’373)

Ortonormalisoidaan ortogonaaliset vektorit 41, 4 ja y3 jakamalla vektorit pituudel-
laan:

L1 11

Y1 = E(LLO) = (_27_270)

PR S N U S U
yz_\/%(za 271)_(\/67 6 6)
L, W3, 222 1 1 1
Ys = 7(_5’ §7 g) - (_ﬁ7 _37 %)

Niéin ollen ortogonaalinen matriisi

Ylakolmiomatriisi
_ _ N 2 1 1
(o) (22,91) (23,0 Vi E Ve
R=| 0 (mg) @m)|=|0 & 5
0 0 (T3, 75) 0 0 =%
Tarkistamalla huomataan, etta todella
B . 2 1 1
VioVE T VB\ [V vEoE 110
on= %l S0 % ] (o) -4
0o = L 0 0 = 011
V6 V3 V3



QR-hajotelmaa kiytetdan esimerkiksi lineaaristen yhtéaloryhmien ratkaisemises-
sa. Lineaarinen yhtaloryhmé

a11T1 + A12T + - + ATy = b1

a91T1 + A92T9 + -+ Aonly — bg

Am1T1 + A2l + - - + AppZn = bm

voidaan esittda matriiseilla muodossa AT = b:

@11 A2 - Aip xy by
Q21 Q22 -+ A2y T2 bo
am1 Am2 - Amn Ty bm

QR-hajotelmaa voidaan hyodyntda ratkaisussa seuraavasti: Matriisi () on orto-
gonaalinen, joten Q7Q = I.

Az =b
< QR =0
< QTQRz = Q%
& Rz = QTb,

joka on usein helpompi ratkaista kuin matriisin A kdanteismatriisi.

3.3 LU-hajotelma

LU-hajotelmaa kiytetdan numeerisessa analyysissa ja lineaarialgebrassa lineaaristen
yhtéloryhmien ratkaisemiseen seké kidénteismatriisien muodostamiseen ja determi-
nantin laskemiseen. Tietokoneet useimmiten kayttavit LU-hajotelmaa lineaariyhté-
loiden ratkaisemisessa. LU-hajotelma muodostetaan hajottamalla saannollinen mat-
riisi A oikeanlaisilla pysty- ja/tai vaakarivien muunnoksilla kahteen tekijéén: alakol-
miomatriisiin L ja yldkolmiomatriisiin U.

Lause 3.5. Matriisi A € M,,(R) on sadannéllinen, jos ja vain jos
A= LU,

missd L € M, (R) alakolmiomatriisi, jonka diagonaalilla on pelkkii ykkésid, ja U €
M, (R) ylikolmiomatriisi.

Katso lauseen todistus viitteesta [3].
3 x 3-matriisin A LU-hajotelma on seuraavanlainen:

a;n a2 i3 1 0 0 Ui Uiz U3
az Gz a | = |lag 1 O 0 uge uss
31 daz2 4ss l31 I3 1 0 0 us3
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LU-hajotelman muodostaminen aloitetaan ylakolmiomatriisista U. Tama matrii-
si muodostetaan matriisista A Gaussin eliminaatioalgoritmilla eli matriisin A pysty-
ja/tai vaakarivejd lisdtddn muihin pysty- ja/tai vaakariveihin kerrottuna jollakin
luvulla kunnes péddytdén ylakolmiomatriisiin. Matriisin L = (l;;) (i > j) alkiot
tulevat matriisin U muodostamisessa kaytetyistd kertoimista niin, ettd /;; on sen
kertoimen vastaluku, jolla rivi j on kerrottu liséttédessé riviin .

Esimerkki 3.6. Muodostetaan LU-hajotelma matriisille

-1 1 -1
A=(1 1 1
-1 1 2

Aloitetaan lisddmalld matriisin A ensimmaéinen rivi toiseen riviin, jolloin saadaan
matriisi

-1 1 -1

0 2 0

-1 1 2
Seuraavaksi lisdtddn ensimmaéainen rivi kerrottuna luvulla -1 kolmanteen riviin, jolloin
saadaan yldkolmiomatriisi

-1 1 -1
U=10 2 0
0 0 3

Muodostetaan alaolmiomatriisi edellisistd kertoimista, jolloin

1 00

L=|-110

1 01
Todella matriisin U saamiseksi ensimmaéinen rivi (j = 1) liséttiin toiseen riviin
(i = 2), joten matriisin L alkio l5; = —1. Samoin ensimmaéinen rivi (j = 1) lisdttiin

kolmanteen riviin (¢ = 3) kerrottuna luvulla -1, joten alkio I3 = 1. Koska toista
rivid ei lisdtty kolmanteen riviin, alkio l3; = 0.

1 00 -1 1 -1 -1 1 -1
LU= -110 0 2 0]=(1 1 1]=A
1 01 0 0 3 -1 1 2

Lause 3.7. Jos A = LU on neliématriisi, niin

det(A) = det(LU) = det(L) det(U) = det(U) = ug1ugz -« - - Upp.

Todistus. Determinantin perusominaisuuksien (kohta 4) mukaan hajotelman deter-
minantti on sama kuin tekijoiden determinanttien tulo eli det(LU) = det(L) det(U).
Maaritelman 2.10 mukaan matriisin L determinantti on diagonaalin alkioiden tulo,
joka siis on 1. Nain ollen matriisin A determinantti on sama kuin matriisin U deter-
minantti, joka on myos diagonaalin alkioiden tulo. Siispa det(A) = ujjugy « -+ Upy. O
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3.4 Spektraalihajotelma ja -esitys

Spektraalihajotelmassa matriisi hajotetaan kanoniseen muotoon, missa matriisi esi-
tetddn ominaisarvojen ja ominaisvektoreiden avulla. Téstd hajotelmasta kiytetadn
my0s nimitysta ominaisarvohajotelma. Vain diagonalisoituvilla matriiseilla on spekt-
raalihajotelma.

Maaritelma 3.8. Matriiseja Ei, Es, ..., E),, sanotaan ortogonaalisesti idempoten-
teiksi, jos matriisit Iy, B, ..., B, ovat idempotentteja ja E,E; = 0, kun @ # j
(1,7 = 1,...,m). Liséksi jos E; + ... + E,,, = I, niin sanotaan, etti {Ey, Es, ..., B, }
on tdayst joukko ortogonaalisia idempotentteja.

Esimerkki 3.9. Olkoot matriisit F, ..., E,, ortogonaalisia idempotentteja.

1. Osoitetaan, ettd jos {Fi, ..., F\,} on téysi joukko ortogonaalisia idempotent-
teja, niin silloin myés {PE; P!, ..., PE,,P7'} on tiysi joukko ortogonaalisia
idempotentteja, kun P on sddnnéllinen matriisi.

Matriisit PE,P~!, ..., PE,,P~! ovat idempotentteja, sills
(PE;P 1) = (PE;P Y (PE;P') = PE;E;P"' = PE;P".
Edelleen matriisit ovat ortogonaalisesti idempotentteja, silla
(PE,P Y (PE;P")= PE,E;P"' =0.

Lisiksi {PE, P71, ..., PE,,P~'} on tiysi joukko ortogonaalisia idempotentteja,
silla

PE P 4+ .. +PE,P'=P(E,+..+E)P'=PP ' =1

2. Samoin matriisit Eq, ..., F,,, muodostavat tdyden joukko ortogonaalisia idem-
potentteja, misséd matriisi Ey, = (e;;) € M,(R) on se matriisi, jon-
ka alkio eg; on yksi ja muut alkiot ovat nollia. Eli esimerkiksi Fy; =
diag(1,0,...,0), Es = diag(0, 1,0, ...,0) ja E,, = diag(0, ...,0,1). Osoitetaan,
ettd {F11, Ea, ..., En,} on téysi joukko ortogonaalisia idempotetteja. Matrii-
sit Fqq, ..., B, ovat ortogonaalisia idempotentteja, silla

Liséksi {F11, ..., En, } on téysi joukko ortogonaalisia idempotentteja, silld

Enw+...+E, =1

Maééritelmé 3.10. (i) Matriisin A spektraalihajotelma on A = Y7 | N, E;, missi
A1, ..., As Ovat matriisin A erisuuret ominaisarvot ja { £, ..., £, } on tédysi joukko
ortogonaalisia idempotentteja.

(ii) Matriisin A spektraaliesitys on A =Y " | N\;E;, missd Ay, ..., A, ovat matriisin
A ominaisarvot ja {E1, ..., Es} on téysi joukko ortogonaalisia idempotentteja.
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Huomautus 3.11. Spektraaliesityksestd saadaan spektraalihajotelma, kun yhdiste-
tadn yhtéd suuret ominaisarvot.

Lause 3.12. Jos A € M, (R), seuraavat ehdot ovat ekvivalentit:
(i) matriisi A on diagonalisoituva,
(11) matriisilla A on spektraaliesitys ja

(111) matriisilla A on spektraalihajotelma.

Todistus. Osoitetaan, ettd diagonalisoituvalla matriisilla on spektraaliesitys. Kos-
ka matriisi A on diagonalisoituva, se on similaarinen diagonaalimatriisin kanssa eli
A = PDP~! missi P on matriisin A ominaisvektoreista muodostuva saannolli-
nen matriisi. Matriisi D = diag(\y, ..., \,) = M E1q + ... + A\ Eyp, missd \; ovat
matriisin A ominaisarvot ja matriisit {F1q, ..., En, } ovat esimerkin 3.9 téysi joukko
ortogonaalisia idempotentteja.

Néin ollen

A=PME; + ...+ \Ep,) P!
- )\1PE11P71 + ...+ )\nEwnnpi1
- >\1E1 + ...+ )\nEna

kun F; = PE;P~!. Koska matriisit F;; muodostavat tiyden joukon ortogonaali-
sia idempotentteja, niin samoin muodostavast matriisit F;. Néin saatiin matriisin
A spektraaliesitys.

Huomautuksen 3.11 mukaan spektraaliesityksestd saadaan spektraalihajotelma
yhdistamalld yhtd suuret ominaisarvot, jolloin

A=ME, + ...+ \E,,

missé Aq, ..., Ay ovat matriisin A erisuuret ominaisarvot.

Vield olisi nédytettavd, ettd jos matriisilla A on spektraalihajotelma, niin silloin
se on diagonalisoituva. Tama ei kuitenkaan jatkon kannalta ole erityisen mielenkiin-
toinen. Sen vuoksi todistus sivuutetaan téssé esityksessd, mutta se on luettavissa
esimerkiksi luentomonisteesta [2]. O

Seuraavaksi kilyddan lapi esimerkki spektraalihajotelman ja -esityksen muodos-
tamisesta.

Esimerkki 3.13. Muodosta spektraalihajotelma matriisille
110
A=11 2 1
011

Lasketaan matriisin A maaritelman 2.26 mukaiset ominaisarvot:

1—x 1 0
det(A—A)=| 1 2-Xx 1
0 11—

=N 4+4\ =31 =0
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Néin ollen matriisilla A on kolme ominaisarvoa: Ay =0, Ay = 1 ja A3 = 3.

Etsitddn ominaisarvolle A; = 0 ominaisvektori z; ratkaisemalla yhtdlo (A —
)\1 I)fl == GZ
1 10 x 0
1 21 yl=10],
011 z 0

josta saadaan yhtaloryhmé

r+y=0
r+2y+2=0
y+z=0,
jolloin # = z = —y ja eréis ominaisvektori z; = (1, —1,1). Samoin etsitdén ominais-

vektorit ominaisarvoille Ao = 1 ja A3 = 3: Zo = (1,0, —1) ja z3 = (1,2, 1).
Matriisin A diagonalisointia varten muodostetaan ominaisvektoreista matriisi

11
P=(@ |7 |75)=|-1 0
1 -1

—_ N =

Kaytetdan esimerkissd 2.9 matriisille P etsittyd kiddnteismatriisia

11 1
-1 %321
P=§O—§
1 1 1
6 3 6
Koska
110 1 1 1\ /0 00\ /5 —5 3
A=|1 2 1|=[-1 0 2ff(o10||; 0O —3|=PDP,
011 1 —-11/\0 03/ \s & &

niin matriisi A on similaarinen diagonaalimatriisin kanssa ja matriisi A on diagona-
lisoituva.
Spektraalihajotelma

A= P\ Ey + AoFEa + A\3E33) P!

111 100 000 000 %—%
=(-1 0 2]{0-{00O0)+1-10 1 0+3-[{0 00 ;5 0
1 -1 1 000 000 001 : 3
1 g _1 111
; ’ t 39
=1-{0 0 0 |4+3-[35 35 5| =ME+X E+ \sE;s
19 1 11 1
2 2 6 3 6

Téssé esimerkissd spektraalihajotelma ja -esitys ovat samat, silli matriisin A
kaikki ominaisarvot ovat erisuuria.

23

N[ =

D=

D=



Spektraaliesitykset helpottavat matriiseilla laskemista. Etenkin matriisin potens-
sin laskeminen on tehokkaampaa. Nimittain

AY = SONE) =S NE = NiBy 4+ B,
i=1 i1

koska {E1, ..., E,} on ortogonaalinen joukko idempotentteja matriiseja seki E? = [
ja B;E; = 0 kaikilla ¢ # j.

Esimerkki 3.14. Laske edellisen esimerkin matriisille A'%°. Edellisessé esimerkissi
muodostimme matriisille A spektraalihajotelman

L9 _1 111
; ’ § 3 9
A=1-10 0 0 |+3-135 5 3]-
19 1 i1 3
2 2 6 3 6
Nyt
L _1 111
2 2 6 3 6
A =110 0 0 |+3-(35 5 3
19 1 I O
2 2 6 3 6
L g _1 111
:1100_ (2) 0 02 +3100 i % i
1 1 i1
2 2 6 3 6
343100 399 —3+31%
— 3%9 2_399 3%9
—3+31% 999 343100
6 6

3.5 Singulaariarvohajotelma

Tassé luvussa perehdytéaén jélleen yhteen matriisihajotelmaan, joka antaa arvokasta
tietoa matriisista. Yksinkertaisuuden vuoksi pysymme edelleen matriiseissa, joiden
alkiot ovat reaalilukuja. Kappaleen 3.2 QR-hajotelmassa ndimme, ettd kerrottaessa
matriisi toiselta puolelta ortogonaalisella matriisilla, saadaan yldkolmiomatriisi. Jos
toiselta puolelta kertomalla saadaan tuotettua yldkolmiomatriisi, miten yksinkertai-
nen matriisi saadaan, jos kerrotaan matriisi myos toiselta puolelta mahdollisesti eri-
laisella ortogonaalisella matriisilla? Vastaus kysymykseen on, ettd ndin muodostuu
samaan aikaan seké yldkolmiomatriisi ettd alakolmiomatriisi, eli diagonaalimatriisi.
Kyseinen hajotelma on singulaariarvohajotelma, josta kiytetddn myos lyhennetta
SVD (singular value decomposition).

Maéritelma 3.15. Matriisin A € M,,,«,(R) singulaariarvoja ovat

g; = \/ )\,L (221,,l€),
missi k = r(A) ja A1, ..., \x ovat matriisin AT A positiiviset ominaisarvot.

Matriisien AT A ja AAT ominaisarvot kertalukuineen ovat samat ja niitd on siis
r(A) = k kappaletta. Lisiiksi matriisit AT A ja AAT ovat diagonalisoituvia. Nédiden
tulosten todistukset 10ytyvét esimerkiksi lihteesté [2].
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Lause 3.16. Matriisin AAT ominaisarvoon X\ kuuluva ominaisvektori on
1

VA

missd vektori v; on matriisin AT A ominaisarvoon A kuuluva ominaisvektori.

U; A'l_)l (i:17...78>,

Todistus. Olkoon matriisin AT A positiivinen ominaisarvo A ja siihen kuuluvien omi-
naisvektorien ortogonaalinen joukko {1, ...,7:} (C R™). Merkitain

1

VA

Vektorit u; ovat matriisin AAT ominaisarvoon A\ kuuluvia ominaisvektoreita, sillé

AATq, = %AATA@ = %A(A@i) = %A@i = VAAD; = \ii;.

U

Av (ERM) (i=1,...s).

Lause 3.17. Matriisin A € M, xn(R) singulaariarvohajotelma on
A=UxVT,

missi U € Mpu(R) ja Ve My(R) ovat ortogonaalisia matriiseja, seki D =
diag(oy, -+ ,0k) ja matriisi

D 0
Y= (O 0) S men(R>a

kun matriisin A singulaariarvot ovat o1 = -+ = 0.

Huomaa, ettd matriisin > nollamatriisit valitaan niin, ettd matriisi on kokoa
m X n, kun matriisi D on aina neliomatriisi. Myos matriisit U ja V' ovat siis nelio-
matriiseja. Katso lauseen todistus viitteesta [2].

Singulaariarvohajotelma muodostetaan seuraavin vaihein:

1. Muodosta matriisit AT A ja AAT.
2. Laske matriisin A7 A ominaisarvot \j, ..., \,, ja numeroi ne seuraavasti
M2 2N>0ja Mg =---=X,=0.
Lisdksi laske matriisin A singulaariarvot oy, ..., 0y, missi o; = v/\;.

3. Etsi matriisin A7 A ominaisvektorit o; kullekin ominaisarvolle ); (i = 1,...,n).
Muodosta vektoreista ortonormaalikanta {1, ..., 0, }.

4. Laske matriisin AAT ominaisarvot ja etsi matriisin AAT ominaisvektorit ;

kullekin ominaisarvolle \; (i = 1,..., k), kun
1 1

Muodosta vektoreista ortonormaalikanta {, ..., uy }.
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5. Taydenné ortonormaalikanta {u, ..., 4} koko avaruuden R™ ortonormaaliksi
kannaksi {1, ..., u,} etsimélla ominaisvektorit @;, kun i = k+ 1,...,n.

6. Muodosta matriisit U = (|- - - | @m) € Mp(R), V = (01] -+ | Un) € M,(R)
ja ¥ = (ZO) 8) € Myxn(R), missi D = diag(oy, ..., o). Lisiksi muodosta

matriisista V' matriisi V7.

Esimerkki 3.18. Muodosta singulaariarvohajotelma matriisille

Muodostetaan aluksi matriisit A7 A ja AAT | kun

r (20 0,
A‘(o 1—1)'

-2 0 4
AAT = 0 1 =20 03 _ 0
0 1 -1 0

Lasketaan matriisin AT A ominaisarvot ratkaisemalla karakteristisen polynomin
nollakohdat:

det(ATA—XI) =X —61+8=0

Yhtalon ratkaisuna saadaan ominaisarvot A\; = 4 ja Ay = 2, jolloin singulaariarvot
ovat 01:\/1:2ja02:\/§.

Kun lasketaan matriisin A7 A ominaisarvoille A\; = 4 ja Ay = 2 ominaisvektorit,
kuten esimerkissé 2.29, saadaan

'l_]l = (17 O)T ja
’172 == (0, —1)T

Huomaa, ettd ominaisvektoreiden tulee olla ortonormaaleja, eli niiden pituuksien
tulee olla yksi ja ne ovat keskendén ortogonaalisia.

Lasketaan matriisin AAT ominaisarvot ratkaisemalla karakteristisen polynomin
nollakohdat:

det(AAT — A1) = - X3 +6X2 =8\ =0
Yhtélon ratkaisuna saadaan ominaisarvot \j =, \j = 2 ja A\j = 0.

!
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Muodostetaan vektorit u; = U%_A@-

0
(7 1)) (3
? \/5 0 -1 —1 f
V2

Téydennetdén vektoreiden u; kanta etsimélld ominaisarvolle \; = 0 ortonormaali
ominaisvektori, joka on s = \%(O, 1L, 1)7T.
Nain ollen saadaan matriisit

-1 0 0
11 .
U=120 TV |da
0 %
r (1 0
v _(O 0.
Liséiksi D = diag(2,v/2), joten
2 0
Y=10 V2
0 0
Tarkistamalla huomataan, etta todella
-1 0 0 2 0 10 -2 0
usvi =10 —% 5|0 v2 (O _1): 0 1 |=A.
0 - =/ \0 0 0 -1
V2 V2

3.5.1 Yleistetty kiddnteismatriisi

Singulaarisella matriisilla ei ole kidnteismatriisia, mutta kdanteismatriisin késite voi-
daan yleistda yleistetyksi kdadnteismatriisikst, joka voidaan madrittaéd kaikille mat-
riiseille.

Maaritelma 3.19. Matriisin A € M, «,(R) yleistetty kddnteismatriisi AT €
Mm(R) on se yksikésitteinen matriisi X € M, (R), joka toteuttaa seuraavat
ehdot:

1. (AX)T = AX, 2. (XA)T = XA,

3. AXA = A, 4 XAX = X.

Néiden tulosten todistukset 16ytyvét esimerkiksi ldhteesté [2].

Lause 3.20. Jos matriisin A singulaariarvohajotelma on A = UXVT, missd
D 0
== (0 1)
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nain yleistetty kdcdnteismatriisi At = VXYUT, missd

D1t 0
+_
S _(O O).

Todistus. Osoitetaan, ettd madritelmén 3.19 ehdot toteutuvat, kun matriisin A =
UXVT yleistetty kilinteismatriisi A* = VX+UT,

Koska matriisit U ja V ovat ortogonaalisia, matriisi UTU = I = UU” ja
VIV =1 = VVT. Koska mééritelmén 3.19 ehdot toteutuvat eli (XX+)T = 2XF
(T =%t8, IRTY =Y ja UTEXT = 3T niin ¥ on matriisin ¥ yleistetty
kadnteismatriisi.

Néytetddn seuraavaksi, ettd maaritelman 3.19 ehdot ovat voimassa matriisille

At =VytuT:

1. (AAD)T = (USVT)(VEHUT))T = (USSTUT)T = USS+UT
= (USVT)(VSHUT) = AA*

2. (A*A)T = (VSHUT)(USVT)T = (VErSVT)T = ys+syT
= (VSHUT)USVT) = AT A

3. AATA = UV (VETUDUZVT) = USESTSVT = USVT = A

4. ATAAT = (VETUD)(USVT)(VETUT) = VETESTUT = VETUT = AT

Ehdot toteutuvat, joten matriisi AT = VXTUT on matriisin A = UXVT yleis-
tetty kdanteismatriisi. O]

Huomaa, etti, AT ja ©T ovat kooltaan samat kuin matriisi AT ja ettd D~! =
diag(oy !, ..., 00 1).

Esimerkki 3.21. Muodostetaan lauseen 3.20 mukainen yleistetty kdanteismatriisi
AT edellisen esimerkin matriisille

-2 0
A=(0 1

0 -1
At =vetu”

-1 0 0
_<10)(§00)0_LL_—§00
—\o -1)\0 = 0 vl =g L -1

vz 0 7% 7 P

3.6 Polaarihajotelma

Neliomatriisi A voidaan hajottaa matriisituloksi HW, missd W on unitaarinen mat-
riisi ja matriisi H on positiivisesti semidefiniitti. Molemmat matriisit ovat neliémat-
riiseja ja saman kokoisia keskendén. Téllaista hajotelmaa kutsutaan polaarihajotel-
maksi.

Tahan asti matriisihajotelmat on rajattu vain reaalisiin matriiseihin, mutta po-
laarihajotelmassa kompleksiluvuilla on oleellinen rooli, joten perehdytdidn komplek-
silukuihin seuraavaksi.
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3.6.1 Kompleksiluvut

Tama luku pohjautuu Weissteinin julkaisuun Complex Number 7] ja Kivelan jul-
kaisuun Kompleksiluvut [1]. Lukualueen laajenemisen luonnollisista luvuista koko-
naislukujen ja rationaalilukujen kautta reaalilukuihin oletetaan johtuvan tarpeesta
loytaa ratkaisu yha uusille yhtalotyypeille. My6s kompleksiluvut ovat syntyneet ha-
lusta 16ytid yhtilolle 22 + 1 = 0 ratkaisu, jota ei 16ydy reaalilukujen joukosta.

Suoraviivainen ratkaisu ongelmaan on ottaa kiyttoon uusi ns. luku 4, jolla on
ominaisuus i = —1, jolloin yhtélolle 22 + 1 = 0 saadaan kaksi ratkaisua, i ja —i.
Tama ratkaisu jattaa kuitenkin avoimeksi, miké ¢ oikeastaan on.

Kompleksilukujen maérittelyssé otetaan lahtokohdaksi zy-taso
R*=RxR={(z,y) | z,y € R},

jota aletaan kutsua kompleksitasoksi tai kompleksilukujoukoksi ja sille kiytetaan
symbolia C. Kutsutaan joukon alkioita, z = (x,y), kompleksiluvuiksi.

Maaritelma 3.22. Joukon C alkioille mééritelladn yhteenlasku ja kertolasku seu-
raavasti:

21+ 20 = (1, 11) + (2, y2) = (x1 + X2, Y1+ Y2) ja
Z1%29 = ($1,y1)'(1b,y2):: ($1$2'—'y1y2, x1y2-+;x2y1)

Alkiot (z1,y1) ja (w9,y2) ovat yhtdsuuria joukossa R?, jos ja vain jos z1 = w3
ja y1 = yo. Néin ollen kompleksiluvuilla voidaan laskea samoilla laskusdénnoilla
kuin reaaliluvuilla. On olemassa kompleksiluvut nolla (0,0) ja ykkonen (1,0), jotka
kiyttaytyvit kuten reaaliluvut 0 ja 1. Erityisasemassa on kompleksiluku (0,1), jo-
ka nimetaén tmaginaariyksikoksi ja merkitdan sitd symbolilla ¢. Kertolaskusaannon
mukaan imaginaariyksikon tulo itsensi kanssa on (-1,0), jolloin 7% = —1.

Yhdistetdén reaalilukujoukko R ja kompleksitaso C samaistamalla x € R ja
(x,0) € C, jolloin x = (z,0). Yhteenlasku- ja kertolaskusééntojen mukaan

z=(z,y) = (2,0) + (0,y) = (,0) + (0,1)(y,0) = = + yi.
Maaritelma 3.23. Kompleksiluku z on muotoa
z =z + Yy,
jossa on reaaliosa Re z = x ja imaginaariosa Im z = y.
Maaritelma 3.24. Kompleksiluvun z kompleksikonjugaatti on
Z=x—yi.
Maaritelma 3.25. Jokaisella kompleksiluvulla z = = 4 y¢ on polaarimuoto
z=rcosf +irsing = r(cosf +isinf) = re?,

misséd r = |z| ja € on napakulma (Kuva 1).

29



Imz

r(cos @+ Jsin 6)

{ rsin @

‘ L

T
Rez

Kuva 1: Kompleksiluvun z polaariesitys.

Jos sovelletaan kompleksilukujen polaarimuotoa 1 x 1-matriisiin, e? olisi orto-
normaali matriisi ja r > 0 olisi positiivisesti semidefiniitti matriisi. Kun laajenne-
taan tatéd ajatusta n X n-matriisiin, saadaan unitaarinen matriisi W ja positiivisesti
semidefiniitti matriisi H, jolloin polaarihajotelma A = HW.

Kompleksisilla matriiseilla on joitakin ominaisuuksia, joita reaalisilla matriiseilla
ei ole. Seuraavaksi kiiyddan ldpi muutamia naisté.

Maéritelmd 3.26. Matrisiin A = (a;;) € Myxn(C) adjungoitu matriisi on A* =

AT = (aj;) € Myym(C). Lisiiksi jos A* = A | matriisi A on itseadjungoitunut.
Liséksi (AB)* = B*A*.

Huomautus 3.27. Reaalisille matriiseille adjungoitu matriisi on sama kuin matriisin

transpoosi eli A* = AT,

Maaritelma 3.28. Matriisi A € M« (R) on unitaarinen, jos sen pystyrivit muo-
dostavat ortonormaalin joukon eli A*A = [. Té&lléin my6s vaakarivit muodostavat
ortonormaalin joukon, silld ehdot A*A = I ja AA* = I ovat yhtapitéavét.

Huomautus 3.29. Reaalisille matriiseille unitaarisuus ja ortogonaalisuus ovat ekvi-
valentit.

Matriisin polaarihajotelma saadaan singulaariarvohajotelmasta seuraavasti.

Lause 3.30. Jos matriisin singulaariarvohajotelma A = UXV™, matriisin polaari-

hajotelma A = HW , missa H = UXU* ja W =UV™*.

Todistus. Osoitetaan, ettd H = UXU™ on positiivisesti semidefiniitti. Koska H* =
(UXU*)* = UX*U* = UXU* = H, niin matriisi H on itseadjungoitu, ja liséksi
matriisien H ja ¥ ominaisarvot ovat samat (> 0) lauseen 2.26 mukaan, joten mat-
riisi H on positiivisesti semidefiniitti. Osoitetaan vield, ettd matriisi W = UV™* on
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unitaarinen. Koska WW* = (UV*)(UV*)* = UV*VU* = I, niin matriisi W on

unitaarinen. ]

Polaarihajotelma voi my6s olla muotoa A = UXV* = (UV*)(UXU*), jolloin
UV = W' ja UXU* = H', eli A = W/H’, missd matriisi W’ on unitaarinen ja
matriisi H' on positiivisesti semidefiniitti. Talloin W # W' ja H # H’', vaikka
matriisi A on sama.

Esimerkki 3.31. Muodostetaan matriisille
11
1= (2 2)
polaarihajotelma, kun matriisin singulaariarvohajotelma on
1 — 1
A—pmys— L (1 =2y (vi0 0y L (1 1Y)
Vi \2 1 0 0)v2\1 —1
Muodostetaan ensin matriisit H ja W:
sy~ L (1 2\ (V0 0 1 (1 2:\/212
Vi\2 1 0 0/5\-21 5\2 4

v GG )
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