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Tyon tavoitteena oli selvittdd, mitkd ehdot jaksolliselle funktiolle f : R — R tay-
tyy asettaa, jotta funktion f Fourier’'n sarja suppenee kohti alkuperéistd funktiota.
Osoittautuu, ettd pisteittdisen suppenemisen tutkiminen antaa suppean kuvan siité,
millaisia funktioita Fourier'n sarjoilla voidaan mielekkéasti approksimoida. Esimer-
kiksi funktion jatkuvuus ei takaa Fourier’n sarjan pisteittiistd suppenemista, miké

osoitetaan tutkielman viimeisessa luvussa.

Lebesguen integaalin avulla saadaan ilmaistua huomattavasti yleisempi suppene-
misen muoto. Nain saadaan mielekés suppenemisehto kaikille jaksollisille Lebesguen
nelidintegroituville funktioille. Tama ldhestymistapa yhdistéa erilaisia Fourier'n sar-
joja koskevia tuloksia yhtendiseksi teoriaksi, missé euklidisesta avaruudesta tutut

kisitteet yleistyvit funktioiden joukkoon.

Koska sini- ja kosinifunktiot ovat darettomaésti derivoituvia, saadaan Fourier’n sarjo-
jen avulla muodostettua hyvin kiyttaytyva approksimaatio jopa epéajatkuville funk-
tioille. Tama on selva etu esimerkiksi Taylorin polynomeihin verrattuna, minka muo-

dostaminen asettaa funktiolle tiukemmat sileysehdot.

Tutkielman paéatulokset ovat Fourier’'n sarjojen pisteittiista suppenemista koskevat
Lauseet 5.8 ja 5.9, tasaista suppenemista késitteleva Lause 7.4 seké neliGintegroitu-

vien funktioiden approksimointia koskeva Lause 8.17.

Asiasanat: Fourier'n sarja, jaksolliset funktiot, approksimaatio
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1 Alkusanat

Tutkielmassa késitellaan Fourier’n sarjoja, sarjojen suppenemista seké Fourier'n sar-
jojen L2-teoriaa. Funktion f Fourier'n sarjalla tarkoitetaan sini- ja kosinifunktioiden

aaretonta summaa

1 (e.@)
Y + n ( )"f‘bn' ( ) )
2@0 ;(CL Ccos({nx Sin TLZE)

missa reaaliluvut ag, a, ja b, ovat funktiolle f ominaiset Fourier'n kertoimet.

Koska trigonometriset funktiot ovat jaksollisia, keskitytdédn tyossa tarkaste-
lemaan esimerkiksi suppenemisehtoja joko yhden jakson aikana tai jaksollisten
funktioiden tapauksessa. Laskujen yksinkertaistamiseksi on tarkasteluvaliksi valittu
[—7, 7]. Muuttujanvaihdoksella tutkielman tulokset voidaan kuitenkin yleistdd myos
erilaisille suljetuille véleille.

Tyossa kiytetiddn esitietona Eulerin kaavaa e = cos(z) + isin(z). Tamé ei ole
valttdaméatonta, mutta nédin saastytaan lukuisten trigonometristen identiteettien joh-
tamiselta ja integroiminen helpottuu. Lisiksi L3-teoria perustuu Lebesgue-mitallisiin
funktioihin ja Lebesguen integraaliin, joiden mééritelmié ja perusteita ei tassa tut-
kielmassa esitelld. Naihin aiheisiin voi tutustua tarkemmin esimerkiksi perehtymalld
Ilkka Holopaisen luentomonisteeseen Mitta ja integraali [1]. Tutkielman padldhteend

on kdytetty Peter Durenin kirjaa Introduction to Classical Analysis |2].



2 Johdanto

Osoittautuu, ettd laaja joukko jaksollisia funktioita voidaan esittdd mielekkadsti
Fourier'n sarjana. Téllaisia funktiota voidaan luonnollisesti approksimoida Fourier'n

sarjan osasummien s, avulla

sp(z) = %ao + zi: (akcos(k’x) + bksin(k‘x)>.

Tutkielmassa kasitelladn kolmea erilaista suppenemisen muotoa Fourier'n sarjoil-
le. Luvussa 5 tutkitaan sarjan pisteittdistd suppenemista. Luku 7 késittelee sarjan
tasaista suppenemista ja luku 8 Fourier'n sarjojen L2-teoriaa, missi sarjan sup-
penemista kasitellddn perustavanlaatuisesti erilaisella tavalla kuin pisteittdisen ja
tasaisen suppenemisen tapauksessa.

Oletetaan, ettd haluamme selvittda funktion f : R — R Fourier'n sarjan. Miten
funktion f Fourier'n kertoimet ag, a, ja b, voidaan méarittda? Kertoimille saadaan

johdettua yleiset laskukaavat, kun seuraavat ehdot toteutuvat:

™

1. Funktio f on mitallinenja/ | f(2)] do < o0

—T

2. Funktion f Fourier'n sarja suppenee tasaisesti funktioon f joukossa [—, |

Ensimmainen ehto voidaan ilmaista sanomalla, ettd funktio f on Lebesgue-
integroituva valilla [—m, 7r]. Ensimmaéisen ehdon toteuttaa hyvin laaja joukko funk-
tioita. Luvussa 7 osoitetaan, ettd toisen ehdon toteuttaa esimerkiksi sellaiset funk-
tiot, joilla on jatkuva derivaattafunktio valilla [—m, 7.

Toista ehtoa hyodynnetdan vain Fourier'n kertoimien laskukaavojen johtamisek-
si. Myohemmin Fourier'n kertoimet maaritelladn laskukaavojen avulla. Néin paas-
tddn eroon vaatimuksesta, ettd funktion f Fourier'n sarjan pitéisi supeta tasaisesti
funktioon f joukossa [—m,7]. Seuraavaa aputulosta hyddynnetdén, kun johdetaan

Fourier'n kertoimien a,, a, ja b, laskukaavat.

Lemma 2.1. Olkoon A C R ja funktio g : A — R rajoitettu. Jos jono funktioita
fn : A — R suppenee tasaisesti joukossa A kohti funktiota f : A — R, niin funktio-
jono (frg) suppenee tasaisesti joukossa A kohti funktiota fg: A — R.

Todistus. Olkoon € > 0. Koska funktio g on rajoitettu, on olemassa sellainen positii-
vinen luku M € R, etta | g(x)’ < M kaikilla x € A. Tasaisen suppenemisen nojalla
on olemassa sellainen n,. € Ny, ettd kaikilla € A pétee arvio ‘ falz) = f (x)‘ < 3

kun n > n..



Olkoon n > n.. Silloin kaikilla x € A pétee arvio

[ul@)g(@) = F@)g(@)] < |g(a)] - [Fale) = ()] < M- — =

Siis funktiojono (f,,g) suppenee tasaisesti kohti funktiota fg: A — R joukossa A.
O

Johdetaan seuraavaksi laskukaavat Fourier'n kertoimille. Olkoon funktio
f: R — R Lebesgue-integroituva vélilld [—m, 7]. Oletetaan, ettd on olemassa niin
sanottu funktion f Fourier'n sarja

L +§:( (kz) + bysin(k ))
—a apcos(kx sin(kx
9 0 s k k ;

joka suppenee tasaisesti funktioon f joukossa [—, 7]. Tasaisen suppenemisen nojalla

voidaan integraali f:r f(z) dx laskea termeittéin

™ ™1 & T T
f(x) dz = / 500 dx + Z </ agcos(kz) dx +/ bisin(kx) dx).
Kun termit integroidaan, voidaan havaita ettd [7 apcos(kz) dz = 0 ja

ffﬂ bgsin(kz) dr = 0 kaikilla £ € N;. Tamén perusteella kertoimelle ag saadaan

kaava

7rf(x) dx:/7r %ao dx
aOZ%/ f(z) dx. (1)

Siis Fourier’'n sarjan termi %ao on funktion f integraalikeskiarvo véalilla [—7, w]. Ha-

lutessaan Fourier'n sarjan voi esittdd myos muodossa

co + i (ckcos(kx) + dksin(kx)>,
k=1

missé kerroin ¢y madritelladn suoraan integraalikeskiarvona

co = %/_ f(x) de.

Tassé tutkielmassa pitdydytadan kuitenkin méaérittelemaén Fourier’'n sarja siten, et-
ta kertoimen ag edessd on kerroin %, kahdesta syystd. Myohemmin havaitaan, ettéa
néin saadaan jokaiselle Fourier'n kertoimelle ag, a, ja b, seki myohemmin esiinty-
ville konvoluutiokaavoille miltei identtinen muotoilu. Toisekseen Fourier’'n sarja esi-
tetddn usein téssd muodossa kirjallisuudessa. Poikkeuksen muodostaa kompleksinen

Fourier'n sarja, mitd téassé tutkielmassa ei kasitella.



Vastaavalla menetelmélla 16ydetdan kaavat kertoimille a, ja b,. Olkoon
m,n € Ni. Lemman 2.1 perusteella s,,(x)cos(nz) suppenee tasaisesti kohti funk-
tion arvoa f(x)cos(nx) valilld [—m, 7|, missi s, on funktion f Fourier'n sarjan osa-
summa. Tasaisen suppenemisen nojalla myo6s integraali f:r f(x)cos(nz) dx voidaan

laskea termeittain

/7r f(z)cos(nzx) dx = /7r 1aocos(m:) dx + i /7r apcos(kx)cos(nz) dx
—r 2 k=1 YT

—T

+Z/ brsin(kx)cos(nzx) dz.
k=1Y"T

Edelleen [ Zagcos(nx) dz = 0 kaikilla n € Ny. Lisiiksi osoittautuu, ettéd yhtélon

oikealla puolella kaikki termit havidvat lukuun ottamatta termié
™
/ apcos(nz)cos(nz) dr = mway,.
-

Siis funktion f Fourier'n kertoimelle a, saadaan kaava

ap = %/W f(x)cos(nz) dx. (2)

Aihetta késitellidn enemmén luvussa 4, missé johdetaan seuraavat relaatiot
s
/ cos(nz)sin(mx) dx =0 kaikilla n,m |
-

/ cos(nz)cos(mzx) dr =0 kun n #m

—T

ja / sin(nx)sin(mx) dx =0 kun n # m.

—T

Vastaavasti kertoimelle b,, saataisiin kaava
1 [7 .
b, = —/ f(z)sin(nz) dz. (3)
™ —T

Madritelladn Fourier'n kertoimet laskukaavojen (1) — (3) avulla. Néin pédsemme
eroon oletuksesta, ettd funktion f Fourier'n sarjan pitéisi supeta tasaisesti kohti
funktiota f joukossa [—, 7] ja voimme tutkia erilaisia suppenemisen muotoja. Vaa-
dimme kuitenkin edelleen, ettd funktio f on Lebesgue-integroituva valilla [—m, 7].
Té&amé ehto takaa sen, ettd kertoimet ag, a, ja b, voidaan laskea kaavojen (1) — (3)

avulla.



Maaritelma 2.2. Olkoon funktio f : R — R Lebesgue-integroituva valill&

[—7, w]. Funktion f Fourier’'n sarja on sini- ja kosinifunktioiden &éretén summa

1 o0
Y + n ( )“'bn' ( ) ’
2@0 ;<a cos(nx S1n na:)

missé reaaliluvut ag, a, ja b, ovat funktiolle f ominaiset Fourier'n kertoimet.

Funktion f Fourier'n kertoimet méaritelladn seuraavasti:

= %/_7; f(x)cos(nz) dx, by, = %/_7; f(x)sin(nx) dr,
= %/_: f(z) dx

Funktion f integroituvuus takaa, ettd Fourier'n kertoimet ag, a,, ja b, voidaan

madrittdd ja funktiota vastaava Fourier'n sarja on olemassa. Jos Fourier'n sarjasta
ollaan kiinnostuneita vain valilla [—, 7], riittd4, ettd funktio f on mééritelty valilla
[—7, 7).

Siirrytéddn tarkastelemaan vektoriavaruuksien késitteita ja erityisesti sisdtuloa-
varuuksia. Fourier'n sarjoja on luonnollista késitelld funktioavaruudessa, missa sini-

ja kosinifunktiot muodostavat funktioavaruuden kantavektorit.

3 Sisatuloavaruuden kasitteita

Fourier'n sarjojen teoria perustuu trigonometristen funktioiden ortogonaalisuuteen.
Euklidisessa avaruudessa ortogonaalisuus vastaa vektorien kohtisuoruutta. Jotta voi-
simme yleistdd useat euklidisen avaruuden konseptit funktioavaruuksiin, méaritte-

lemme kasitteen sisatulo.

Maaritelma 3.1. Olkoon V vektoriavaruus ja f, g € V. Kuvaus
(f,g9) : VxV — Ronsisétulo vektoriavaruudessa V', jos se toteuttaa seuraavat
ehdot kaikilla f,g,h € V jaa € R:

(S1) (f,9) =g, f)

(52) (af,g) = a(f.g)

(S3) (f+g,h) = {fh) +(g,h)
(S4) (f.f)=0

(S5) (f,f)=0 < f=0.




Huomaa, etti ehdossa (S5) esiintyvi 0 on nollavektori avaruudessa V.
Todennékoisesti tuttavallisin sitdtulon ehdot tayttava kuvaus on euklidisessa ava-
ruudessa R”™ midritelty pistetulo. Esimerkiksi vektorien u, v € R3 viilinen pistetulo
(u,v) = uyv, + ugve + ugzvs toteuttaa ylla olevat ehdot (S1)—(S5). Pistetulon avul-
la voidaan mééritelléi esimerkiksi vektorin u € R? pituus |jul| = (u,u)2 ja tutkia
ovatko vektorit u,v € R? ortogonaaliset eli toteutuuko ehto (u,v) = 0. Euklidisessa
avaruudessa R" 10ytyy ortonormaalikanta {e, es, €3, ... ,e,}. Toisin sanoen kanta-
vektorit ovat kohtisuorassa toisiinsa ndhden ja jokaisen kantavektorin pituus on 1.

Pistetulon avulla jokainen vektori u € R"™ voidaan esittdd muodossa

n

u = Z(u, ex)Ek- (4)
k=1
Fourier'n sarjojen teorian kannalta tdrked vektoriavaruus on nelidintegroitu-
vien funktioiden avaruus L?*[—, 7. Vektoriavaruuteen L*[—, | kuuluvat Lebesgue-
mitalliset funktiot f, jotka toteuttavat ehdon

/ﬂ F(2)[2 dz < oo. (5)

—T

Mitalliset funktiot kattavat hyvin laajan joukon kuvauksia. Tutkielmassa késitel-
tavistd tuloksista useimmat voidaan todistaa vetoamatta funktion mitallisuuteen.
Kuitenkin tutkittaessa Fourier'n sarjan suppenemista L*[—m, 7| avaruudessa, tar-
vitsemme Lebesguen integraalia, miké edellyttdd funktion mitallisuuden.

Mééritellisin vektoriavaruuteen L?[—m, 7] sisitulo

(9= [ g dr ©)

Taman sisdtulon suhteen voidaan yleistda euklidisesta avaruudesta tutut kasitteet
myo6s funktioiden joukkoon. Sisétulo (6) toteuttaa ehdot (S1)—(S5). Tutkielmassa
osoitetaan, ettad trigonometriset funktiot muodostavat ortonormaalin kannan vekt-
roavaruudessa L*[—, 7| edelld mééritellyn sisétulon (6) suhteen. Téstd seuraa, etté
jokaiselle nelidintegroituvalle funktiolle saadaan yhtalon (4) mukainen kantaesitys
sisdtulon (6) avulla lausuttuna. Véitteen todistamiseksi tutkitaan nédin muodoste-
tun Fourier'n sarjan suppenemista sekéd pisteittdin ja tasaisesti, ettd méaritellyn
sisdtulon (6) indusoiman metriikan avulla. Esitelldén seuraavaksi kisitteet normi ja
metriikka.

Sisdtulo indusoi vektoriavaruuteen normin. Témaé késite muistuttaa pistetulon

avulla maéritettya vektorin pituutta.



Lause 3.2. Olkoon (f, g) sisdtulo vektoriavaruudessa V. Sisdtulo indusoi vek-
toriavaruuteen V normin ||-|| : V — R. Alkion f € V normi on || f|| = (f, f)2.

Normilla on seuraavat ominaisuudet kaikilla f,g € V ja a € R:

(NT) I =0

(N2) I1f+ gl < 171+ gl
(N3) lafll = lal - I £]
(N4) Ifl=0 < f=0.

Lauseen todistus sivuutetaan ja se 10ytyy lahteesta [3| sivuilta 15—17. Normi edelleen
indusoi vektoriavaruuteen V' metriikan ||f — g||, joka antaa keinon mitata alkioiden
f,g € V vilisti eroa. Vektoriavaruuteen L?|—m, | médrittelemémme sisitulo (6)

siis indusoi normin, miké edelleen indusoi vektoriavaruuteen metriikan

1 [ 2 \?
17 =all= (3 [ [70) - ) a) " )
Myéhemmin todistetaan, ettd funktion f € L?[—n, w] Fourier'n sarja suppenee kohti

funktiota f metriikan (7) suhteen eli

lim <l /Tr [f(z) - su()] dx)é — 0,

n—oo T —

missé s, (x) on funktion f Fourier'n sarjan osasumma pisteessi x. Kéytdnnossi taméa
tarkoittaa sitéd, ettd méarittelyjoukosta ei 10ydy vélid, jossa sarja ei suppene koh-
ti vastaavaa funktiota. Kuitenkin erillisia pisteitd, misséd Fourier'n sarja ei suppene
vastaavaan funktioon voi olla jopa numeroituvasti ddreton madra. Kun funktiojo-
no suppenee metriikan (7) suhteen, sanotaan suppenemisen tapahtuvan L?-normin
suhteen.

Jos funktiot f ja g ovat yhta suuret lukuun ottamatta nollamittaista joukkoa,
ovat funktiot yhté suuret melkein kaikkialla (m.k.). Tamé& relaatio jakaa funktiot
ekvivalenssiluokkiin avaruudessa L?[—m, 7|. Jos funktiot f ja g ovat yhtd suuret
melkein kaikkialla, niin || f — g|| = 0. Valitettavasti pisteittdinen suppeneminen mel-
kein kaikkialla ei tarkoita sité, ettd4 suppeneminen tapahtuisi metriikan (7) suhteen.
Vastaavasti suppenemisesta metriikan (7) suhteen ei valttdméatta seuraa pisteittéaista

suppenemista melkein kaikissa pisteissé.



4 Ortonormaali joukko ja funktion approksimointi

Laskutoimituksien helpottamiseksi hyodynnetédan Eulerin kaavaa
" = cos(z) + isin(z). (8)

Trigonometriset funktiot sin(nz) ja cos(nz) voidaan esittdd kompleksilukujen eks-

ponenttifunktion avulla
einz + e—in:c
cos(nx) = — (9)
einx _ e—inm
21

Tamé ei ole vilttdmétontd, mutta helpottaa esimerkiksi funktioiden integroimis-

(10)

sin(nz) =

ta. Muuttujaa vaihtamalla on argumentti (x) korvattu termilld (nx). Funktion

f(z) = e™® derivaatta ja integraalifunktio ovat
f/(ﬂf) — ine'nT ja /emz’ dor = —e™ 4 07
in

missd C' on integroimisvakio.
Esitellaén vektoriavaruden L?[—m, 7] kantavektorit. On térkedd huomata, ettd
L?-teoria perustuu juuri méériteltyyn sisituloon (6), eikil yleisesti Mééritelmin 3.1

ehdot tayttaviin kuvauksiin.

4.1 Ortonormaali joukko

Lause 4.1. Funktioiden joukko

1 . .
B = {E, cos(x), sin(x), cos(2x), sm(Qm),...} (11)

on ortonormaali joukko sisétulon (6) suhteen eli kaikilla f, g € B pétee

(fLo)=1 <= f=g ja (f,9)=0 < f#g

Todistus. Olkoon n,m € N;. Funktiot ovat ortogonaalisia, jos

1 /™1 1 /™1

— —=cos(nz) de =0 = — —=sin(nz) dx kaikilla n 12
= [ Jgeostna) = [ gsintna) (12)
1 ™

—/ cos(nz)sin(mx) dx =0 kaikilla n, m (13)
—/ s(nx)cos(mzx) de =0 kun n # m (14)
7r

1

—/ sin(nz)sin(mx) dv =0  kun n # m. (15)
T



Ortogonaalisuusehto (12) saadaan tavallisesti integroimalla. Osoitetaan kohta (13)
kiyttamalla trigonometristen funktioiden identiteettejd (9) ja (10).

Tarkastellaan ensin tapausta n # m

dx

1 ™ 1 T inT —inT mmx __ ,—imx
—/ cos(nzx)sin(mx) dr = —/ —— - =
s T 2 21

_ l /ﬂ— l <6i(n+m)x . ei(n—m)z + e—i(n—m)w . e—i(n—l—m)z) dr.
T ) 4

Integroitavat termit ovat muotoa ffﬂ e™** dx, missi k on nollasta poikkeava koko-

naisluku. Termeisté tulee arvoksi nolla, koska

/” ke g etkm _ g=ikm ~ 2sin(km) _o

ik -k

—T

Kun n = m saadaan integraali laskettua sijoituksella u = sin(nx)

1 /” cos(nz)sin(nz) dr = L(51112(7z7r) - sin2(—n7r)> = 0.

T 2m™n

—T

Kohdat (14) ja (15) saadaan laskettua vastaavalla tavalla. Funktioiden joukko on or-
tonormaali sisétulon (6) suhteen, koska funktiot ovat ortogonaalisia toisiinsa nahden

ja suoraan integroimalla havaitaan etta

1 [ 1 [
—/ cos’(nz) dr =1 ja —/ sin?(nz) dr = 1,

™ ™

—T —T

kun n € Ny seké vakiofunktiolle % pétee

()
O

Halutessaan sisétulon (6) voi méaéritelld ilman integraalin edessé esiintyvaa kerrointa

7! eli muodossa
()= | twygle) e

tai korvaamalla se jollain muulla kertoimella. Téméa kuitenkin vaikuttaa ortonor-
maalin joukon (11) kertoimiin. Tutkielmassa paddyttiin sithen, ettd kantavektoreiksi
halutaan funktiot sin(nz) ja cos(nz) ilman ylimaaraisid kertoimia. Tdmén seurauk-

sena paadyttiin méarittelemadn sisitulo (6) etumerkillda 7!, Tdmén seurauksena

1

ortonormaalin joukon (11) vakiofunktio on muotoa —.

9



4.2 Kantaesitys ja funktion approksimointi

Lauseen 4.1 ortonormaali joukko (11) muodostaa vektoriavaruuden L*[—m, 7] kan-
nan. Kantavektoreita on ddrettoméan monta, joten yhtéalon (4) mukaisesta kantaesi-
tyksesta tulee sarja, Fourier'n sarja. Fourier'n sarja saadaan maaritelméan 2.2 mu-

kaiseen muotoon, kun

g = @ o) =3 (5 [ s ar),

a, = (f(z),cos(nx)) = /f x)cos(nz) dz, (16)

b, = (f(z),sin(nx)) /f x)sin(nx)

Todistetaan, etta ndin muodostetun Fourier'n sarjan osasumma s, on paras mahdol-
linen approksimaatio funktiolle f € L?[—m, ] metriikan (7) suhteen trigonometris-
ten polynomien 7,,, joukosta, missd m € Nj ja m < n. Trigonometrisella polynomilla

T,, tarkoitetaan sini- ja kosinifunktioiden summaa

1

To(z) = S0+ ; (ckcos(kx) + dksin(kx)>. (17)

Lause 4.2. Olkoon f € L?*[—m, 7| ja s, funktion f Fourier'n sarjan osasumma.

Kaikilla trigonometrisilla polynomeilla 7}, missd m < n, pétee epayhtalo

Hf_SnH < Hf_TmH :

Todistus. Halutaan siis osoittaa, ettd trigonometrisista polynomeista 7,, missa

m < n, Fourier'n sarjan osasumma s,, minimoi integraalin

1 =Tl = (3 [ 10) = T’ dxf.

—Tr
Koska osa termeistd voidaan asettaa nollaksi, vaitteen osoittamiseksi riittaa tutkia

trigonometrisia polynomeja muotoa 7, ja minimoida integraali

™

/_Z[f(x) T(z) da:—/ f(z)? dx —2 _Wf() ()dx—i—/ T, (2)? dx.

Keskitytaan yhtalon oikealla puolella toiseen ja kolmanteen integraaliin. Sijoitta-
malla T}, saadaan termistéd [~ f(z)T,(z) dzx

_co/ f(z dx+ch f )Jcos(kx) da:—l—de/ f(x)sin(kx) dz

1
= §7Tcoa0 + Z TeRay + Z wdyby.
k=1
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Ortogonaalisuusehtojen (12) — (15) perusteella termista f:r T,(x)? dx jai jéljelle
12 [ 2 [T . 2
/7r (500) dx + ; /7r (ckcos(kz))” dx + ; /7T (dgsin(kz))” dx

1 n n
= §7rc(2) +7chz +7T2di.
k=1 k=1

Sijoittamalla lasketut integraalit takaisin alkuperdiseen yhtdl6on, saadaan lausek-

keen [ [f(z)— Tn(x)]2 dx arvoksi

™ n 1 n
/ f(z)? do — Tagcy — 27 Z (ckak + dkbk) + §7rcg + Z (ci + di) (18)
- k=1 k=1

Verrataan tulosta tapaukseen, jossa T}, = s, eli trigonometrinen polynomi on Fou-
rier'n sarjan osasumma. Tulos vastaa tilannetta, missd teemme sijoituksen ¢ = ay

ja co = ag sekil dj, = by,. Niin saadaan integraalin [" [ f(z) — sn(x)]2 dx arvoksi
™ n 1 n
/ f(z)? dov — Tal — 27TZ (af +b7) + §7TCL(2) + WZ (az +b7)
-7 k=1 k=1
™ 1 n
— / f(z)? do — 571‘(1(2) - WZ (af + 7). (19)
o k=1

Vertaamalla yhtaloitd (18) ja (19) saadaan

/” [f(z) = T(2)]” da — /7r [f(2) = $u(@)]? da

—Tr —Tr

1 1 -
= §7rc3 — Tapco + Eﬂag + Z (rap — 2mepar + e, + why, — 2wdiby, + wd;)
k=1
1 n
— sl — a0l + 7> ((ar = ) + (b = dw)?).

k=1
Jéljelld olevat termit ovat positiivia, joten kaikille trigonometrisille polynomeille 73,
patee
" 2 " 2
/ [f(2) = sp(a)]” do g/ [f(z) = T ()] da. (20)
Toisin sanoen funktion f Fourier'n sarjan osasumma s, on paras mahdollinen ap-
proksimaatio metriikan (7) suhteen trigonometristen polynomien 7;, joukosta. Aset-
tamalla ¢y = ag seké ¢, = ay ja dp = by kaikilla k < n ja ¢, = 0 = d,, havaitaan,
etta

/7r @)= Sn(x)]Z dr < /7r (@) - Sn—l(ﬂﬂ)]2 dzx.

—T —T
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Eli approksimaatio osasummilla s,, tarkentuu metriikan suhteen, kun n kasvaa. Téasta
seuraa myos, ettd osasumma s, on paras approksimaatio funktioiden 7, joukosta,

missa m € Ny jam < n. O

Yhtélon (19) perusteella saadaan myos osoitettua, ettd nelidintegroituvan funk-
tion Fourier'n kertoimet suppenevat arvoon 0. Tulosta hyodynnetddn esimerkiksi

pisteittaisen suppenemisen todistuksessa.

Lause 4.3. Jos f € L?*[—n, 7], niin funktion f Fourier'n kertoimien muodosta-

ma sarja

Sra > (o} +17)
k=1

suppenee ja kertoimille a; ja by pétee

ap — 0 ja by — 0, kun k — oo.

Todistus. Yhtalosta (19) saadaan arvio osasumman s, kertoimille
/W[f()—sn daz—/ f(z da:——ﬂao—ﬂz (az +b7)
<:>/ ) — sn(z )}Qda;+§7ra3—l—7r2(ai+bz):/ F(2)? do
k=1 -
— %ﬂag +7TZ (az + bi) < /W f(z)?
k=1 -

Summan termit ovat ei-negatiivia ja jokainen summa on ylha#ltd rajoitettu. Siis

funktion f € L?|—m, 7] Fourier'n sarjan kertoimille pétee epéyhtild

1 > ”
§7m(2) +7 Z (af +07) < / f(z)? da. (21)
k=1 -

Oikean puoleinen integraali on déreellinen funktioavaruuden L?[—7, 7] méaritelmén
perusteella. Siksi Fourier'n kertoimien muodostama sarja suppenee, minké seurauk-

sena kertoimille ay ja by patee

ap — 0 ja by — 0 ,kun k — oo.
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Mythemmin osoitetaan, ettd nelidintegroituvien funktioiden Fourier’n sarja suppe-

nee L?-normin suhteen kohti funktiota f, misté seuraa etti
™
/ [f(z) - sn(x)]2 dr — 0, kun n — oo.

Siis kohdan (21) epayhtélé voidaan korvata yhtdsuuruudella, kun funktio f kuuluu

avaruuteen L?[—m, 7].

5 Pisteittainen suppeneminen

Kasitellddn ensin Fourier'n sarjojen pisteittdistd suppenemista. Luku 5 perustuu
kirjan [Invitation to Classical analysis [2] lukuun 8.4. Madritelladn konvoluutio-

operaatio, jota kiytetddn muun muassa pisteittdisen suppenemisen todistamiseen.

Maaritelma 5.1. Konvoluutioksi kutsutaan funktioiden vélistd operaatiota
1 s
(G =7 [ o+t ar
Néin madritelty integraalimuunnos tuottaa uuden funktion (g * f) Maéritelman
5.1 taustalla on Lause 5.6, jonka perustella 2m-periodisen funktion f € L*[—m, 7]

Fourier'n sarjan osasumma s,, voidaan ilmaista konvoluutiona

Sn<I) = (Dn * f) (J}),

missd [),, on niin sanottu Dirichletin integroimisydin. M&aéaritelma 5.1 poikkeaa ta-

vanomaisesta konvoluution méaaritelmasta
o

(9% f)(x) = / g(t)f(x — 1) dt.

—o0
Molempien integraalimuunnosten idea on kuitenkin sama. Molemmissa tapauksissa
voidaan funktion ¢ paikalle sijoittaa sopivasti valittu tiheysfunktio. Silloin funktio
(g x f ) on ikdan kuin funktion f painotettu keskiarvo, joka approksimoi funktiota f
halutulla tavalla. Maaritelméssa 5.1 kerroin % normittaa tiheysfunktion D, eli Di-
richletin integroimisytimen, jota tutkielmassa sovelletaan. Nédin saadaan konvoluu-
tiolle ja sisdtulolle miltei identtinen muotoilu. Halutessaan kertoimen voi kuitenkin

sijoittaa suoraan integroimisytimeen.

Maaritelma 5.2. Dirichletin integroimisytimeksi D,, : R — R kutsutaan summaa

1 n
D, (z) = 5t Zcos(k’x).
k=1
Merkitdén Do(x) = 4. Dirichletin ydin on 2m—periodinen funktio eli

D, (z) = Dy(x 4 2m) kaikilla x € R. Koska kyseessé on kosinifunktioiden summa,
pétee yhtasuuruus D, (—x) = D, (z).

13



Kuvassa 1 on havainnollistettu Dirichletin ytimen kiyttaytymista valilla [—, 7).
Dirichletin ydin osoittautuu hyodylliseksi, kun késitellaan Fourier’'n sarjojen pisteit-
téistd suppenemista. Dirichletin ytimen ongelmaksi koituu kuitenkin se, ettd ydin

D,, saa negatiivisia arvoja kaikilla n € Nj.

AN AN \V/\V/\V/\V/\\J u/\\/I\V/\V/\V/

D5(L) Dm(a:)

Kuva 1: Dirichletin ytimien D; (vasemmalla) ja Dj, (oikealla) kuvaajat valilla

[—7, 7] eli yhden jakson aikana.

Lemma 5.3. Dirichletin ytimella on kaikilla n € Ny ominaisuudet

sin((n+%)x)
T oai LN k
D)= 2l KA 2
n—+ % , kunx =0
1 s
ja —/ D, (z) dx = 1. (23)
™ —T

Todistus. Kohta (23) saadaan todistettua tavallisesti integroimalla

1 (" 1M1 C
;/_WDn(a:) d:c:;/ﬂg—i-;cos(k’x) de = 1.

Kohta (22) on selvi, jos n = 0. Késitelladn tapaukset n > 1. Tapauksessa  # 0

voidaan todistaa kohdan (22) kanssa ekvivalentti véite
() Bl sl D)o
sin( —x sin( —x )cos(kz) = sin( (n+ =)z ).
2 — 2 2
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Hyodynnetéén kaavoja (9) ja (10). Summatermistéd saadaan

T —id

n 1 n el — e ig® eikx + e—ikm
SHEE RS -
; sin{ 5o cos(kx) Z( - 5 )

N

k=1
n o eilk+3)z _ pmilkth)r  gitk=3)z _ p—i(k—})z
& ( 2i N 2i )
= zn: [SiIl((k + l)ﬂv> — sin((k: — l)x)]
k=1 2 2

= sin((n + 1)x) — Sin<1x>
B 2 27/
Siirtamalld jalkimmainen termi yhtédlon vasemmalle puolelle ndhddén, ettd viite

pétee, kun z # 0. Tapauksessa x = 0 véite pétee, silla cos(0) = 1. ]

Konvoluution avulla voidaan Fourier’'n sarjojen suppenemista tutkia tarkastele-
malla integroimisytimen kiyttaytymistd. Koska Dirichletin ydin D,, saa negatiivisa
arvoja kaikilla n € Ny, ei chto (23) takaa sité, cttd integraali = [ |Dn($)‘ dx olisi

rajoitettu. Itse asiassa Dirichletin ytimelle D,, patee
tim [ |Dy(t)] dt = oo. (25)
n—=oo J_n
Tamaé koituu Dirichletin ytimen ongelmaksi ja tekee Fourier'n sarjojen suppenemi-
sen teoriasta vaikeaa. Edes 27-periodisen funktion f jatkuvuus ei riitd takaamaan
sitd, etta funktion f Fourier’'n sarja suppenisi pisteittédin kohti funktiota f, kuten lu-
vussa 9 osoitetaan. Saamme kuitenkin hyodyllisia tuloksia my6s Dirichletin ytimen
avulla, kun funktion f muutosnopeudelle asetetaan rajoituksia. Esitelldan tarvitta-
vat aputulokset, joita hyodynnetdan, kun tutkitaan Fourier’'n sarjojen pisteittaista

suppenemista.
Lemma 5.4. Kaikilla k, z,t € R patee yhtalo

cos(kx)cos(kt) + sin(kz)sin(kt) = cos (k(x—t))
Todistus. Ensimmaisestd termistéd saadaan yhtdlon (9) avulla

e’lkit + e—ik.l’ 6’Lk‘t + e—ik‘t

cos(kx)cos(kt) =

2 2
ik(xz+t) ik(x—t) —ik(z—t) —ik(z+t) 1 1
= re re re = —Cos (k:(x—i—t)) + —cos (k:(x—t))
4 2 2
Toisesta termistéd saadaan vastaavasti yhtélon (10) avulla
eikm - efikx eikt - ef'ikt
in(kx)sin(kt) = :
sin(kx)sin(kt) 5 5;
ik(z+t) _ ik(z—t) _ —ik(z—t) —ik(z+t) 1 1
- ‘ 46 T =~ 5cos (k(x+t)>+ 5¢0s (k(:r—t))
Termit summaamalla ndhdéaan, etta vaite péatee. O
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Lemma 5.5. Kaikilla n,z € R patee yhtalo

sin((n + %)x) = cos(%x) sin(nz) + Sin(%x) cos(nzx).

Lemma voidaan todistaa kaavoja (9) ja (10) hyddyntden ja termeja jérjestellen,

kuten vastaavat identiteetit. Todistus sivuutetaan.

Lause 5.6. Olkoon f : R — R jaksollinen funktio, siten ettd f(z) = f(z + 27)
kaikilla z € R ja f € L?[—7,«|. Silloin kaikilla x € R pitee

sn(®) = (Dy x f)(z) = %/_ﬂ D, (t)f(z+1) dt.

Siis funktion f Fourier’'n sarjan osasumma s, voidaan ilmaista konvoluutiona

(Dn*f)

Todistus. Kun Fourier'n kertoimet ilmaistaan sisdtulon avulla ja sovelletaan Lem-

maa 5.4, saadaan

Sp(x) = %ao + zi: (akcos(k’x) + bksin(kx)>
_ % /_ W % n i (cos(ka)cos(h) —|—sin(k;x)sin(kt))] () dt
_ % / % + Z(k:( - t))] f(t) dt = % / Dy(x — 1) f(t) dt

= — | Du®)f(x+1t) dt = (Do f)().

Toisiksi viimeinen yhtdsuuruus perustuu funktioiden D, ja f jaksollisuuteen seki
sithen, ettd Dirichletin ytimelle péatee D, (z) = D, (—x) kaikilla = € R. O

Lause 5.6 osoittautuu hyodylliseksi, kun tarkastellaan Fourier'n sarjojen pisteittaista
suppenemista. Jos halutaan osoittaa, ettd funktion f Fourier’n sarjan osasumma s,

suppenee kohti funktiota f, riittdé osoittaa, etta lauseke

(D * f)(z) = %/_ﬁ D,(t)f(x+1t) dt

suppenee kohti funktiota f kaikilla x € R. Nain kdy esimerkiksi 27-periodisen
Lipschitz-jatkuvan funktion tapauksessa. Viitteen todistamiseksi tarvitaan kuiten-

kin seuraava arvio, jota hyodynnetdan useammassa todistuksessa.
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Lemma 5.7. Kaikilla x € [—m, 7] pitee epayhtélo

() ()

Todistus. Symmetrian nojalla riittdd todistaa vaite valilla [0, 7).

Epéyhtél g(z) = zcos(x) — sin(z) < 0 on voimassa vililld (0, 7], koska g(0) = 0 ja

g'(z) = —asin(z) < 0 vililla (0, 5]. Madritellddn funktio h ja todistetaan epdyhtélo
_ sin(x)

2
h(z) = > 2 | kaikilla 2 € (0, 2. (26)
T T 2

Yhtésuuruus on voimassa paétepisteessd h(5) = % Havaitaan, etté

zcos(x) —sin(z)  g(x) o T
B (z) = . =" <0, kaikilla z € (0, 5]

Siis epéyhtélo (26) on voimassa, koska funktio i on laskeva annetulla vililla ja

yhtdsuurus on voimassa pisteessé 7. Alkuperdinen viite seuraa, silli ehdon (26)

perusteella kaikilla x € (0, 7| patee

et T
sm(—a:) >—>0
2 T

Y2 x\2
—> sin (—x) > (—)
2 s
ja pisteessd x = 0 on voimassa yhtdsuuruus. Joten viite pétee vélilla [0, 7] ja sym-

metrian nojalla my6s valilla [—m, 7). O

Edella esiteltyjen tyokalujen avulla voidaan todistaa ensimméinen lause koskien

Fourier'n sarjojen suppenemista.

Lause 5.8. Olkoon f : R — R jaksollinen funktio, siten ettid f(x) = f(z + 2)
kaikilla z € R. Jos funktio f on Lipschitz-jatkuva eli

|flz+1t)— f(z)| < Ct|, kaikilla z,t € R,

niin s,(x) — f(x) kaikilla x € R.

Todistus. Koska funktio f on jatkuva, se on mitallinen ja suljetulla valilla rajoi-
tettu. Tamin perusteella f kuuluu avaruuteen L*[—m, 7). Kun muistetaan, etté
1 [T D,(t) dt = 1, voidaan Lauseen 5.6 avulla erotus s,(z) — f(z) ilmaista muo-

dossa

o) = 50 = 1 [ Du0f(e+ 0 @ - @) (2 [ Do i)
_ %/_ D) flx 1) — f(a)]
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Ytimen arvolla pisteessd t = 0 ei ole vilid integroinnin kannalta. Siksi voimme
merkité integraalin kohdan (22) perusteella muodossa

1 /7r sin((n + 2)t)

=8 B wrer [ +6) = f@)] at (27)

™

Madritelladn apufunktio ¢, : [—m, 7] — R. Olkoon

F@H)—F@) o £ 0
pr(t) = 2Sin(%t) , Kun 7£
07 kun t = 0.

Funktion f Lipschitz-jatkuvuudesta seuraa, ettd funktio ¢, on jatkuva vahintaan
joukossa [—m, |\ 0. Siis funktio ¢, on mitallinen. Liséksi funktion f Lipschitz-ehdon
seurauksena saadaan rajoitettu arvio funktiolle ¢,

t —
fa+t)—f@)| ol _x,

|2sin($¢)] ~ 2[sin(3t)| T 2

|px(t)] =

Viimeinen epayhtéalo seuraa Lemmasta 5.7. Siis ¢, on mitallinen ja rajoitettu, mink&
seurauksena ¢, kuuluu avaruuteen L?[—m, 7).

Lemman 5.5 avulla saadaan integraalille (27) hy6dyllinen muotoilu

l/WﬂﬂﬁiQQV@+ﬂ—ﬂ@]ﬁ:l/w%@mqm+%mdt

T ), 2sin(31) T J)
1 ™

=— /_Z gpm(t)cos(%t)sin(nt) dt + % /_7r gpx(t)sin(%t> cos(nt) dt.

™

Funktiot cos<%t> ja sin<%t> ovat jatkuvia ja rajoitettuja funktioita, joten ylla
oleva yhtdlo vastaa nelidintegroituvien funktioiden @x(t)cosGt) kertoimen b, ja

cpx(t)sinet) kertoimen a, summaa. Lauseen 4.3 perusteella tieddmme, ettd ne-
lidintegroituvan funktion Fourier'n kertoimille pétee a,, — 0 ja b, — 0, kun n — oo,
joten yll& oleva integraali suppenee arvoon 0 kaikilla = € R eli s,(z) — f(z) — 0,

kun n — oo. ]

Lauseen 5.8 perusteella 27-periodisen Lipschitz-jatkuvan funktion f Fourier'n
sarja suppenee pisteittain kohti funktiota f kaikilla x € R. Tulos voidaan yleistaa
muuttujanvaihdoksella myos eri mittaisille jaksoille. Lipschitz-jatkuvia funktioita
ovat esimerkiksi derivoituvat funktiot, joiden derivaatta on rajoitettu koko jakson
aikana. Kyseessi ei ole yleisin suppenemisehto, mutta se kattaa suuren joukon funk-
tioita.

Fourier'n sarja pystyy approksimoimaan myos epajatkuvia funktioita. Talloin

sarja ei kuitenkaan suppene tarkalleen funktion f arvoon kaikissa pisteissd, vaan
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tietyin ehdoin vasemman- ja oikean puoleisen raja-arvon keskiarvoon. Merkitaan

toispuoleisia raja-arvoja seuraavasti

fla+) = lim fz+1) ja fla—) = lm f(z—1)

t—0t

Lause 5.9. Olkoon f : R — R jaksollinen funktio, siten ettéd f(z) = f(x + 2m)
kaikilla z € R ja f € L?[—m, x|. Jos 16ytyy sellaiset positiiviset vakio § ja C,

ettd funktiolle f pétee pisteessi xg
| flzo+1t) = f(zmot)| < Ct ja |f(zo—1t) — flzo—)| < Ct, kaikilla 0 < ¢ < 0,

niin s, (z) — %[f(:v0+) + f(mo—)}, kun n — oo.

Todistus. Lauseen 5.6 perusteella Fourier'n sarjan osasumma s, voidaan pisteessi

xo ilmaista konvoluutiona

su(wr) = 1 [ Do) fo 1 1) dt +%/ﬂ Do(6)f (0 + 1) dt.

™ -

Vastaavasti funktiolle %[ f(zot+) + f (xo—)] saadaan esitysmuoto

1[f(5€0+)+f($0 )]:;[f($0+)+f$o— < /D dt)

= /D Fwo+) dt+—/ D,( ) dt
= /D Fzot) dt + = /D )f(zo—) dt.

Yhdistamalla tulokset saadaan

[Pt + fao)]

Sn(x(J) )

_ %/0 D[ £(0 +1) — Fz0-)] dt+%/0ﬂ Da(t)[f(wo +1) — flao+)] dt

_ ! /7T Puo (t)sin((n + %)t) dt + % /_7r U (t)sin((n + %)t) dt,

™ —T
missa funktiot ., : [—m, 7] = R ja i, : [-7, 7] — R ovat

f(xo +1) — f(x0—)

#r0(t) = Xi=m0) QSin(%t)
. +1) — flaot
Ja o nll) = °”1f(x0 2si)rl(%£($o .
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Edellé x 4 on joukon A karakteristinen funktio eli xy4(z) = 1, josx € Aja xa(z) =0,
jos x ¢ A. Mitallisen joukon karakteristinen funktio on mitallinen, joten funktiot
Oz, Ja Vg, ovat mitallisia.

Tarkastellaan vield kuuluvatko funktiot ¢,, ja 1, avaruuteen L?*[—m, 7.
Lipschitz-ehdon nojalla funktioille ., ja 15, on olemassa positiivinen yliraja 5C,

kun |t| < d. Jos § < |t| < 7, saadaan arvio

sin(%t)‘ > sin(%é)’ > 0.

Koska funktiolla |sin(%t)| on positiivinen alaraja, kun § < [t| < 7 ja f € L*[—m, 7],

ovat funktiot ¢,, ja 1, nelidintegroituvia valilld [—m, 7| eli funktiot ¢, ja ¥y,
kuuluvat avaruuteen L?[—m, 7).

Kuten lauseessa 5.8, vastaa ylla oleva yhtalo nelidintegroituvien funktioiden Fou-
rier'n kertoimien a, ja b, summaa. Lauseen 4.3 perusteella kertoimet suppenevat

arvoon 0 kaikilla = € R, joten s, (z) — %[f(m+) + f(x—)], kun n — oo. O

Lauseen 5.9 mukaan Lipschitz-ehdon téytyy toteuttua vain pisteen xy vélittoméssé
ymparistossé, jotta suppeneminen tapahtuu pisteessa zy. Lause 5.8 voitaisiin muut-
taa vastaavaan muotoon, jos pisteittdisestd suppenemisesta oltaisiin kiinnostuttu
vksittéisissd pisteissd. Lauseessa 5.9 Lipschitz-ehto vaadittiin vain J-ympéristossé,

jotta funktiossa voisi esiintyd hyppyjéa epdjatkuvuuspisteissa.

6 Laskuesimerkki

Tutkitaan Lauseen 5.9 ehdot toteuttavan funktion Fourier'n sarjaa. Méaritellaan
valilla [—, ] funktio f siten, ettd

cos(z) , kun z € [-F, T]

1 +cos(x) , kun z € -7, —5) U (5, 7]
Olkoon f 2m-periodinen eli f(z + 27) = f(x) kaikilla z € R. Kuvassa 2 on esitetty

funktion f kuvaaja.

~N pd

-2 -3n/2 T -T2 0 2 m 3ni2 2m

-1

Kuva 2: Funktion f kuvaaja
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Lasketaan Fourier'n kertoimet yhtéldjen (16) osoittamalla tavalla. Kertoimeksi
ao saadaan

1 [" 1 (% 2 (7
CLOZ—/ f(zx) da::—/2 cos(z) dx—l——/ 1+ cos(z) dx = 1.
T ) ) 7r

1
57’(’

[ME]

Tapauksessa n = 1 saadaan kertoimeksi a,
1 ™

™ J_

-4

[ 2 (7 -2
= —/ cos?(z) dx + —/ cos(z) dr = i
m

™ J)_x g m

a] =

(z)cos(x) dx

™

I 1
cos?(z) dx + —/ cos(x) + cos®(x) dx + —/ cos(x) + cos®(x) dx
T ) x T

[SIE R

us

Wl

Tapaukset n > 1 lasketaan vastaavasti
1 ™
an = —/ f(x)cos(nz) dx
™ —T
1 [7 2 [T
=— cos(z)cos(nz) de + — [ cos(nz) dx

m T s
2

2 . (mr)
= ——sin|{ — ).
2

Siis kertoimet saavat parillisilla luvuilla n arvoksi 0 ja parittomat kertoimet muo-

dostavat joukon

2 2 2 2
:—7 a5:—— a7:— a/g:—_’
3T

5’ T’ 97
Kertoimien b,, arvoksi saadaan

/ : f(2)sin(nz) da

as

b, =

1 (7% 1 ("
/ cos(z)sin(nx) dx + —/ sin(nx) dx + —/ sin(nzx) dz

s ™ )
2

S 3= 3

Toisin sanoen b, = 0 kaikilla n € N;. Yleisesti kaikki kertoimet b,, saavat arvoksi 0,
jos funktiolle pétee f(x) = f(—x) kaikilla x € [—m, 7|. Vastaavasti kaikki kertoimet

a, saavat arvoksi 0, jos funktiolle pétee f(—x) = —f(z) kaikilla z € [—m, 7].

Tunnemme nyt funktion f Fourier'n sarjan kertoimet ja voimme muodostaa Fou-
rier’n sarjan Maéritelmén 2.2 mukaisesti. Funktion f Fourier’'n sarjan osasumma sy

on esitetty Kuvassa 3. Osasumma s, vastaa funktiota

Sq0(x) = % + 1= 2 cos(z) — Z 2 sin(kir)(:os(k:x).
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Kuva 3: Funktion f Fourier’'n sarjan osasumma sy

7 Tasainen suppeneminen

Kun funktion f Fourier’'n kertoimille a,, ja b, johdettiin kaavat

a, = % ' f(z)cos(nx) dx

ja b, = L f(z)sin(nz) dx,
™ —T
oletettiin etta funktion f Fourier'n sarja suppenee tasaisesti kohti funktiota f vélilla
[—7, m]. Téssé luvussa osoitetaan, ettd 2m-periodisen funktion f Fourier'n sarja sup-
penee tasaisesti kohti funktiota f, jos derivaattafunktio f” on jatkuva nollamittaista
joukkoa lukuun ottamatta seké rajoitettu. Todistus perustuu kirjassa Partial diffe-

rential equations : An Introduction [4] sivuilla 140 — 142 esitettyyn ideaan. Aloite-

taan tarkastelemalla Baselin ongelmaa eli osoitetaan, ettd > -, # = %2. Kéaytdamme
tulosta tasaisen suppenemisen todistamiseksi.
Lemma 7.1. Sarja > .-, -5 suppenee ja

=1 B 2

— n? 6
Todistus. Ongelma ratkeaa tarkastelemalla funktion f : [—m,7] — R, missd
f(x) = x? 2m-periodista laajennusta. Ratkaistaan funktion Fourier'n kertoimet.

Koska f(z) = f(—=) kaikilla z € R, saa kaikki kertoimet b,, arvoksi 0. Kertoimeksi
ag saadaan

272
=

3

W =

1 (7 1/
aoz—/ x2dm:—/
s ™/

—T
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Lasketaan termi ma,,

7T6Ln:2/ :E2cos(nx)dx:2/ QM—Q/ Qdea:
0 0

n n

—— [T 4/ (-5 [T(-5) o

= 47T( )" — hd /07T cos(nz) dr = 4—7T(—1)”.

n? n? n?

Siis funktion f Fourier’n sarja on

- + Z n2 "cos(nzx).

Funktio f toteuttaa Lauseen 5.8 ehdot. Siis kaikilla x € R funktion f Fourier’'n sarja

suppenee pisteittdin kohti funktion arvoa f(z). Sijoittamalla x = 7 saadaan

fm) =

]

Lisédksi kiiytdmme apuna seuraavaa epayhtaloa. Epayhtalo on erityistapaus Hélderin

epdayhtaldstd.

Lemma 7.2. Olkoon Y 7 22 ja > 7 42 suppenevia sarjoja. Silloin pétee epéyh-

1
00 [e%¢) [e'¢) 2
> [ngal < (Z x) (Z y)
n=1 n=1 n=1

Todistus. Olkoon a ja b positiivisia reaalilukuja. Koska (a — b)? > 0, saadaan arvio

talo

SIS

0 < a?—2ab+ b
2 b2
ab<%+§ (28)

Kaytetaan merkintoja



Epéyhtilon (28) perusteella saadaan arvio

1 & E P 7 I Wy P L 7 b
@;\W:;’a”ﬁ'gﬁz(%+%>

n=1
l <, 1 &, 1 1
= — —_— - = - = 1
2a2;x"+252;y" 5Ty = "
mista vaite seuraa. Il

Funktio f : R — R on Riemannin integroituva vélilli [a, b] C R, jos f on jatkuva
melkein kaikkialla ja rajoitettu. Tata tietoa hyodyntamaélla saadaan hyvin yleinen

ehto Fourier'n sarjojen tasaiselle suppenemiselle.

Lause 7.3. Olkoon f: R — R jaksollinen funktio, siten ettd f(x) = f(z + 2m)
kaikilla x € R. Jos funktio f on derivoituva ja derivaattafunktio f': R — R on

jatkuva melkein kaikkialla seké rajoitettu, niin funktion f Fourier’'n kertoimille

a, ja b, péitee

a. =nb, b, — nay,

missé a,, ja b, ovat derivaattafunktion f’ Fourier'n kertoimet.

Todistus. Derivaatta funktio f’ on integroituva, minki seurauksena sen Fourier'n

kertoimet voidaan méadrittad. Lasketaan kerroin a!,
!/ 1 " !/ A n " :
a, = — f'(x)cos(nz) dx = /f(m)cos(nm) + — f(x)sin(nz) dx = nb,.
) . A T ) .
Ensimmaéinen termi kumoutuu funktion f jaksollisuuden perusteella. Osittaisin-

tegrointi on sallittua, koska jokainen termi koostuu melkein kaikkialla jatkuvasta

funktiosta, joka on rajoitettu. Vastaavasti voidaan laskea Fourier'n kerroin 0/,

b, = %/:T f'(z)sin(nx) de = /ﬂf(x)sin(nm) — %/_: f(x)cos(nz) de = —nay,.

]
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Lause 7.4. Olkoon f : R — R jaksollinen funktio, siten ettd f(z) = f(z + 27)
kaikilla € R. Jos funktio f on derivoituva ja derivaattafunktio f' : R — R
on jatkuva melkein kaikkialla sekd rajoitettu, niin funktion f Fourier'n sarja

suppenee tasaisesti kohti funktiota f kaikilla z € R.

Todistus. Koska funktion f derivaattafunktio f’ on rajoitettu, toteuttaa funktio f
Lauseen 5.8 ehdot. Siis funktion f Fourier’'n sarja suppenee pisteittain kohti funk-
tiota f kaikilla z € R.

Taman perusteella saadaan pisteestd € R riippumatta arvio

‘f(;[) — sn(:[)’ = i arcos(kx) + bgsin(kx)
k=n-+1
< Z ‘akcos(kx) + bksin(kx)‘ < Z (|ak‘ + ’bk|> (29)
k=n+1 k=n+1

Osoitetaan, etta ’f(x) - sn(x)‘ — 0, kun n — oo todistamalla, ettd sarja

ooy (!ak‘ + ‘bk|) suppenee. Silloin sarjan jaédnnostermi suppenee kohti nollaa.

Lauseen 7.3 ja Lemman 7.2 perusteella saadaan arvio

3 (f ) =32 (] -+

<() (Do)« (Z) (e
=(Z%> (Z(bm) +<Z<ag>2) e

k=1 k=1 k=1

+

Viimeinen epéyhtélo seuraa, kun Lemmaa 7.2 sovelletaan molempiin sarjoihin. Mo-
lemmat sarjat toteuttavat Lemman 7.2 ehdot Lauseen 4.3 perusteella. Kaavan (28)

perusteella saadaan positiivisilla reaaliluvuilla v/a ja Vb arvio
2v/ab <a+b
(Va+ vVb)* < 2(a+b)
Va+ Vb < vV2Va+b. (31)

Epéyhtélon (31) perusteella saadaan termille (30) arvio

(Z%) (Z(W) +<Z<a;>2>

§<Z%> V2 ( <b;>2+§_j<a;>2) < =171,

k=1 1
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missé viimeinen epéyhtdlo seuraa Lemmasta 7.1 ja epayhtélosta (21). Sarjan

P ({ak‘ + ’bk |> termit ovat ei-negatiivisia ja sarja on ylhéalta rajoitettu. Siis sar-

ja suppenee ja jadnnostermi y 7 (‘ak{ + ‘bk{) — 0, kun n — oo. Siis epédyhtalon

(29) perusteella funktion f Fourier'n sarja suppenee tasaisesti kohti funktiota f. [

8 Fourier’n sarjan suppeneminen L’-normin suh-

teen

Téssd luvussa késitelldédn Fourier'n sarjojen suppenemista metriikan (7) suhteen.
Todistuksessa sovelletaan funktion f € L?[—, 7] konvoluutiota Fejerin integroimis-
ytimen kanssa. Fejerin ytimen teoria perustuu kirjan Invitation to Classical analysis
[2] lukuun 8.7.

Maaritelma 8.1. Fejerin ytimeksi K, : R — R kutsutaan Dirichletin ytimien Dy
aritmeettista keskiarvoa
21
1 & 1 sin <§(n + 1)x>
K (z) = > Di(x) = : (32)

n+ 1= n+1 ogin? (%ac)

Tarkalleen ottaen ylla oleva identiteetti pétee, kun x # m - 27, missd m € Z, mut-

ta integroimisessa niilla yksittaisilla pisteilld ei ole vélid. Summakaavalla voidaan

n+1

kuitenkin osoittaa, ettd naissé pisteissa Fejerin ydin K, saa arvoksi 3

Todistetaan jalkimmaéinen identiteetti osoittamalla yhtasuuruus

n & sin((k + %)m) B sin2<%(n + 1)95)
% Pl = ,; 28111<%$) - 2sin2<%x) '

Viite yksinkertaistuu, kun todistetaan ekvivalentti tulos

Zsm( )sm( (k + %)w) = sin2<%(n + 1)1‘)

Yhtéalon vasen puoli voidaan avata kaavan (10) avulla

n ' 1 n ei%x _ efi%x ei(kJr%):p _ e*i(k+%)x
ZMQ%MW%”:Z< 2% %

= ( 1 2 ( i(k+)z _ —ike _ ikz + @—i(k+1):v) — ﬁ (ei(n—i-l)x _94 e_z-(nﬂ)x)
1
k=0
. 2 1
E (e s _ emitoe) 2 (L4 1)),
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mista vaite seuraa.

Kuvassa 4 on havainnollistettu Fejerin ytimen kdyttaytymista valilla [—, 7).
Fejerin ytimet K, saavat vain ei-negatiivisia arvoja ja kaikilla x € R péatee
K,(—z) = K,(z). Kerroin X normittaa mys Fejerin ytimen. Fejerin ytimen etu-
na on se, ettd ytimen arvo K, () suppenee tasaisesti nollaan, kun 0 < ¢ < |z| < 7.
Itse asiassa ndmé ehdot takaavat sen, ettd jatkuvan 27-periodisen funktion konvo-

luutio Fejerin ytimen kanssa suppenee tasaisesti kohti funktiota f.

Ks5(x) Kio(x)

Kuva 4: Fejerin ytimien K5 (vasemmalla) ja Ko (oikealla) kuvaajat valilla [—m, 7]

eli yhden jakson aikana.

Kun tutkitaan Fourier’n sarjojen suppenemista L2-normin suhteen, ei Fejerin yti-
men avulla suoranaisesti todisteta funktion f Fourier'n sarjan suppenemista funk-
tioon f, vaan erdan trigonometrisen polynomin suppeneminen funktioon f. Té&-
man jalkeen vedotaan Lauseeseen 4.2, minké perusteella Fourier'n sarjan osasum-
ma on tarkin mahdollinen approksimaatio triogonometristen polynomien joukosta
L2-normin suhteen.

Merkitdan Fourier'n sarjojen osasummien s aritmeettista keskiarvoa seuraavasti

1
n+1

on(z) = Z sk(z) kaikilla z € R.
k=0

Todistetaan, ettd 2m-periodisen funktion f Fourier'n sarjan osasummien kerkiar-

vo o, voidaan ilmaista funktion f ja Fejerin ytimen K, konvoluutiona, kun

feL?—mm
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Lause 8.2. Olkoon f: R — R jaksollinen funktio, siten ettd f(x) = f(z + 2m)
kaikilla z € R ja f € L?*[—m, ). Funktion f Fourier'n sarjan osasummien s

aritmeettinen keskiarvo o,, voidaan ilmaista konvoluutiona

ou(z) = (K, # f) (@ /K +1) dt.

Todistus. Olkoon n € Ny. Tarkastellaan summaa —= "¢ sp(z). Kun osasumma

sk ilmaistaan funktion f ja Dirichletin ytimen D konvoluutiona, saadaan kaikilla

reR
an(x):ni1;Sk($)_n+l {/Dk :L“+t)d}
1 /7 1 n | g
_;/_ﬂ n+1k0Dk(t) flx +1) dt:% _ﬂKn(t)f(l’-i-t) dt
= (Ko f)(@)

Integroinnin ja summauksen jérjestysta voidaan vaihtaa, koska summassa on aéreel-

linen méara termeja. [

Seuraavia Fejerin ytimen ominaisuuksia hyodynnetéaén, kun tarkastellaan Fou-

rier'n sarjojen suppenemista L?-normin suhteen.

Lemma 8.3. Fejerin ytimelld K, : R — R on kaikilla n € Ny ja 0 < § < 7 voimassa

%/W K,(t)dt =1, (33)

K,(z) > 0 kaikilla z € R | (34)

2

seuraavat ominaisuudet

ja K,(x) <

7r
_— < <m.
_2<n+1)52,kun5_|x|_7r (35)

Todistus. Tulos (33) seuraa Dirichletin ytimen D) ominaisuuksista
LM 1 ¢
K,( Dy(t)| dt
/ w/_ﬁ n+1 kzzo # )]

:n+1 [/D’“ dt]

Identiteetistéd (32) nidhdédn, ettd K, (x) > 0, koska sin?(x) > 0 kaikilla z € R. Koska
sin?(z) < 1 kaikilla > € R, niin
1 sin’ (%(n + 1)x> 1

<
ntl o ogin? (%x) 2(n + 1)sin? (%w)

Knu(z) =
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ja Lemman 5.7 perusteella kaikilla 0 < 0 < 7 pétee

1 w2 2

< )
s+ Do () 2002 = 2 P

[\

kun § < |z| < 7. O

Ominaisuus (35) tarkoittaa sité, etta kaikilla valinnoilla § € (0,7) Fejerin ydin
suppenee tasaisesti arvoon 0 joukossa [—m, —d] U [, 7]. TAmé& ominaisuus on Fejerin
ytimen etu verrattuna Dirichletin ytimeen. Esitellyilla tyokaluilla voidaan todistaa

seuraava tarkea tulos.

Lause 8.4. Jos f : R — R on jatkuva jaksollinen funktio, siten etté
f(z) = f(x + 2m) kaikilla € R, niin funktion f Fourier'n sarjan osasummien
aritmeettinen keskiarvo o, suppenee tasaisesti funktioon f eli o,(z) — f(z)

tasaisesti joukossa R, kun n — oo.

Todistus. Jatkuva funktio suljetulla valilld [—m, 7] on mitallinen ja rajoitettu, joten
f € L?|—7,7n]. Koska f on 27-periodinen, on funktio f rajoitettu koko joukossa R

eli on olemassa sellainen positiivinen luku M € R| etta
|f(z)| < M, kaikilla z € R.

Koska funktio f on jatkuva suljetulla vililla [—m, 7], on se tasaisesti jatkuva.
2m-jaksollisuuden seurauksena myos tasainen jatkuvuus yleistyy koko joukkoon R.

Eli jokaisella € > 0 on olemassa 0 > 0, siten etta
|f(z) = f(y)] < e, kaikilla pareilla 2,y € R | kun |z — y| <.

Olkoon € > 0. Valitaan 0 siten, ettd |f(z) — f(y)| < § , kun |2 —y| < 6. Ehdon (35)
perusteella on olemassa sellainen n. , ettd K,(r) < 5; joukossa [—m, —6] U [4, 7],
kaikilla n > n..

Valitaaan n > n.. Silloin Lauseen 8.2 perusteella sekii ominaisuuksien (33) ja (34)

perusteella

o)~ 16| = |2 [ st +0) at - 110

- |2 [ msesna- sl [ xwa
- |2 [ mo(fero - @) dt\ <2 [ K]t +0 - @) .
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Jaetaan integroimisalue kolmeen osaan. Koska K, (f) > 0 kaikilla t € R ja
|f(x)] < M kaikilla x € R, saadaan ylla olevalle integraalille ylarajaksi

oM [° 1 /[°
- | Kn(t)dt+;/_5Kn(t)‘f(x+t)—f( dt+—/ K, (

Koska n > n. on Fejerin ytimelld on yliraja ;3; ensimmaiselld ja kolmannella in-

tegroimisalueella. Lisdksi ¢ valittiin siten etta tmsessa integroimisalueessa on voi-

massa epayhtalo ‘ flz+t)—f (ac)’ < 5. Saamme siis edelliselle lausekkeelle yldarvion

OM [0 ¢ 1 /° OM [T €
i —dt+= | K,t)-—dt+— | — dt
T . 6M Jr7r/(; ()3 Jr7T s O6M
€+€+€_

=373737°¢

Arvio pétee pisteestd x € R riippumatta kaikilla n > n., joten o,(z) — f(z)

tasaisesti joukossa R, kun n — oo. O

Fourier'n sarjojen osasummat ovat trigonometrisid polynomeja. Siksi muodos-

tettu aritmeettinen keskiarvo o, : R — R on trigonometrinen polynomi.

Seuraus 8.5. Jatkuvaa 27-periodista funktiota f : R — R voidaan approksimoida
trigonometrisella polynomilla 7" : R — R mielivaltaisen tarkasti eli jokaista € > 0

kohti on olemassa sellainen 7', etta
T (x) — f(z)| <€, kaikilla z € R.

Lauseen 8.4 perusteella osaamme muodostaa trigonometrisen polynomin, joka
suppenee tasaisesti funktioon f, jos f on jatkuva 2m-periodinen funktio. Kyse ei
ole kuitenkaan funktion f Fourier'n sarjan suppenemisesta, vaan Fourier'n sarjan
osasummien keskiarvon o, suppenemisesta. Taméa on kuitenkin téarkeéd tulos ja se
johtaa mychemmin hyvin yleiseen suppenemisehtoon. Todistetaan seuraavaksi en-

simmaéinen tulos koskien Fourier'n sarjojen suppenemista L?-normin suhteen.

Lause 8.6. Jatkuvan 27m-periodisen funktion f : R — R Fourier’'n sarja suppe-

nee L?-normin suhteen kohti funktiota f.

Todistus. Olkoon e > 0. Seurauksen 8.5 perusteella on olemassa sellainen trigono-

metrinen polynomi 7' : R — R, etta

€
T(z) — f(r)] < —= , kaikilla z € R.
T(@) - f@)] < 7

30



Silloin metriikan (7) suhteen pétee

1

[ e /_: [f(z) - T(x)]? dx)2 <e

Jos funktiossa 7" on m-termié, niin Lauseen 4.2 perusteella Fourier’'n sarjan osasum-

malle pétee
Hf — sn” < ||f —TH < €, kaikilla n > m.
Siis lim,,_, o ||f — sn(x)” = 0. O

Jotta voidaan osoittaa, ettd kaikkien funktioiden f € L?|—7, n] Fourier'n sarja sup-
penee funktioon f metriikan (7) suhteen, osoitetaan etté jokaista funktiota avaruu-
dessa L?[—m, 7] voidaan approksimoida jatkuvalla funktiolla mielivaltaisen tarkasti.

Jos rajoittuisimme Riemannin integraaliin ja Rieamannin integroituviin funk-
tioihin, joilla on korkeintaan numeroituva maarad epajatkuvuuspisteitd, voisimme
soveltaa kuvassa 5 esitettyd konstruktiota, missad funktion f epajatkuvuuspisteen

xo ympéristossi [zg — g,xo + g] funktion f arvot korvataan sopivalla lineaarisella

funktiolla.
e
NN

-1 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 "

\ d
\ ~=
\ \
\
\
/ \
/
’
/
\
\
\

Kuva 5: Funktion f approksimointi jatkuvalla funktiolla

Avaruus L?[—m, 7] késittdd kuitenkin suuremman joukon funktioita ja suppe-
neminen metriikan (7) suhteen voidaan osoittaa jokaiselle funktiolle avaruudessa
L?[—m, 7]. Avaruudella on myds téiydellisyysominaisuus eli jokainen Cauchy-jono
suppenee johonkin alkioon kyseisesséd avaruudessa. Siksi haluttaisiin osoittaa seu-

raava tulos.
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Lause 8.16. Olkoon f € L?*[—m, 7]. On olemassa sellainen jono jatkuvia funk-

tioita g, : [—m, 7] — R, ettd g,(—m) = g, () kaikilla n € N; seké

i 1 = gull = tin (3 [ (70~ )] ) =0

™ —T

Tuloksen todistaminen osoittautuu tyolaaksi. Tutkielmassa paadyttiin ottamaan esi-
tiedoksi Lebesguen integraalin ominaisuus, Dominoidun konvergenssin lause. Tulos
ei ole itsestddnselvd, mutta se kisitellidn useissa Lebesguen mittaa ja integraalia
késittelevissé teoksissa. Lauseen voi tulkita Lebesguen integraalin perusominaisuuk-
siin. Néin tarvittavien aputulosten ja lauseiden méaéréa pysyy kohtuullisena. Aihee-

seen voi tutustua tarkemmin l&hdeteoksessa [1].

Lause 8.7. Dominoidun konvergenssin lause. Olkoon E C R mitallinen osa-

joukko ja jono f, : E — [—00,00], n € N; mitallisia funktioita siten, ettéa

lim f,(z) = f(z) mk. z € E.

n—o0

Jos on olemassa sellainen Lebesgue-integroituva funktio g : £ — [—o0, 0], ettd
kaikilla n € N; pétee

| fo(@)] < g(z) mk. z € E,

on funktio f Lebesgue-integroituva joukossa E ja

/Ef(:v) dr = lim [ f,.(x) dz.

n—oo E

Todistus sivuutetaan. Lebesguen integraalin teoriaan voi tutustua tarkemmin l&h-

deteoksen [1] avulla.
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Dominoidun konvergenssin lauseen seurauksena saadaan hyodyllinen tyokalu, minka

avulla voidaan tutkia funktoiden suppenemista L?-normin suhteen.

Seuraus 8.8. Olkoon E C R mitallinen osajoukko ja jono f, : F — R, n € Ny

mitallisia funktioita siten, etté

lim f,(z) = f(x) mk. x € E.

n—oo

Jos on olemassa sellainen funktio g € L? [E}, ettd kaikilla n € Ny patee
|fo(@)] < g(z) mk. z € E,

niin funktiot f, ja f kuuluvat avaruuteen L? [E} seka

1

i = Sl = i (3 [ (o) - 5@ ar) " =o.

n—o0 v

Todistus. Muodostetaan apufunktio h,, : [—m, 7] — R asettamalla kaikilla x € [—m, 7]
ho(x) = |fu(z) — f(z)|?. Rajafunktio f on mitallinen ja h,, on mitallisten kuvausten
summa ja tulo eli myos mitallinen. Nyt h,(z) suppenee m.k. z € E arvoon 0.
Lisdksi funktiolle 1oytyy ylaraja |h,(z)| < 4[9(37)}2 m.k. z € E. Koska g kuuluu
avaruuteen L?[E], kuuluu 4[g(x)]2 avaruuteen L'[E]. Néin ollen funktiolle h,
Dominoidun konvergenssin lauseen ehdot toteutuvat ja

lim /E‘fn(ac) - f(a:)|2 de = lim [ hy,(x) dz

n—00 n—0o0 E

= /Elim B (2) dx:/E lim | fu(z) — f(2)]

n—o0 n—oo

2

dx =0,

mista seuraa

1
2

i 5= 1) = 3 (3 [ [0 f@) ) =0

33



Esitelladn hieman, miten lahestymme Lauseen 8.16 todistamista. Todistus perustuu
Kari Astalan ja Petteri Piiroisen luentomonisteessa [5] sivuilla 78 — 79 esitettyyn
ideaan. Tutustutaan yksinkertaisen funktion késitteeseen. Olkoon E C R mitallinen
joukko. Tehdaédn joukon E ositus F = G A; , missdé m € Nj. Koska kysessid on
ositus, niin joukoilla A; patee A; N A; :ZZIQ , jos © # j. Yksinkertaisella funktiolla
Y . E — R tarkoitetaan mitallista kuvausta

m

Y(z) =) aixa(z),
i=1
missd a; > 0 ja x4, on mitallisen joukon A; C R karakteristinen funktio. Erityisesti
A; on se joukko, missd yksinkertaisen funktion Y arvoksi halutaan asettaa aj.

Oleellista on, ettd summassa on vain m kappaletta termeja.

1. Mitallista funktiota f : E — R, jonka arvot ovat ei-negatiivisia, eli f(z) >0
kaikilla x € [E, voidaan arvioida yksinkertaisella funktiolla Y, : E — R. Tarkalleen
ottaen voidaan muodostaa sellainen yksinkertaisten funktioiden Y,, jono, etta kaikilla
xr € E jan € Ny pitee

Y(z) < Von(z) < fz) ja lim Y, (z) = f(z).

n—oo

Nyt seurauksen 8.8 perusteella 10ytyy kaikilla ¢ > 0 sellainen yksinkertainen funktio
Y, ettd ||V, — f||, < 5

2. Jos mitallinen funktio f : F — R saa my0s negatiivisia arvoja, voidaan funktio
f purkaa positiiviseen osaan f* : F — R ja negatiiviseen osaan f~ : E — R siten,

etta

f*(x) = max{f(x),0}
jo (@) = —min{f(2),0}.
Silloin funktio f voidaan ilmaista erotuksena f = f* — f~. Myos funktiot f* ja

f~ ovat mitallisia ja ne saavat vain ei-negatiivisia arvoja. Siis kohdan 1. perusteella

16ytyy sellaiset yksinkertaiset funktiot Y, ja Y.~ ettéd

v =740 < 5
. _ _ €
Jja HYn —f ||E < 92"

Normin ominaisuuksien (N2) ja (N3) perusteella voidaan mitallista funktiota
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f + E — R arvioida erotuksella (Y+ — Yn_) mielivaltaisen tarkasti, koska

n

E

= o =y = o= - o v
|

<=1+
E

Y, — f_HE <e.

3. Voimme siis arvioida mitallista funktiota f : F — R yksinkertaisten funk-
tioiden avulla. Tarvitsemme vield tuloksen, jonka mukaan yksinkertaista funktiota
Y, : E — R voidaan arvioida jatkuvalla kuvauksella g, : £ — R. Tamé& onnistuu,

koska jokaisessa yksinkertaisessa funktiossa

Y(e) = anca o)

=1

on rajallinen maaré termeja ja jokaisen mitallisen joukon karakteristista funktiota
X4, voidaan approksimoida jatkuvalla kuvauksella. Lahdemme liikkeelle taman

tuloksen osoittamisesta.

Valitsemme mitalliseksi joukoksi E vélin [—7, 7]. Maédrittelemme ensin pituusfunk-
tion dist(z, A) : R — R. Osoitamme pituusfunktion avulla, ettd suljetun joukon
A, C [—m, 7 ja avoimen joukon Ay, C [—m, x| karakteristisia funktioita voidaan
approksimoida jatkuvalla kuvauksella. Tamén seurauksena saadaan jatkuva arvio

mitallisen joukon karakteristiselle funktiolle.

Maaritelma 8.9. Olkoon A C R ja A # ©@. Maaritellddn etdisyysfunktio
dist(x, A) : R — R siten, ettd

dist(z, A) = inf{|z —y| : y € 4}.
Funktio dist(z, A) siis mittaa pisteen x etiisyytta joukosta A.

Lemma 8.10. Etéisyysfunktio dist(z, A) : R — R on jatkuva kuvaus.

Todistus. Olkoon z,y € R seké osajoukko A = &. Jokaisella z € A pitee
dist(z, A) < |z —z[ < |z —y[+ [y — 2].
Koska epayhtélo péatee jokaisella z € A, niin

dist(z, A) < |z — y| + dist(y, A)
dist(x, A) — dist(y, A) < |z — y|.
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Vastaavasti saamme tuloksen
dist(y, A) — dist(z, A) < |z — y|,
mista seuraa epayhtalo

|dist(z, A) — dist(y, A)| < |z —y].

Kuvaus on siis Lipschitz-jatkuva, mikd on jatkuvuutta vahvempi ominaisuus. O
Lemma 8.11. Olkoon x4 : [—7, 7] — R suljetun joukon A C [—, 7] karakteristinen
funktio. On olemassa sellainen jono jatkuvia funktiota f, : [—m, 7] = R, n € Ny, ettéd

lim ||fn — XA” = 0.

n—oo
Todistus. Madritelldén kaikilla n € N; funktio f, : [-7, 7] — R seuraavasti

1
fu() (36)

T 1+n-dist(z, A)

Olkoon n € N;j. Funktio f, on jatkuva, silld nimittdja 1 + n - dist(z, A) on jatkuva
kuvaus ja positiivinen kaikilla z € [—m, 7]. Tapauksessa © € A pétee yhtdsuuruus
fn(x) = xa(z) = 1. Tapauksessa x ¢ A funktio f, suppenee pisteittdin funktioon
X4, silld karakteristinen funktio y4 saa arvon 0 ja f,(x) — 0, kun n — oo. Té-
mé seuraa siitd, ettd epayhtalo 0 < dist(z, A) < 27 on voimassa, jos ¢ A. Siis
lim,, oo fn(x) = xa(2) kaikilla z € [—m, 7.

Funktiolle f, 16ytyy majorantti ¢ € L?[—m, 7| asettamalla g(x) = 1 kaikilla

x € [—m, 7]. Seurauksen 8.8 ehdot toteutuvat, minké perusteella

Jim [ = xal =0

O
Seuraus 8.12. Olkoon x4 : [—m, 7] — R avoimen joukon A C [—m, x| karakte-
ristinen funktio. On olemassa sellainen jono jatkuvia funktioita g, : [-7, 7| = R,

n € Ny, etté
Tim |[g, — xal| =0.

Todistus. Joukon A komplementti A® joukossa [—m, 7] on suljettu. Lemman 8.11

mukaan on olemassa jono jatkuvia funktioita f, : [—m, 7] = R, n € Ny, joilla patee
lim || f — xa</| = 0.
n—oo
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Edellé x 4c on joukon A€ karakteristinen funktio. Muodostetaan funktiojono g, méaa-

rittelemalld kaikilla n € Ny ja « € [—7, 7] funktiot g, seuraavasti

gn(x) =1 = fu(z).

Funktiot g, : [-7, 7] — R ovat jatkuvia kaikilla n € N;. Joukon A karakteristinen
funktio x 4 voidaan ilmaista kaikilla € [—m, 7] muodossa ya(z) = 1 — xac(x). Nain

ollen saadaan

lim ||gn _XAH = lim H(l —fn> — <1 —XAC)H
n—o0 n—o0
= lim [Jxac = ful| = 0.

O

Tarkastellaan hieman Lebesgue-mitallisia joukkoja. Olkoon €2 kokoelma mitalli-
sen joukon A C (—m,m) Lebesguen peitteistéd. Peite koostuu numeroituvasta maa-
ristd avoimia véleja U, (a;, b;). Kokoelma € on epétyhja, silla vili (—n, 7) kuuluu
kokoelmaan. Infimumin ominaisuuksien perusteella kaikilla € > 0 16ytyy sellainen
avoin peite P = U2, (a;, b;), P € Q, ettd

pA) < Ib —ai] < p(A) + e
i=1
Toisaalta mitan ominaisuuksien perusteella pétee
plA) < p(P) < 3 1bi — ail
i=1

Ensimmaéinen epayhtéld perustuu mitan monotonisuuteen ja toinen epéyhtéalo sub-
additiivisuuten. Yhdistdmalla tulokset huomataan, ettd jokaisella € > 0 16ytyy sel-

lainen avoin joukko P, etté
n(A) < p(P) < p(A) +e.
Koska A C P, péatee epayhtilo

p(P\A) = p(P) — p(A) < e

Lemma 8.13. Olkoon x4 : [—m, 7] — R mitallisen joukon A C [—m, 7] karakte-
ristinen funktio. On olemassa sellainen jono jatkuvia funktioita g, : [-m, 7| = R,
n € Ny, etta

Tim [g, — xa| = 0.
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Todistus. Tutkitaan ensin mitallisia joukkoja B C (—m, 7). Olkoon € > 0. Kos-
ka B on mitallinen, 16ytyy sellainen avoin joukko P C [—m, 7], ettdi B C P
ja u(P\ B) < ’TTEQ. Joukon P\ B karakteristiselle funktiolle saadaan esitysmuoto
XP\B = Xp — XB- Seurauksen 8.12 perusteella on olemassa sellainen jatkuva funktio

Jn, €tta ||gn — XPH < 5. Saadaan siis arvio

T

1
1 2
Hgn_‘XB”fg”gn_‘XPH4‘HXP_‘XBHf;§*‘(%l/)[XPuxxﬂ2dx)

LY )

2 T +

— €.

N
[NRINe

Olkoon A C [—m, 7] mitallinen. Joukon A karakteristinen funktio y 4 on ekvivalentti

avaruudessa L?|—m, 7] jonkin mitallisen joukon B C (—m,m) karakteristisen funk-

tion yp kanssa eli H XA — XBH = 0 . Siis tulos pétee kaikille mitallisille joukoille
AC [-m, 7). O
Lemma 8.14. Olkoon Y : [—m, 7] — R yksinkertainen funktio. On olemassa sellai-
nen jono jatkuvia funktioita f, : [-m, 7] = R, n € Ny, etta

lim || f, —Y|| = 0.

n—o0

Todistus. Olkoon € > 0. Yksinkertainen funktio Y : [—m, 7] — R on karakterististen

funktioiden x4, : [-7, 7] — R summa

V() = Z aixa,(7),

missd £ € N;. Lemman 8.14 perusteella on olemassa sellaiset jatkuvat funktiot
gi » |[—m, 7] — R, ettd kaikilla i < k pétee
€

\W&—%”<H@

missé M = max{|a, |as|, ..., |ax|}. Néin ollen saadaan arvio

k

k
Z ;XA — Z a;g;
1

i= =1

< €.

k
Iy - < lail - xa —
i=1
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Lause 8.15. Olkoon f € L?|—m,w]. On olemassa sellainen jono jatkuvia funk-
tioita ¢, : [—m, 7] = R, n € Ny, ettd

lmwf—%H=gg(1/WUuwﬂawf¢05:a

n—00 T™J)_4

Todistus. Olkoon € > 0. Koska funktio f on mitallinen joukossa [—, 7], on olemassa
sellainen yksinkertaisten funktioiden Y, : [-m, 7] — R ja Y, : [—7, 7| — R erotus
(Y,F=Y,), ettd
_ €
|- <5

Lemman 8.14 perusteella voidaan valita sellaiset jatkuvat funktiot g : [-m, 7] - R

ja g, :[-m, 7] = R, ettd

Funktio g, = g — ¢

Yn+ - g; Y, - g;

n

<€ ] ’ <E
— a —.
3 3

— on jatkuva valilla [—m, 7] Normin ominaisuuksien perusteella

saadaan arvio

= [r =t =) | = | r - 05 =)+ i =) = (ot )

<oz -]+

Hf—gn

Y,F—gt < €.

|

g; - Yn_

Lause 8.16. Olkoon f € L?|—,7]. On olemassa sellainen jono jatkuvia funk-

tioita g, : [—m, 7] — R, ettd g,(—m) = g, () kaikilla n € N; seké

i o = i (2 10 - a2 ) =0

—T

Todistus. Olkoon € > 0. Lauseen 8.15 perusteella on olemassa sellainen jatkuva
funktio h,, : [-7, 7] — R, etta Hf — hn” < §. Jatkuvan funktion h,, arvoja voidaan
muuttaa pienilld véleilld [—7, —7 + J) ja (7 — J, 7], missd 0 < §. Esitellddn yksi
mahdollinen konstruktio.

Ositetaan vali [—m, 7] siten, ettd A = [-7 + 0,7 — 3] , B = [—m,—7 + 0) ja
C' = (m — 9§, 7]. Méadritelladn jatkuva funktio g, : [, 7] — R siten, ettd

|z — =

J

|z + 7|
)

hn () X ().

gn(x) = hn(x)xa(7) + hn()xB() +
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Funktion g, arvot poikkeavat funktion h, arvoista vain joukoissa B ja C, missé
funktion g, arvot ldhestyessd nollaa, kun z lahestyy vilin [—m, 7] péadtepisteité.
Funktio h,, on jatkuva ja siksi rajoitettu suljetulla vélilla. Siis on olemassa sellainen

M € R, etté |h,(z)| < M kaikilla & € [—7,7]. Valitsemalla § = 35\7/}2

saadaan arvio

1F = gull = 1lf = hn & hn = gul| < [ f = Pl + [[Fen = ul| < €

Lause 8.17. Jos f € L*[—n, 7], niin funktion f Fourier'n sarja suppenee L*-

normin suhteen funktioon f eli

n—oo n—oo \ 7T

lim ||f — s, = lim <l / /() - sa(2)]? da:)% —0,

missé s, on funktion f Fourier'n sarjan osasumma.

Todistus. Olkoon € > 0. Koska f € L?*[—r, 7], voidaan Lauseen 8.16 mukaan valita
sellainen jatkuva funktio g : [—m, 7] — R, ettd g(—7) = g(r) seké || f—g|| < §. Funk-
tio g voidaan jatkaa jaksolliseksi jatkuvaksi funktioksi, siten ettd g(x) = g(x + 27)
kaikilla = € R. Seurauksen 8.5 perusteella on olemassa sellainen trigonometrinen
polynomi 7" : R — R, siten, etta H g— TH < 5. Siis jokaisella € > 0 16ytyy sellainen

trigonometrinen polynomi, etté
1F =T <[If =gl +]lg-T| <e
Jos funktiossa 7' on m termié, niin Lauseen 4.2 nojalla
|f = sal| <||f =T < e, kaikilla n > m.
O

Jokainen funktio avaruudessa L?|—m, 7] voidaan esittdd Maéritelmén 2.2 mukaisena
Fourier’'n sarjana. Fourier'n sarja vastaa yhtélon (4) mukaista kantaesitysté sisdtu-
lon (6) avulla lausuttuna, missé kantavektorit koostuvat ortonormaalista joukosta
(11). Koska kaikilla funktioilla f € L?*[—n, «r] Fourier'n sarja suppenee funktioon f,
muodostaa annettu ortonormaali joukko funktioavaruuden kannan. Liséksi kohdassa
(21) epéyhtild voidaan korvata yhtésuuruudella eli funktion f € L?|—, 7] Fourier'n

kertoimille patee yhtalo

%mg S (@ +td) = [ f)? de.
k=1 -n
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9 Fourier’n sarjan hajaantumisesta

Esitellddn Henri Lebesquen konstruktio jatkuvasta funktiosta, jonka Fourier'n sar-
ja hajaantuu origossa. Téllaisen funktion loytdminen on hankalaa. Lebesgue esitteli
tallaisen konstruktion kirjassaan Lecons sur les séries trigonométriques [6]. Aloite-
taan konstruktio méérittelemélld ensin jatkuva funktio I' : [0,7] — R, joka sitten
laajennetaan jatkuvaksi 27-periodiseksi funktioksi T : R — R.

FunktioI' : [0, 7] — R mé&éritellaén paloittain jakamalla vili [0, 7] numeroituvasti
adrettomadan osaan. Esitelladn kolme reaalilukujonoa, joiden avulla voidaan esitella

osavalit ja funktion I' arvo jokaisella osavalilla.
1. Olkoon (c,) sellainen lukujono, ettéd ¢, — 0.
2. Olkoon (w,,) kasvava lukujono, missé w,, on pariton kaikilla n € Nj.

3. Maéaéritellaén jono (a,) asettamalla a,, = wowws...w, kaikilla n € Ny. Madrit-

telyn seurauksena jokainen jasen a, on pariton kokonaisluku.

4. Midiritelliin osavili I, = (2” 2 }

an’ Gn-1

Lukujonojen (c,) ja (w,) jasenten tarkoilla arvoilla ei ole merkitystda. Kokoluokan
havainnollistamiseksi kuitenkin maarataan seuraavaksi tarkat arvot. Méaaritelldan
lukujonot (c,) ja (w,) asettamalla ¢, = 57 kaikilla n € N; ja w, = 3'%" kaikilla
n € Ny. Jonot alkavat tarkoituksella eri indeksilla.

2 2

Ensimmaéinen osavéli on [; = <W? ?] Loput osavilit I,, asettuvat hyvin lahelle

origoa. Osavélien [, unioni voidaan ilmaista véilind (J I, = (O, %”} Seuraavaksi
neNy
voidaan konstruoida haluttu funktio I': [0, 7] — R.

Madritelladan funktio I' : [0, 7] — R paloittain siten, ettd

%nsin<aL2x>sjn(§) , kun z € I,
0,kanz ¢ U I,

neNy

[(x) =

Emme ole erityisesti kiinnostuineita itse funktiosta I', vaan sen 2r-periodisesta jat-

kuvasta laajennuksesta T : R — R.
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Maaritelldadan funktio T : R — R asettamalla funktiolle T kolme ehtoa:
1. T(x) =T'(z), kun z € [0, 7).
2. T(—z) = Y(z) kaikilla x € R.
3. T(z+27m) = Y(x) kaikilla z € R.

Ehdot toteuttava funktio T on 2m-periodinen jatkuva funktio, jonka Fourier'n sar-
ja hajaantuu origossa. Funktion kuvaajaa on pyritty havainnollistamaan kuvassa 6.

Todellista funktion T kuvaajaa on todella vaikeaa esitellé, koska sin-funktion argu-

an

2
Liséksi valit I,, pakkautuvat tiiviisti origon viereen. Kuvasta saa kuitenkin késityksen

mentti saa todella suuria arvoja ja kasvaa entisestdén, kun ldhestytdadn origoa.
funktion T luonteesta. Sen itseisarvo pienenee ja oskillaatio kasvaa, kun ldhestytéaan
origoa. Lisdksi funktio on jaksollinen ja jatkuva. Funktion jatkuvuus todistetaan

seuraavaksi.

Kuva 6: Funktion YT havainnollistamiskuva

Lemma 9.1. Funktio T : R — R on jatkuva.

Todistus. Koska funktio YT on 2m-periodinen sekd kaikilla x € R pétee
T(—z) = T(z), riittdd jatkuvuutta tarkastella valilla [0, 7]. Valilla (z_:’ 7T:| funktio
T saa vakioarvon 0 ja jatkuvuus vélilla on selvd paatepistetté i—’g lukuunottamatta.
Olkoon n € N;. Valilla I, saadaan funktiolle lauseke

T(x) = %sin(%)sin(%). (37)

an—1

Luvusta n € Ny riippumatta lauseke (37) on vélin 7,, sulkeumassa [2—”, n ] jatku-
vien funktioiden tulona jatkuva. Osoitetaan, ettd tdméan suljetun vélin padtepisteissa
lauseke (37) saa arvon 0 rippumatta luvusta n € Nj. Silloin funktion Y jatkuvuus

tiedetdédn vélien I, sisépisteiden lisiksi vélien padtepisteissd. Lauseke (37) saa valin

2w
an

I,, vasemmassa paatepisteessa == arvoksi

C;in -sin(ﬂ) -sin(%) =0,
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2

an—1

arvoksi

seka valin I, oikeassa paatepisteessa

CnQp—1 . . m
- sin (an) - sin = 0.
2 Ap—1

Siis funktion jatkuvuus tiedetdén origoa lukuunottamatta.
Valilla <0, i—g] pétee arvio

C—nsin<%>sin<§>‘ < C—nsin<£> <o TG (38)

T‘:
‘(x)x 2 2 M) =T T

Indeksi n € Nj riippuu muuttujan x arvosta siten, ettd ¢, — 0, kun x — 0. Siis
péitee T(xz) — Y(0) = 0, kun x — 0 eli funktio on jatkuva origossa. Jatkuvuus on
todistettu valilla [0, w]. Koska funktio Y on 27-periodinen seké kaikilla € R pétee
T (—z) = Y(z), on funktio jatkuva joukossa R. O

Osoitetaan seuraavaksi, ettd funktion T Fourier’n sarja hajaantuu origossa. Idea-
na on valita funktion T Fourier'n sarjan osasumman s,, osajono s,, ja osoittaa, etta
osajono hajaantuu. Taméan seurauksena alkuperdinen osasumme s,, ei suppene, vaan

hajaantuu. Osajonon hajaantuminen osoitetaan hyodyntamaélla Lemmaa 9.2.

Lemma 9.2. Olkoon z; € R kaikilla ¢ € Ny. Jos y,, = Z?zl x;, niin saadaan arvio

n
> fag] =D faal.
i#]j
Todistus. Koska xj, = v, — ZZHC x;, niin

yn_zxi

ik

e

itk

n
D

itk

|| = < [yl +

mista saadaan viite O

Lemman 9.2 avulla voidaan osoittaa, ettd termi |y,| hajaantuu, kun termi ||

kasvaa huomattavasti nopeammin kuin summatermi » 7", |z;.

Lause 9.3. Funktion T : R — R Fourier’'n sarja hajaantuu origossa.

Todistus. Funktio YT toteuttaa Lauseen 5.6 ehdot, joten osasumma s,(0) voidaan

ilmaista konvoluutiona

52(0) = (D # ) (0) = % /_ " DL (1) dt.
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Koska D,,(—x) = D,(z) ja T(—x) = Y(x) patee kaikilla n € Ny ja x € R, voidaan

integraali ilmaista muodossa

%/Z%@nwmzl/wzﬁiﬁﬁﬂww

T sin(3¢)

Osoitetaan, etté osasummien s,(0) osajono s, (0) hajaantuu, missi v, = 2. Koska

luku ay, on pariton, kuuluu v, luonnollisiin lukuihin kaikilla k& € Ny. Kun muistetaan,

etté vililla [i—” ﬂ funktion arvo on 0 saadaan termille s,, lauseke

27

= . a_t T o agt
R k@(”T@ﬁ+l/snb)ﬂwﬁ
2

1
n st
2= sin(5t)

2r ajt agt
_ L Sl.n< 2 L) dt + — Z/ Sm( 2 >T(t) dt
™ I

Lemman 9.2 perusteella voidaan muodostaa lauseke

/I k %sm?(agt) dt‘ /0 “ 8;21((?:)) T(t) dt
—Z ‘sm< )Si (agt) dt| .

Osoitetaan, ettd epayhtalon oikeapuoli hajaantuu kohti déretontéd, kun k& — oo.

750, | 2

(39)
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Identiteetti sin® (%) = %(1 - cos(x)) voidaan johtaa kaavojen (9) ja (10) avulla.
Identiteetin avulla saadaan lausekkeen (39) ensimmaiselle termille helpommin ar-

vioitava lauseke

/Ik c?ksmz<a7ﬂ> dt‘ :/Ik %Sin2<a§t> gt — /Ikct_k%<1—cos(akt>> dt

Cr, 1 Cr, COs (akt)

_a [ Lo e [oeoslat) e [ L
=3 Iktdt 2/, " dt = 21n(wk) S /Ik 2 sm(akt) dt.

Viimeinen yhtdsuuruus seuraa, kun vahennettava termi osittaisintegroidaan. Nyt

ensimmaiselle termille saadaan arvio

% iz (W % 1
/Iktmn(z)dt‘zz 2ak/ dt

& 1
= gln(wk) - ﬁ(l - —) 5ln(wk) - E (40)

Wk

Lausekkeen (39) toiselle termille saadaan arvio

/0 @T(?ﬁ) dt s/o @ ] dt

sin(3¢)

agt
2

kaavan (26) perusteella ‘sm( )| =sin(3¢) > L. Témén perusteella

Integroimisvililla péatee osoittajalle arvio |Sln( ‘ = sm( ) < a’“t ja nimittajalle

2r Isin “—kt> 2z 2
/k <— T de< [TEE 1) d < (41)
0 sin(5t) o 2 2

Viimeinen epéyhtalo toteutuu, koska kaavan (38) perusteella integroimisvalilld on

voimassa arvio |Y(z)| < %.

Lausekkeen (39) kolmannelle termille saadaan arvio
— ¢ a;t a t
Z / —sm( 5 )Sln( M) at
j,l it

dt = Z/ S gt = cjln(wj). (42)

Yhdistdmalla epéyhtélot (39) — (42) saadaan arvio

|7rsvk‘ > %ln(wk) - Z—; — % - chln(wj).
j=1



Osoitetaan, ettd osasumma s,, hajaantuu nédyttamaélla, ettd epayhtalon oikea puoli

hajaantuu kohti dédretonta, kun k£ — oo.

T e SR
~ Jim (L (316k)—ﬁ—%—j_i 1n(j;6j)>
- (M - e 2 )
“tin (" ) T )
S R N E R
S

Ensimmainen termi lahestyy ddretonta, kun kaksi seuraavaa termié lahestyvat nol-
laa. Viimeinen termi pysyy vakiona. Tarkastelun perusteella osasumma s,, hajaan-

tuu. Eli jatkuvan funktion T : R — R Fourier'n sarja hajaantuu origossa. O]
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