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Téamén tutkielman péaétavoitteena on esitelld yksi mallityyppi, jonka avulla voidaan
tutkia metapopulaatioiden ominaisuuksia. Metapopulaatiomallissa elion elinympé-
risto on jakautunut elinkelpoisiin alueisiin eli laikkuihin. Laikkujen ulkopuolella oleva
ymparisto on elinkelvotonta elille. Laikkujen vélilla voi olla muuttoliiketta. Tutkiel-
massa tutkitaan erityisesti mallia, jossa on kaksi laikkua. Mallityypiksi on valittu
diskreettiaikainen malli.

Tutkielmassa maéritelldéan ensin diskreettiaikainen metapopulaatiomalli. Sen jal-
keen tutkitaan mallin kayttaytymista seké kiintopisteesséa ettéd jaksollisilla radoilla.
Luvussa nelja kasitellddn muuttoliiketta kiintopisteessa seké 2-jaksollisella radalla.
Luvussa nelja saadaan tulos, jonka mukaan muuttoliikke ei ole aina kannattavaa.
Tutkielmassa lasketaan analyyttisia tuloksia sekd tehddan numeerisia tarkasteluja
Mathematica- ja R-ohjelmiston avulla.

Asiasanat: metapopulaatio, diskreettiaikainen metapopulaatiomalli, mallin dyna-
miikka, muuttoliike.
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1 Johdanto

Dynaamisessa peliteoriassa tutkitaan adaptiivisia dynaamisia systeemejé, joiden
avulla pyritdan mallintamaan esimerkiksi elididen kasvua sekd tutkimaan, miten
elididen strategiat muuttuvat luonnonvalinnan seurauksena evolutiivisessa ajassa.
Adaptiivisen dynamiikan teorioita voidaan soveltaa myos muihin aloihin kuin biolo-
giaan, esimerkiksi sosiaalitieteisiin ja taloustieteeseen. |[1]

Eliot lisdéntyvit suvullisesti tai suvuttomasti. Suvullinen lisédntyminen tarkoit-
taa lisddntymistd sukusolujen avulla. Suvullisessa lisdédntymisessa jalkeldisten peri-
méa on yhdistelm& vanhempien perimaé. Suvuton lisdéntyminen tarkoittaa taas li-
sddntymista ilman sukusoluja. Suvuton lisédntyminen tuottaa jélkeldisié, jotka ovat
perimaltadn kopioita vanhemmistaan. Jalkeldisten periméssa voi tapahtua virheita,
joita kutsutaan mutaatioiksi eli poikkeamiksi vanhemman geeniperimasta. Tama
mahdollistaa elididen kehittymisen erilaisiksi. My0s ympéristé voi muokata elidita.
Osa mutaatioista on hyodyllisia elion selviytymisen kannalta ja osaa mutaatioista
luonnonvalinta suosii. Mutaatiot voivat myo6s olla haitallisia ja johtaa elion suku-
puuttoon. [2]| Téssé tutkielmassa tutkitaan diskreettiaikaista metapopulaatiomal-
lia, jossa on aarellinen maéré laikkuja. Metapopulaatiomallien avulla voidaan tut-
kia elididen kasvua, kun elididen kasvuympéristo on jakautunut laikkuihin. Laikku
on elinkelpoinen asuinymparisto. Ne voivat olla eri kokoisia ja kaikki laikut yhdes-
s muodostavat laikkusysteemin. Téssé tyossé laikkujen méara on rajattu kahteen.
Laikkusysteemissé on laikkujen vélilla erilaisia yksildiden muuttoliikereitteja. Muut-
toliiketta tapahtuu laikkujen valilla, kun yksilot joko muuttavat tietysta laikusta
pois tai muuttavat laikkuun sisdén. Muuttoliike on riskialtista ja sithen voi meneh-
tya. Mallissa méaritelladn myos todennékoisyys sille, etta ylipadtaan muuttoliiketta
tapahtuu laikkujen valilla. [1]

Paikallinen populaatio muodostuu laikussa eldavien yksiloiden joukosta. Metapo-
pulaatio taas muodostuu paikallisten populaatioiden populaatioista. Populaatioita
voi olla erilaisia. Residenttipopulaatio on populaatio, jossa kaikki yksilét noudatta-
vat samaa strategiaa. Residenttiyhteisoksi kutsutaan sellaisia residenttipopulaatioi-
ta, jotka noudattavat eri strategioita. Residenttipopulaation oletetaan olevan att-
raktorilla eli esimerkiksi positiivisella kiintopisteella tai jaksollisella radalla. Téassa
tutkielmassa tarkastellaan attraktoreina positiivista kiintopistetta seka 2-jaksollisia
ratoja. Jos mutantteja syntyy, ne voivat tehdd invaasion paikalliseen populaatioon.
Invaasio tarkoittaa tilannetta, jossa pieni mutanttipopulaatio kasvaakin suureksi. [1]

Téssa tutkielmassa oletetaan muutamia adaptiivisen dynamiikan perusoletuksia,
jotka Geritz ym., 1998 ovat esitelleet ja jotka esitellaén myos Dynaamisen peliteoria
-kurssin luentomonisteessa. [1]

1. Yksilot lisdantyvat suvuttomasti
2. Strategia on yksilon ilmiasu eli fenotyyppi
3. Mutaatiot ovat harvinaisia, satunnaisia seké pienia

4. Mutaatio voi tapahtua residenttipopulaation ollessa attraktorilla



Tutkielman tarkoituksena on esitella yksi metapopulaatiomalli ja erityisesti tut-
kia, miten muuttoliike vaikuttaa malliin. Muuttoliiketta on tutkittu luvussa 4. Tyos-
sé on piirretty kuvaajia Mathematican internetversion Wolfram Cloud (versio 1.61.2.3)
avulla sekéd simulointeja on suoritettu Wolfram Player (versio 12.3.1.0) avulla. Myo6s
RStudiolla (versio 1.4.1717) on kirjoitettu koodia. Tyon pédldhteind on kdytetty
Kalle Parvisen kirjoittamaa Dynaamisen peliteoria -kurssin luentomonistetta 1] se-
ki Kalle Parvisen artikkelia Fvolution of Migration in a Metapopulation|3], joka on
julkaistu vuonna 1999.



2 Diskreettiaikainen metapopulaatiomalli

Matemaattisia ongelmia, jotka koskevat esimerkiksi epidemiologiaa, voidaan tut-
kia metapopulaatiomallien avulla. Metapopulaatiomallissa ympéristd on jakautunut
laikkuihin, jotka ovat tarkasteltavan elion kannalta elinkelpoisia asuinalueita. Yksin-
kertaisimmillaan voidaan tutkia tilannetta, jossa laikku on ihminen ja tutkittava elio
on virus, joka voi tarttua ihmiseen. Voidaan esimerkiksi tutkia, miten nopeasti virus
voi tarttua ihmisestd ihmiseen tai ihmisryhmien valilla.

Vincenzo Capasson ja Daniela Moralen artikkelissa Mathematical models for HIV
transmission among injecting drug users (2005) [4], tutkitaan HIV-infektion levié-
mistd suonensisiisten huumeiden kayttdjien keskuudessa. Artikkelissa on esitetty
monia ldhestymistapoja ongelman mallintamiseen. Yksi tapa on jakaa koko popu-
laatio osapopulaatioihin, jotta voidaan mallintaa sosiaalisia tekijoitd kuten maan-
tieteellistd sijaintia, ikdd ja ruiskujen jakamisen tasoa. Koko populaatiota voidaan
pitda siis metapopulaationa.

Téassd tutkielmassa tutkitaan teoreettisesti diskreettiaikaista metapopulaatio-
mallia ja sen ominaisuuksia. Oletetaan, ettéd diskreettiaikaisessa mallissa on &érel-
linen méara laikkuja. Laikkujen maara yleisessad tapauksessa olisi n, mutta téssa
tutkielmassa tarkastellaan tilannetta, jossa laikkuja on vain kaksi kappaletta. Koska
laikkuja on aérellinen méara, katastrofien vaikutusta ei tutkita ollenkaan. Tamé joh-
tuu siitd, etta darellisessé ajassa katastrofeista johtuva sukupuutto sattuisi todenné-
koisyydella yksi. Oletetaan siis ettei katastrofeja tapahdu. Tamén luvun paaldhteené
on kéytetty lahdettd [1].

Yleinen n:n laikun malli, jossa kuvataan residentin kasvua, voidaan kirjoittaa
muodossa

$;k = (L —mjp) fe(wp)or + 0 Zpkimj,ifi(xi>xj7i' (1)

=1

Yhtélon (1) vasemmalla puolella oleva termi x; ;. tarkoittaa, ettéd lasketaan resident-
tipopulaation, jonka strategia on s;, populaatiokoko laikussa £ seuraavalla ajan het-
kella. Residentin populaatiokoko seuraavalla ajanhetkelld koostuu niista yksiloista,
jotka eivit muuttaneet pois laikusta ja lisdantyivat siella seké niistd uusista yksilois-
td, jotka maahanmuuttivat laikkuun k.

Yhtélon (1) oikealla puolella oleva termi (1 — m, ;) kertoo sen osuuden popu-
laatiosta, joka ei muuttanut pois laikusta k£ ja noudattaa strategiaa s;. Taéma osuus
kerrotaan lisddntymiselld ennen muuttoa, eli termilld fi(zg)zk, johon vaikuttaa po-
pulaation koko viime ajan hetkelld seké valittu kasvumalli. Kasvumalleja on erilaisia
muun muassa Rickerin malli sekd Bevertonin ja Holtin malli.

Summalauseke yhtélossé (1) kertoo sen osuuden yksiloista, jotka muuttavat laik-
kuun k. Summalauseke summaa kaikkien laikkujen yli eli myos laikun £ yli. Summan
sisdlla oleva luku py,; tarkoittaa sitd todenndkoisyytta, ettd laikusta ¢ pois muutta-
nut yksilo muuttaa laikkuun k. Myos luku m;; on todennéakdisyys. Se kertoo sen,
kuinka moni strategiaa s; noudattava yksilo muuttaa pois laikusta 7. Namé toden-
nékoisyydet kerrotaan vield silla populaation koolla, joka on laikussa ¢ lisdédntymisen



jalkeen ennen muuttoa. Koko summalauseke kerrotaan todennékoisyydelld 6, joka
kertoo sen osuuden muuttajista, jotka selvidvat hengissd muutosta.

Luvut pg;, m;; ja 6 kuuluvat vélille [0, 1], koska ne ovat todennékoisyyksid. Kui-
tenkin, jos 6 saa arvon nolla, se tarkoittaisi sitd, ettd kaikki muuttajat kuolevat
aina muuton aikana. Tama tilanne ei ole mielenkiintoinen tutkittavaksi, joten ole-
tetaan, ettd § > 0. Kun n=2, malli voidaan kirjoittaa seuraavaan muotoon yhtalon
(1) perusteella

{ = (1= mi) fa)wia + Opuma fie)a + pumjafo(ea)asa)

Ti9 = (1 —mya) fa(za)xjo + O(p2army f1(21) 21 + paamyja fo(w2)z)2)

N 117; (1 —=mj1 + Opiimya) fr(z1)zj0 + Opaimja fo(r2) )2 (3)
x; = (1 = myj2 + Opaom2) fa(@a)xjo + Oparmyq fr(x1)xj1.

Malliin voidaan tehdé erilaisia oletuksia, jotka yksinkertaistavat yhtéaloita. Yksi
oletus on, ettd muuttoliikeintensiteetti, m;, ei riipu laikusta, jossa asutaan eli ter-
mistd haviaa alaindeksi k. Talloin muuttoliikeintensiteetti riippuu ainoastaan stra-
tegiasta s;. Toinen oletus, joka voidaan tehdd muuttoliikkeeseen liittyen on se, etta
kaikkiin laikkuihin voidaan muuttaa yhtéa todenndkoisesti. Kun ndma kaksi oletusta
tehdddn, yhtélo (3) saadaan muotoon

x;',l = (1 m; + 07 ) fi(wy)x;q + 052 5L fa(w2) x50 (4)
Z‘;"Q = (1 mj + 8 ) fQ(LEQ).’E] 9+ 9 fl(:cl)a’;j 1-

Termi py; on siis korvattu oletuksella, etta kaikkiin laikkuihin voidaan muuttaa yhtéa
todennékoisesti, myos siis sithen laikkuun, josta on lahdetty. Kahden laikun mallissa
saadaan tulokseksi pg; = % = %

Mallia voidaan edelleen yksinkertaistaa olettamalla, ettd populaatioissa on ai-
noastaan yksi strategia ldsnd. Yhtélostd (4) poistuvat alaindeksit, jotka kertovat

strategian, koska s;= 1. Saadaan siis malliksi
/2 (1—m+9m) fg( )1’24—9%]81(1'1)!131

Metapopulaatiomallissa tulee valita myos kasvumalli, jonka mukaan paikalli-
nen populaatio kasvaa. Yksi hyvin tunnettu kasvumalli on eksponentiaalisen kas-
vun malli, joka olettaa, ettd muutosnopeus yksiloa kohti on vakio. Malli on muotoa
f(z) = rz. Parametri r on sisdinen kasvunopeus. Jos r > 1, niin populaatio kas-
vaa eksponentiaalisesti. Jos taas r < 1, niin populaatio vihenee eksponentiaalisesti.
Tama kasvumalli ei kuitenkaan ole realistinen useissa tilanteissa, koska ympariston
kantokyky ei yleenséd pysty kantamaan loputtomasti kasvavaa populaatiota. Logisti-
nen malli ottaa paremmin huomioon ympéaristén kantokyvyn. Kun populaation koko

€T

kasvaa riittavisti, sen kasvu alkaa hidastua. Kasvumalli on muotoa f(z) = ro(1—).

Ei kuitenkaan ole mielekéista tutkia tilannetta, jossa z > K, koska silloin f(x) < 0.

[5]



Téssa tutkielmassa analysoidaan tarkemmin mallin ominaisuuksia Rickerin mal-
lin sekd Bevertonin ja Holtin mallin avulla. Rickerin malli on muotoa

fi(zi) = rie” ", (6)

jossa parametri r, kuvaa jilkeldisten lukuméaraéd. Bevertonin ja Holtin malli on

puolestaan muotoa
«a

fz(xz) = 1 —i—ﬁxi’

jossa parametri « kuvaa jalkeldisten lukumééraa. 5]

(7)

3 Mallin dynamiikka

Mallin dynamiikan avulla voidaan tutkia, miten malli kiyttaytyy ajan kuluessa eri
parametrien arvoilla. On mielenkiintoista tutkia, paatyyko mallin dynamiikkaa att-
raktorille eli positiiviselle kiintopisteelle tai jaksollisille radoille. Tamé luku perustuu
lahteeseen [1].

Maaritelma 3.1. ([1]) Kuvauksen 2’ = g(x) kiintopisteet ovat pisteitd, joille toteu-
tuu ehto g(z) = x. Kiintopisteitd merkitédén notaatiolla x*.

Kiintopiste voi olla stabiili tai epéstabiili. Kiintopisteen stabiilisuutta voidaan
tutkia derivaatan avulla

(8)

()] < 1 kiintopiste on stabiili
=" 1> 1 Kkiintopiste on epéstabiili.

Maaritelma 3.2. (|1]) Kiintopiste z* voi kuulua myos k-jaksolliselle radalle. Jotta
x* kuuluu k-jaksolliselle radalle, tiytyy olla g*(z*) = z*. Kuvauksella g* tarkoite-
tataan iteroitua kuvausta, joka voidaan esittii gf(x) = ¢* " (g(x)) = g(g(...9(x))),
missi ¢'(z) = g(z) ja ¢°(z) = .

Nyt k-jaksollisen radan stabiilisuus pystytdan selvittamaén vastaavasti kuin kiin-
topisteen tapauksessa, koska k-jaksollisen radan pisteet ovat iteroidun kuvauksen
g"(z) kiintopisteitii. Saadaan siis tulos

(9)

{< 1 jaksollinen rata on stabiili

> 1 jaksollinen rata on epéstabiili.

3.1 Kiintopistedynamiikka

Tutkitaan mallin dynamiikkaa symmetrisessa kiintopisteessé kahden eri kasvumallin
avulla. Kasvumalleina kiytetddn Rickerin mallia sekd Bevertonin ja Holtin mallia.
Tutkitaan dynamiikkaa yht&lon (5) mukaisessa mallitilanteessa. Oletetaan siis, etté
muuttoliikeintensiteetti ei riipu asuinlaikusta, kaikkiin laikkuihin voidaan muuttaa
yhta todennékoisesti ja mallissa on ainoastaan yksi strategia lasné. Tehdaan viela li-
séoletus kasvufunktioon liittyen. Oletetaan laikut ekologisesti identtisiksi eli saadaan
fi(z) = f(z) kaikille i = 1, 2.



3.1.1 Rickerin kasvumalli

Kayttamalla Rickerin mallin mukaista kasvufunktiota, f;(xz;) = r;e”7% saadaan
yhtélo (5) muotoon

{35/1 =1 -—m+0%)re " a; + 0%re "2a, (10)

zy = (1 —m+0%)re 2z + 0%re " ay.

Rickerin mallin skaalaustekijan v on valittu olevan yksi. Oletetaan, etté jollain het-
kellé populaatio on symmetrisessé tilassa eli z; = x, jolloin yhtélot saadaan yhdis-
tettyd yhdeksi

r = (1 —m + 9%) re *x + 9%7”6_90%
=7 = (1—m+9%+9%> re g (11)
=1 = (1 —m+0m)re "z = ().

Nyt populaation dynamiikasta l6ytyy positiivinen symmetrinen kiintopiste (z*, ..., z*).
Kiintopiste x* saadaan laskettua ratkaisemalla

l(x) =x. (12)

Ensimmainen ratkaisu on x = 0. Toinen ratkaisu saadaan ratkaisemalla yht&lo

(1 —=m+0m)re ® =1. (13)
Saadaan siis
= = !
<= r(l —m+6m)

1 ) (14)

= —zr=1
re (7’(1 —m+6m)

= z=In(r(l —m+6m)).
Merkitagan

z* =In(r(1 —m+60m)) = In[r*]. (15)
Kiintopisteen tulee olla ei-negatiivinen, jotta sita olisi mielekésta tutkia. Piste z = 0
tarkoittaa, ettd populaation dynamiikka on nollassa. Positiiviseksi kiintopisteeksi
saadaan siis In[r*], kun 7* > 1.

Symmetrisen kiintopisteen lokaalia stabiilisuutta voidaan tutkia Jacobin matrii-
sin avulla. Kun laikkuja on kaksi, muodostetaan yhtilo z; = g;(21, 25), missé

g1(x1,29) = (1 —m 4+ %) re “txy + 9%7’6’“1’2. (16)

Jacobin matriisia varten lasketaan funktion g; (1, x2) osittaisderivaatat. Muuttujan
1 suhteen laskettu osittaisderivaatta on

ag m 0 —a m 0 —xo
o = (L= +0%) g, (re70) + 05 50 (e~ (17)
891 - m —x1

= Py (1—m—|—85> re” (1 — ).

6



Muuttujan x5 suhteen laskettu osittaisderivaatta taas on

@91 0 1 m 0 —x2

8@ ( ) 97 (re :cl) + 9—a—x2 (re xz) s
L 9 re=2(1 — ).

8352

Osittaisderivaatat funktion g, suhteen ovat symmetriset, joten Jacobin matriisiksi
saadaan
l—m+0%)re ™ (1 —x 0%re (1 —x
J— ( 2 ) ( 1) 2 ( 2) (19)
03re 1 (1 — 1) (I—m+0%)re (1 — x,)

Kun xy = x5, Jacobin matriisi on symmetrinen.

Lause 3.3. Kun kyseessd on (2 X 2)- symmetrinen matriisi, ominaisarvot voidaan
laskea kaavalla \; = a £ b.

Todistus. Symmetrinen matriisi on muotoa

)

Muodostetaan karakteristinen yhtéalé determinantin avulla ja lasketaan ominaisar-
vot. Saadaan

a— A b
b i
T (20)
= (a—N?=b0*=0
= a2 —2a\+ N -2 =0.
Toisen asteen ratkaisukaavan mukaan ominaisarvot ovat
\ = 2a + \/(—2a)? — 4(a? — b?)
2 (21)
2a + v/4a2? — 4a% + 462 2a+2b
2 2
Siis (2 x 2)- symmetrisen matriisin ominaisarvot voidaan laskea lisaamaélld ja vihen-
tamalld diagonaalialkiosta ei-diagonaalialkio. O
Lauseen 3.3 mukaan ensimmaiseksi ominaisarvoksi saadaan
m m
AN = <1—m—|—9—> re*(l—x)+0—re*(1—x
1 3 e (=) + 05 e (1~ ) )

=M =(1-m+60m)re”*(1 —z).

7



Kun sijoitetaan x = z*, saadaan

A = (1 —m + 0m)re™) (1 — In(r*))
= A\ = (1 —m + Om)re™ =m0 _In((1 —m + 0)m)) (23)
=N =11-In((1—=m+6m)r)) =1—1In(r").
Kiintopiste on stabiili, jos kaikille ominaisarvoille patee |\;| < 1. Saadaan siis
1 —In(r*)|< 1= 1In(r*) <2 =1r* < ¢ (24)

Toinen ominaisarvo on

Ay = (1 —m+ 9%) re *(1—x)— H%Te_z(l — )

(25)
=X = (1—m)re *(1 —x).
Sijoittamalla taas * = z*, saadaan
1— 1—
o T (1-2) o (26)

1—m+6m T l—m+6m”"
Huomataan, ettd ominaisarvo Ay = a\;, missé kerroin a kuuluu vélille (0, 1). Témé&n
perusteella tiedetdén, ettd jos |A;| < 1, niin my6s |Ao| < 1. Positiivinen kiintopiste
on stabiili, jos 1 < r* < €2

Tutkitaan, miltd malli ndyttaa parametrien eri arvoilla. Kaikki tdmén tyon kuvat
on piirretty Mathematica-ohjelman avulla. Liitteestd A 16ytyy luvussa 3.1 kdytetyt
komennot. Kuvassa 1 (a) on piirretty violetilla kiyra y = I(x), jossa [(x) muodostuu
kaavan (11) mukaan. Parametrien arvoiksi on valittu m = 0,9, 6 = 0,5 ja r = 3.
Yksilon muuttoliiketodennékoisyys on siis erittdin suuri, 0,9, ja muutosta selviyty-
mistodennékdisyys on 0, 5. Kaavan (15) mukaan r* = 1,65. Positiivinen kiintopiste
on stabiili, koska 1 < r* = 1,65 < e%. Funktio /(z) on muotoa

l(x)=1,65-2-¢e".

Funktion /(z) yksi kiintopiste on nollassa ja toinen kiintopiste saadaan kaavan
(15) avulla ratkaistua

z* =In(1,65) ~ 0, 501.

Kuvaan 1 (a) on piirretty myos suora y = x. Suora leikkaa kiyran y = [(x) tdsmélleen
positiivisen kiintopisteen seké kiintopisteen nolla kohdilla.

8
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(a) Rickerin kasvumalli, jossa (b) Positiivisen kiintopisteen
on stabiili kiintopiste. kohdalle on piirretty tangentti.

Kuva 1: Rickerin kasvumalli parametrien arvoilla m = 0,9, § = 0,5 ja r = 3, jolloin
r* =1,65.

Stabiilisuuden pystyy havaitsemaan myos kuvasta piirtdmalla tangentin kiinto-
pisteen kohdalle. Kuvassa 1 (b) on piirretty tangentti [6] kaavalla

y=1z")+1'(z")(x — x¥). (27)

Funktion [(x) derivaatta on

Nz)=(1=m+0m)r(e ™ —xe ™) =1r" (7% —xe™™) (28)
Derivaatan arvo positiivisessa kiintopisteessa on siis

I'(z) =1,65- (e %" — 0,501 - e ") =~ 0, 499.
Funktion [ arvo kiintopisteessa on
1(0,501) = 1,65 - 0,501 - e~ %"t ~ 0, 501.
Kaavan (27) mukaan tangentin yhtéloksi saadaan siis
y =10,501+0,499 - (z — 0,501) = 0,499z + 0, 251.

Kuvasta 1 (b) nihdéén, ettd tangentti on nouseva. Koska tangentti on mustalla
piirretyn suoran, y = z, alapuolella, kun x > 0,501, niin tangentin kulmakerroin on
pienempi kuin yksi. Néiden havaintojen avulla voidaan péaételld, ettd positiivinen
kiintopiste on stabiili. Koska positiivinen kiintopiste on stabiili, populaatio paatyy
sinne ajan kuluessa eiké poistu stabiilista tilasta.

Kuvassa 2 (a) on piirretty vihreélla kiyra y = [(x), jossa [(x) muodostuu kaavan
(11) mukaan. Parametrien arvoina on nyt m = 0,1, § = 0,9 ja r = 10. Yksilon
muuttoliiketodenndkoisyys on siis erittdin pieni, 0,1. Muutosta selviytymistoden-
nakoisyys on taas erittdin korkea, 0,9. Kaavan (15) mukaan saadaan r* = 9,9.
Positiivinen kiintopiste ei ole stabiili, koska r* = 9,9 > ¢ Funktio /(z) on nyt
muotoa

l(z)=9,9-z-¢".

Funktion [(x) yksi kiintopiste on nollassa ja toinen kiintopiste saadaan kaavalla
(15) ratkaistua

2" =1n(9,9) ~ 2,293.



Kuvaan 2 (a) on piirretty liséksi suora y = x, joka leikkaa kiyran y = I(z) kiinto-
pisteiden kohdilla.

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

(a) Rickerin kasvumalli, jossa (b) Epéstabiilin kiintopisteen
on epéstabiili kiintopiste. kohdalle on piirretty tangentti.

Kuva 2: Rickerin kasvumalli parametrien arvoillam = 0,1, 8 = 0,9 ja r = 10, jolloin
r*=9,0.

Kuvassa 2 (b) on piirretty positiivisen kiintopisteen kohdalle punaisella tangentti.
Tangentin yhtélo on kaavan (27) mukaan nyt

y=2,293 1,293 (z — 2,293) = —1, 293z + 5, 256.

Kuvasta 2 (b) huomataan, ettd tangentti on laskeva. Lisdksi kuvaan 2 (b) on piir-
retty suoraa y = x kohtisuorassa oleva sininen suora. Kun verrataan sinistd suoraa
ja punaista tangenttia, huomataan, ettd tangentin kulmakerroin on pienempi kuin
—1. Siita voidaan padatelld, ettd positiivinen kiintopiste ei ole stabiili. Populaatiody-
namiikka ei paady siis kiintopisteeseen vaan jaksolliselle radalle. Jaksollisia ratoja
kasitelladn tarkemmin luvussa 3.2.

Kuvassa 3 (a) on piirretty oranssilla kiyrd y = [(x) seké suora y = z. Parametrien
arvoiksi on valittu m = 0,1, 6 = 0,9 ja r = 3. Nyt kaavan (15) mukaan saadaan
r* = 2,97. Positiivinen kiintopiste on siis stabiili. Funktio {(z) on nyt kaavan (11)
mukaan muotoa

l(z)=2,97 -2 - ".

Funktion [(z) yksi kiintopiste on pisteessd z = 0. Funktion [(z) toinen kiintopiste
on kaavan (15) mukaan

" =1n(2,97) ~ 1,089.
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(a) Rickerin kasvumalli, jossa (b) Stabiilin kiintopisteen koh-
on stabiili kiintopiste. dalle on piirretty tangentti.

Kuva 3: Rickerin kasvumalli parametrien arvoilla m = 0,1, § = 0,9 ja r = 3, jolloin
r* = 2,97.

Kuvassa 3 (b) on piirretty punaisella suoralla tangentti kiintopisteen kohdalle.
Tangentin yhtéloksi saadaan kaavan (27) mukaan

y=1,089 — 0,080 - (z — 1,089) = —0, 089z + 1, 186.

Liséksi taas on piirretty siniselld suora, joka on kohtisuorassa suoran y = x kanssa.
Kuvasta 3 (b) huomataan, ettd tangentti on laskeva. Kun verrataan sinistd suoraa
ja punaista tangenttia, huomataan, ettd tangentin kulmakerroin on suurempi kuin
—1. Positiivinen kiintopiste on siis stabiili ja populaatiodynamiikka tulee paatyméan
sinne.

3.1.2 Bevertonin ja Holtin kasvumalli

Tutkitaan vield Bevertonin ja Holtin mukaista kasvufunktiota, f;(x;) = T4s;- Yhtalo

(5) saadaan muotoon

(29)

{xl = (1 —m+9m)1+"‘ﬂx1m1 + 0% 1+Bzz

= (1 —m—|—9’;‘)1+0‘5mx2 +92 1+ﬁx1 xI1.
Oletetaan taas, ettd populaatio on jollain hetkelld symmetrisessé tilassa, jolloin yh-

talot saadaan muotoon

(6% m (6%
1—m+62 m
( me )1+5m+ 21+ B
)-

p(z

(30)

:>xl:(1—m+€m)1+ﬁx

Edelleen piste z* = 0 on mallin yksi kiintopiste. Toinen kiintopiste l10ytyy ratkaise-
malla yhtalo

(1—m+6m)

a
1—1—,395:
= (1-m+6m)a=1+px
= fr=(1-m+0m)a—1
(I—m+6m)a—1

5 :

(31)

= T =

11



Merkitaan kiintopistetta

l—-m+6ma—-1 o —1
= ( ) = . (32)
g 5
Kiintopiste on positiivinen, kun o* > 1.
Tutkitaan symmetrisen kiintopisteen, (

a*—1 a*-1
) g’ B
sin avulla. Muodostetaan funktio x; = g;(x1, x2), missé

), stabiilisuutta Jacobin matrii-

a m o«
1— 0— > 0——15.
g1(x1,m0) = ( m + 1+5$1I1 + 5 1 +ﬂx2x2 (33)

Seuraavaksi lasketaan osittaisderivaatat funktiosta g;. Osittaisderivaataksi muuttu-
jan z; suhteen saadaan

391 0 1 m 0 T
Oz, (1—m—|—9 ) 8:(;1 (1+5a:1)+93a6_x1(1+5:c2>

(34)
(1 + ﬁxl) - Jflﬂ «
=(1- — 1— _
(1-m+03)a (11 prr)? = (1-m+o3 >(1+ﬁx1)2
Osittaisderivaataksi muuttujan zo suhteen taas on
oq 0 1 m 0 T
291 (= o
0T ( m+03 ) 8:62 (1+ﬁx1)+92&8x2 (1—1—5:62) (35)
_gn__
2 (14 Bx9)?

Osittaisderivaatoissa ndkyy siis ensin kerroin, joka kuvaa laikuista poismuuttoa ja
sen jilkeen kasvufunktion derivaatta. Funktio g ja sen osittaisderivaatat ovat sym-
metriset.

Jacobin matriisiksi saadaan siis

(1—m+02) ey 0% s
J= [ 2/ (14pz1)? (1+Bz2)? (36)

0% arome (1 =m+0%) a5y

Kun oletetaan, ettd x; = x5, Jacobin matriisi on symmetrinen. Ensimmaiseksi omi-
naisarvoksi, A\;, saadaan lauseen 3.3 mukaan

(67 m «

0150 207 oy
0]
(14 Bx)?

Tehdéén sijoitus x = x*, jolloin ominaisarvoksi saadaan sieventamisen jélkeen
=(1—m+0m)

(145 <a*ﬂ_1>>2 et (38)

Q@ 1 1
= O e gmaP ~ T=m+0ma o

= (1 —m—l—@%) -
=(1—m+0m)

A= (1—m+6m)

12



Kiintopiste on stabiili, jos ominaisarvoille pétee |\;| < 1. Kun o* > 1, ominai-
sarvo Ay kuuluu avoimelle vélille (0,1). Toiseksi ominaisarvoksi saadaan

o= (1=m+02) 2 0
g —m —_— - —_—
i 2/ (14 f)? "2 (1+ fu)? 29
1 my— O (39)
=1-m)——.
(1+ px)?
Tehdééan jalleen sijoitus x = x*, jolloin saadaan
Q@ a
A= (1— =1-m)—
2= (1-m) (1_1_6(&*_1))2 ( m)(1+a*_1)2
’ (40)
(1 ) a I (1-m)a
— —_— m = — .
(I =m+6m)a)? o (1 —m+6m)a
Nyt tiedetaén, etta al kuuluu vilille (0,1). Riittda siis, ettd tutkitaan termia
1—
Uomo |y (41)
(1—m+6m)a
josta kerroin «v vield supistuu pois. Yhtalosta (41) huomataan, etta
(1—m)
— > 42
1—m+60m — "~ (42)

koska osoittajassa oleva termi 1 —m on ei-negatiivinen, kun parametri m € [0, 1). Li-
saksi mallissa on maaritelty, ettd parametri 6 € (0, 1]. Lauseke on siis aina suurempi
kuin nolla. Stabiilisuuden yldrajan ehto on talloin voimassa. Tutkitaan seuraavaksi
alarajan ehtoa

1—m
EEES—— |
1—m+60m —
= 1-m<l—m-+6m (43)
= Om > 0.

Myos alarajan ehto toteutuu. Tuloksena saadaan siis, ettd kun positiivinen kiinto-
piste, z* = =L on olemassa, se on stabiili.

Tutkitaan taas numeerisesti, miten malli kdyttaytyy. Kuvassa 4 on piirretty vio-
letilla kiyrd y = p(z). Funktio p(z) muodostuu kaavan (30) mukaan. Valitaan sel-
laiset parametrien arvot, joilla sekd yksilon muuttotodennékoisyys ettd muutosta
selvidmisen todennékéisyys ovat hyvin suuria, 0,9. Lisdksi valitaan kasvufunktion
parametreiksi « = 6 ja = 0,5. Kaavalla (32) voidaan ratkaista o = 5,46. Kiin-
topiste on siis stabiili, koska a* > 1. Populaatiodynamiikka péaétyy positiiviseen
kiintopisteeseen. Funktioksi p(x) saadaan siis

5,46

R
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Funktion p yksi kiintopiste on nollassa ja toinen voidaan ratkaista kaavalla (32)

. 9,45—-1

=

Kuvaan 4 on piirretty lisiksi mustalla suora y = x. Suora leikkaa kdyrén y = p(z)
kiintopisteissé.

—8,92.

15

10

7 4 6 8 10 12 14
Kuva 4: Bevertonin ja Holtin kasvumalli parametrien arvoilla m = 0,9, 8§ = 0,9,
6=0,5jaa=06.

Kuvasta 4 huomataan, ettd positiivisen kiintopisteen oikealla puolella funktion
kasvu on hidastunut ldhestulkoon olemattomiin.

Kuvassa 5 on tutkittu tilannetta, jossa m = 0,9, 0 = 0,1, « = 6 ja § = 0,05.
Parametri o* on nyt kaavan (32) mukaan 1, 14. Positiivinen kiintopiste on siis stabiili.
Funktio p on kaavan (30) mukaan

@) 1,14
r)=—_——01.
b (1+ 00, 5z)

Funktion p yksi kiintopiste on nollassa ja toinen saadaan kaavalla (32)
1,14 -1
2t 98

0,05

¥ =

20F
15

10

L L L L
5 10 15 20

Kuva 5: Bevertonin ja Holtin kasvumalli parametrien arvoilla m = 0,9, 8 = 0,1,
f=0,05 ja o = 6. Muuttuja x on valilla [0, 20].

Kuvasta 5 huomataan, ettd suora y = x menee pienilld x-akselin arvoilla ldhes
padllekkéin funktion p kanssa. Analyyttisen tarkastelun perusteella kuitenkin on ole-
massa positiivinen kiintopiste. Kuvassa 6 x-akselia on lyhennetty viliin [0, 4]. Kuvas-
ta 6 ndhdadnkin, ettd suora y = x leikkaa sinisen kdyrén positiivisen kiintopisteen
kohdalla.
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Kuva 6: Bevertonin ja Holtin kasvumalli parametrien arvoilla m = 0,9, 8 = 0,1,
B =0,05 ja o = 6. Muuttuja x on vélilla |0, 4].

3.2 Jaksollisten ratojen dynamiikka

Tutkitaan seuraavaksi jaksollisia ratoja attraktorina. Oletetaan taas, ettéd laikkuja
on vain kaksi kappaletta ja laikut ovat toisistaan riippumattomia, kun muuttoliiketta
ei ole, eli kun m = 0.

Jaksollisia ratoja on erityyppisid. On olemassa samanvaiheisia ratoja seké erivai-
heisia ratoja. Samanvaiheisissa radoissa eri laikkujen populaatioiden koko vaihtelee
samanaikaisesti. Populaatioiden koot siis vihenevit ja kasvavat samaan aikaan mo-
lemmissa laikuissa. Erivaiheisissa radoissa taas populaatioiden koot vaihtelevat eri
tahdissa. Kun toisessa laikussa populaation koko on pieni, toisessa laikussa popu-
laation koko on taas iso ja vastaavasti toisinpdin. [1]

Téassé tutkielmassa jaksollisten ratojen kiyttdytymistd on kuvattu numeerisilla
simuloinneilla eri parametrien arvoilla. Tutkitaan diskreettiaikaista metapopulaa-
tioita, jonka kasvufunktio on Rickerin mallin mukainen. Malli muodostuu siis seu-
raavalla tavalla

{az =(1—m+0%)re " +0%5re "x,y (44)

L=
zy = (1 —m+ 0% )re 2z + 0%re "1 ay.

Luvussa 3.1.1 kuvassa 2 huomattiin, ettd kumpikaan kiintopisteistda, x = 0 tai
r = 2,29, ei ollut stabiili. Mallin dynamiikka ei siis paddy kiintopisteeseen vaan
tapahtuu jakson kahdentumisbifurkaatio ja dynamiikka paétyy jaksolliselle radalle.

Maaritelma 3.4. ([1]) Bifurkaatiolla tarkoitetaan tilannetta, jossa mallin dyna-
miikka muuttuu merkittavésti pienilla parametrin muutoksilla.

Kuvassa 7 on havainnollistettu jakson kahdentumisbifurkaatiota logistisen mallin
tapauksessa (Liite B, Matemaattisen mallintamisen jatkokurssi 2022). Noin kohdas-
sa x = 3 positiivinen kiintopiste menettaé stabiilisuutensa ja ilmaantuu kaksijak-
sollinen rata. Positiivinen kiintopiste on edelleen olemassa, mutta se ei ole stabiili.
Noin kohdassa = 3,5 tapahtuu taas jakson kahdentumisbifurkaatio. Vastaava il-
mi6 on havaittavissa luvun 3.1.1 kuvassa 2 esitellyssd mallissa. Tutkitaan seuraavaksi
kyseistd mallia 2-jaksollisten ratojen tapauksessa tarkemmin.
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residentin strategia

Kuva 7: Jakson kahdentumisbifurkaatio, kun kasvufunktio on logistinen. Noin koh-
dassa x = 3 tapahtuu ensimmaéinen bifurkaatio.

Tutkitaan, miten eri laikkujen populaatioiden koot vaihtelevat 2-jaksollisella ra-
dalla, kun asetetaan parametrien arvoiksi m = 0,1, 6 = 0,9 ja r = 10. Malli (44)
sievenee muotoon

xil =9,45-e""x1 4+ 0,45 - e 229 (45)
Ty =9,45 €294 0,45 - e "1y

Asetetaan populaatioiden lahtéarvoiksi 1 = 1 ja xo = 3. Liitteessd B on esitet-
ty R-kielella ohjelmoitu koodi, jolla voi laskea seuravaan ajanhetken populaatioiden
koot. Kun tutkitaan ensimmaista viittatoista ajanhetkd, huomataan jo selkedsti,
miten laikun 1 ja laikun 2 populaatioiden koot vaihtelevat. Téma tulos niakyy tau-
lukossa 1, jossa koot on pyoristetty kahden desimaalin tarkkuuteen.

Taulukko 1: Laikkujen 1 ja 2 populaatioiden koot simuloituna eri ajanhetkilla.

ajanhetki | laikun 1 koko | laikun 2 koko

1 1 3

2 3.54 1.58
3 1.11 3.12
4 3.52 1.46
5 1.14 3.25
6 3.50 1.36
14 3.48 1.19
15 1.18 3.47

Taulukosta 1 huomataan, ettd kun laikun 1 populaation koko on pieni, niin lai-
kun 2 populaation koko on suuri. Seuraavalla ajanhetkellé tilanne on taas pédinvastai-
nen. Taulukosta 1 ndhd&an myos, ettd populaatioiden koot vaihtelevat alkuarvojen
laheisyydessé.
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Kuvassa 8 on havainnollistettu taulukon 1 tilannetta. Punaisella piirretty viiva
kuvastaa laikun 1 populaation kokoa ja violetilla piirretty viiva kuvastaa laikun 2

populaation kokoa. Kuvassa 8 x-askelilla juoksee aika ja y-akselilla on populaatioiden
koko.

KOKD
350
300
25¢
2.0F
15F
10f
05F

L L L L L L L aika
2 4 [} i 10 12 14

Kuva 8: Jaksollinen rata on erivaiheinen.

Kuvassa 8 ndkyy ajanhetkelld yksi annetut alkuarvot x; = 1 ja zo = 3. Toi-
sella ajanhetkelld laikun 1 populaation koko hyppéd noin kohdalle 3,5 ja laikun 2
koko laskee noin kohdalle 1,6. Kolmannella ajanhetkelld ollaan taas hyvin ldhella
ajanhetken yksi tilannetta. Nyt parittomilla ajanhetkilld laikun 1 koko on pieni ja
parillisilla ajanhetkilld koko on taas iso. Laikulle 2 tulos péatee kddntden. Kuvasta 8
ja taulukosta 1 havaitaan siis, ettd jaksollinen rata on erivaiheinen.

Vaihdetaan seuraavaksi alkuarvoja lahemmaés toisiaan. Maarataan myos laikuil-
le hieman eri parametrin r arvo, joka esiintyy kasvufunktiossa. Olkoon malli nyt
muotoa

{x’l =9,45-e 1z + 0,405 - e 22y (46)

Ty = 8,505 - e %21y + 0,45 - e "1y,

jossa siis parametrit m = 0,1 ja 6 = 0,9 ovat kuten edelld. Olkoon r; = 10 jary = 9.
Parametrin r alaindeksi viittaa laikkuun 1 ja alaindeksi 2 taas viittaa laikkuun 2.
Asetetaan alkuarvoiksi 1 = 1 ja z9 = 1, 5.

Taulukossa 2 on simuloituna alkuarvojen mukaiset populaatioiden koot eri lai-
kuissa. Huomataan, ettd nyt koot ovat hyvin lahelld toisiaan ajanhetkilla. Laikku
1 saa suurempia arvoja kuin laikku 2. Lisdksi laikku 1 my0s saa pienempid arvoja
kuin laikku 2. Kuitenkin luvut ovat ldhes samat. Mallissa maarattiin omat paramet-
rit r;,7 = 1,2, jotta pisteet eivat olisi tdsmailleen péadllekkdin. Kuvan piirtaminen on
néin mielekkddmpad. Kuvassa 9 on piirretty taulukkoa 2 vastaava kuva.
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Taulukko 2: Laikkujen 1 ja 2 populaatioiden koot simuloituna eri ajanhetkilla.

ajanhetki | laikun 1 koko | laikun 2 koko

1 1 1.5
2 3.61 3.01
3 0.98 1.3
4 3.62 3.18
5 0.97 1.17
6 3.62 3.25
14 3.62 3.28
15 0.96 1.09

Kuvasssa 9 vihredlla on piirretty laikkua 1 vastaavat arvot. Mustalla on taas laik-
kua 2 vastaavat arvot. Edelleen x-akselilla on ajanhetket ja y-akselilla on populaa-
tioiden koot. Kuvasta 9 voidaan tehda samat johtopéitelmaét, joita tehtiin taulukos-
ta 2. Laikkujen koot vaihtelevat samalla tahdilla, joten kyseesséd on samanvaiheinen
rata.

350
300
25F
2.0¢
15F
10p
05¢

L L L L L L L aika
2 4 3 8 10 12 14

Kuva 9: Jaksollinen rata on samanvaiheinen.

Téaméan simuloinnin perusteella voidaan siis todeta, ettd laikkujen alkuarvoista
riippuu, onko jaksollinen rata saman- vai erivaiheinen. Jaksollisten ratojen stabiili-
suutta voidaan tutkia analyyttisesti Jacobin matriisin avulla [1]. Téaté tarkastelua
ei kuitenkaan tehda téssa tyossa.

4 Muuttoliike

Tutkitaan seuraavaksi tarkemmin muuttoliikettd metapopulaatiomallissa. Yksilon
muuttoliiketodenndkoisyys on m. Muuttoliike on riskialtista eli muuton aikana yk-
silo sdilyy hengissi todennédkoisyydella 6 € [0,1]. Jos € saa arvon nolla, se tar-
koittaa, ettd muutossa kaikki kuolevat. Suljetaan tdmé vaihtoehto pois, koska se ei
ole mielenkiintoinen, kun tutkitaan muuttoliikkeen kehittymista. Maéaritelladn siis
0 € (0,1]. Tutkitaan muuttoliikkeen kehitystd kiintopisteessa ja jaksollisisilla ra-
doilla seké analyyttisesti ettd numeerisesti. Taméan luvun paialdhteenéd on kaytetty
lahdetta [3].
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4.1 Muuttoliike kiintopisteessa

Oletetaan, ettd muuttujat jakautuvat tasaisesti kaikkiin laikkuihin. Kahden laikun
tapauksessa residentille patee yhtalo

2
= (1= ma) (s + ye) o + % > filwi+ i)z
i=1 (47)

Om.,
= (L= ma) filen + yr)on + —= (filzr +y)zr + folwa +y2)2).
Vastaavassa tilanteessa mutantille taas péatee

, Om,
i = (1= my) fulan + gy + =52 D filai + )y,
i=1 (48)

= (1 —my) fr(@r + ye)ye + 0% (filwy + 1)y + fal@o + y2)y2) -

Alaindeksi x viittaa nyt parametreihin, jotka koskevat residenttia ja alaindeksit y
taas koskevat mutantin parametreja. Dynaamisessa peliteoriassa oletetaan, ettd mu-
taatio tapahtuu hyvin pienelld todennékoisyydellda. Tamén takia mutantin populaa-
tiokoko on ainakin aluksi hyvin pieni verrattuna residentin populaatioon. Koska ole-
tetaan, ettd mutantin populaation koko on hyvin pieni, saadaan f;(z;+vy;) =~ fi(z;).
Yksinkertaistetaan notaatioita merkitsemélla a; = f;(z;), missd i = 1, 2. Notaatio q;
tarkoittaa siis keskimédraisté jilkeldisten lukuméadrad laikussa ¢. Talloin kaava (48)
yksinkertaistuu muotoon

2

’ me
yr = (L —my)aye + TN Z a;Yi- (49)

i=1
Kyseessé on lineaarinen systeemi, joka voidaan kirjoittaa muodossa y = M, Y, missi
Y = (y1,92) ja

(1= my + "5+ )ay “5as
Mn - Om om (50>
zyal (1_my+ Qy)a2

Matriisi M,, (50) muodostuu siis seuraavanlaisista osista

[ yksilo pysyy laikussa yksilé muuttaa
tal muuttaa laikkuun, eri laikkuun
johon on syntynyt

yksilo muuttaa yksilo pysyy laikussa,
eri laikkuun tai muuttaa laikkuun,
johon on syntynyt |

Mutantin kelpoisuus. Maaritelldan késitteita, joita tarvitaan, kun tutkitaan mu-
tantin kayttaytymisté.
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Maaritelmé 4.1. ([1]) Jos mutaatio on tapahtunut, oletetaan, ettd mutanttipopu-
laation koko on pieni. Mutanttipopulaation koon eksponentiaalista kasvunopeutta
residentin méadradmassd ymparistossd kutsutaan mutantin kelpoisuudeksi. Strate-
gian s kelpoisuutta ympéristossd e merkitaan r(s, €).

Koska tutkitaan tilannetta, jossa attraktori on kiintopiste, ympéristo e on silloin
vakio.

Maaritelma 4.2. (|1]) Strategian s ja ympériston e suhteen jatkuvaa funktiota
7(s, €) kutsutaan kelpoisuussuureeksi. Funktion 7 tulee toteuttaa seuraava ehto

on olemassa sellainen vakio ¢, ettd (s, €) < c < r(s,e) < 0tair(s,e) > c<r(s,e) >
0 kaikille s ja e.

Kun tutkitaan tilannetta, jossa matriisi M,, on kaavan (50) muotoa, matriisin
M,, dominoiva ominaisarvo on kelpoisuussuure. Symmetrisessé kiintopisteessa pétee

=  x = (1 —my +mg0)a(my)xy
Ty
= 51
= a(ma) (1 —my + mg0)xy, (51)
> a(m,) = ——
W) = (1 —m, +myb)

Kyseessé on symmetrinen matriisi, joten kelpoisuussuure voidaan kirjoittaa lauseen
3.3 todistuksen mukaan

1 —my, +myb

R(my; a(mg)) = (1 — my + myf)a(m,) = 1—m, +m,0
1—m,(1-0) o

1 —mg.(1-6)

Maaritelma 4.3. ([1]) Jos mutanttipopulaation koko kasvaa merkittévésti, tilan-
netta kutsutaan invaasioksi.

Invaasion mahdollisuutta voidaan tarkastella kelpoisuuden avulla. Jos kelpoi-
suussuure R > 1, mutantti voi tehda invaasion. Invaasiota ei kuitenkaan valttamat-
ta tapahdu satunnaisuuden takia. Jos taas R < 1, mutantti ei voi tehda invaasiota
residenttipopulaatioon. [1]

Maaritelma 4.4. ([1]) Kelpoisuusgradientin eli kelpoisuuden noususuunnan avulla
voidaan maéaarittda, voiko mutantti tehda invaasion. Oletetaan, ettd mutantin ja
residentin strategiat ovat lahelld toisiaan eli m, ~ m,. Kahden laikun tapauksessa
kelpoisuusgradientiksi saadaan

0 1—-6

D(mx) = amyR(myS a(mx))|my=mz = _m.

(53)
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Jos D(m;) > 0, niin mutantti, jonka strategia on suurempi kuin residentin strate-
gia, voi tehdé invaasion. Jos D(m,) < 0, niin mutantti, jonka strategia on pienempi
kuin residentin strategia, voi tehda invaasion. Kelpoisuusgradientti voidaan laskea
myo6s derivoimalla dominoiva ominaisarvo mutantin strategian suhteen. [1]

Maaritelmé 4.5. ([1]) Singulaarinen strategia s* on sellainen strategia, jolle pétee
D(s*) = 0.

Mutantin muuttoliikestrategia on nolla. Oletetaan ensin, ettd mutantti ei
muuta ollenkaan eli m,; = 0, jolloin matriisi M,, saadaan muotoon

M (1 —O—FG?O)CM 9?()@2 ] _ [al 0] . (54)

" 6?00,1 (1 —O—|—070>6L2 0 (05}

Kyseessd on diagonaalimatriisi, joten sen ominaisarvot ovat diagonaalin alkiot |7].
Saadaan siis kaksi ominaisarvoa
/\1 = a ja )\2 = as.

Koska a; kuvaa keskimaaraista jalkeldisten lukumaéaaraa laikussa ¢, jomman kum-
man ominaisarvon on oltava suurempaa kuin yksi. Mutantti voi tehdéd invaasion
niihin laikkuihin, joissa pétee a; > 1. [3]

Mutantin muuttoliikestrategia on yksi. Oletetaan seuraavaksi, ettd kaikki
mutantit muuttavat eli m,; = 1. Tdssa tapauksessa matriisiksi saadaan

9
_ [
e

21
Lasketaan seuraavaksi matriisin ominaisarvot. Muodostetaan sitd varten determi-
nantti ja ratkaistaan ominaisarvot

1—1+%a %a
Mn:[( 2 27 (55)

gal (]_ —1 + g)ag

IS NID
Q Q
) )

1

0 0
5a1 — A 202 | 0 0 0 0 B
[0 (G 0) - () () -
62 0 6 62
:Zalag — 5@1)\ — 5@2)\ + )\2 — Zalag =0 (56)
0 0
:>)\(—§6L1 — 5@2 + )\) =0

0
:>)\1 =0 tai )\2 = 5(@1 + ag).

Ominaisarvon Ay kerroin g on positiivinen, koska 6 € (0, 1]. Dominoiva ominaisarvo

on siis A\g = As.
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Mutantin muuttoliikestrategia ei ole nolla eiké yksi. Tutkitaan vield tilan-
netta, jossa m ei ole nolla eiké yksi ja muuttotodennakoisyys on sama molemmissa
laikuissa eli m = my; = my2 ja m € (0,1). Matriisi M,, on muotoa

(I1—m+ %”)al HTmag
M, = om om ’ <57)
ray (1—m+ 7)ay
Determinantiksi saadaan
(1—m+ %m)al - A %mag (58)
%mal (1—m—|—97m)a2—/\.
Matriisin M,, ominaisarvoksi saadaan [1]
(1—m+mf) (a1 +as)+ \/(1 —m—+m%)%(a; — a2)? + ayaym?6?
Ny —
1 2 (59)
(1—m+m%)(as + az) — \/(1 —m+m8)2(a; — a2)? + a105m26?
)\2 - P
2

joista dominoiva ominaisarvo on A, koska neliGjuuren edessé oleva termi

(1 —m+mg) (a1 + as)

on positiivinen. Tutkitaan dominoivan ominaisarvon merkkia derivaatan avulla. Kun
ominaisarvo \; derivoidaan mutantin muuttoliikestrategian m suhteen, saadaan

0 1( 0 0
%)\1:§<% (1—m+m§) (a1+a2)

2
0 (1 —m+ me) (a1 —az)? + a1a2m292>

tom 5

_ %( (g - 1) (a1 + az) w

N 2(ar —a2)? (£ —1) (1—m+mf) + 2a1a202m)
2\/(1 —m+ mg)2 (a1 — ag)? + ajas6?m?

Termi (g — 1) on pienempi kuin nolla, koska parametri 6 kuuluu vélilla [0, 1]. Lisdksi
tiedetaan, ettd joko a; tai as on suurempi kuin yksi, koska a; kuvaa keskiméaraista
jalkeldisten lukuméaaraé laikussa ¢. Lausekkeen

2(ar — a2)? (4 = 1) (1 —m+m) + 2a1a,6*m

2\/(1 —m+ mg)2 (a1 — ag)? + ajasf?m?
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merkin tutkiminen on jo hankalampaa. Nimittdjan on oltava ei-negatiivinen, koska
sielld esiintyy nelidjuurilauseke. Osoittajassa termi (1 —m+ mg) on positiivinen.
My®és nelidity termi (a, — as)? on positiivinen.

Parvisen [3| artikkelin mukaan, kun residenttipopulaatio on kiintopisteelld muut-
toliike ei ole kannattavaa ja muuttoliike tuleekin ajautumaan nollaan myos yleisessa
tilantessa, kun laikkujen lukumaéaéra on n.

Lause 4.6. Jos residenttipopulaatio on kiintopisteelld, residenttin strategia m, on
attrahoiva, eli kelpoisuusgradientti on laskeva kohdassa m,, pienillda mutaatioilla,
paitsi jos pétee neutraali tilanne eli tilanne, jossa # = 1 ja a; = 1 kaikilla i =1, ..., n.

Todistus. Todistettu artikkelissa [3] sivulla 547. O

Lauseen 4.6 mukaan jos residenttipopulaation attraktori on kiintopiste, niin mu-
tanttipopulaatio, jonka muuttoliike on pienempéaé kuin residentin, voi tehdé invaa-
sion. Jos mutanttipopulaatio saavuttaa stabiiliin kiintopisteen, toinen mutanttipo-
pulaatio, jonka muuttoliike on vield pienempéd, voi taas tehda invaasion. Jos kaikki
invaasion tekeviat mutanttipopulaatiot saavuttavat stabiilin kiintopisteen, muutto-
liike konvergoi kohti nollaa. [3|

4.2 Muuttoliike 2-jaksollisen radan tapauksessa

Tutkitaan seuraavaksi muuttoliikkeen kayttaytymista 2-jaksollisten ratojen tapauk-
sessa. Matriisi H,, saadaan nyt kertomalla kaksi M, matriisia eri a; arvoilla, kun
1=1,2,3,4.

(1 —my, + emgy’l )ay —Qm;’Q as
Hn - Omy 1 Omy o
i Tal (1 — my,g + B) )CLQ_ (61)
[(1—myy + “34)ay Tta, _
i _01112%1 as (1 — My 2 + emzy’Q )a4_

Notaatioiden helpottamiseksi, merkitdén m,; = m;, kun 7 = 1,2. Kun suoritetaan
kaavan 61 kertolasku matriisin laskusaantojen mukaan, saadaan

(1 —my + 1) %aa, (1 —mq + %) %52 a0, |
40ma O, +012(1 — my + 222)aza,
- (62)
(1 —my + 231)ayas R
(1= mo+ 552) % asay +(1—my+ 552) 2000, |
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Oletetaan, ettd muuttotodennakoisyys on sama molemmista laikuista, eli m; =
ms = m. Matriisi H,, saadaan siis lopulta muotoon

(1 —m+ 2)2a1a; (1—m+ &) aq, |
+97m07ma2a3 +07m(1 —m+ (%m)agcu
H, = (63)
977”(1 —m+ %m)alag (’Tm%mala4
(1 —m+ 2% a5a, +(1 = m+ %) 2aza4 |

Tutkitaan matriisin H,, alkioita tarkemmin. Tarkastellaan ensin diagonaalin alkioita.
Kun alkio H;; kerrotaan auki, saadaan

Om ) Om?
aijaz — maias + ——ajasz + m-aja3 — mai1az — ——a1as
; 2 (64)
+9m 0°m N <9m>2 n <9m>2
—a1a3 — ——a1a — ] a1a — ) asas.
5 143 5 a3 5 103 5 203
Kun termeja ryhmitelldén, saadaan
Om\2 Om 2 Om
<7> ajaz + <7> asas +2(1 — m)Talag + (1 — m)%aas. (65)
Vastaavanlainen ryhmittely saadaan alkiolle Hao
Om\2 Om 2 Om
<7> a9y + (7) ajay +2(1 — m)7a2a4 + (1 — m)?agay. (66)

Téamé& on tapaus n = 2 Parvisen artikkelissa [3| esitellysta yhtalostéd (9) sivulla 539.
Kun tutkitaan ei-diagonaali alkiota Hs;, saadaan auki kertomisen jalkeen termit

Om Om? N <0m)2 N Om Om? N <9m)2 (67)
9 aias 9 aias 9 a1as 9 QAo03 5 Ao203 5 Qao203.
Ryhmittelemalld termit, saadaan
Om\ 2 Om 2 Om Om
(—) ajas + (—) asaz + (1 —m)—ayas + (1 — m)—asas. (68)
2 2 2 2
Vastaavasti alkiolle H;s saadaan
Om\ 2 Om 2 Om Om
<7> asay + <7> ajas + (1 — m)7a2a4 +(1— m)7a1a4. (69)

Tamé vastaa Parvisen artikkelissa [3] esiteltyéd yhtdlod (10) sivulla 539. Nyt kelpoi-
suussuure saadaan laskemalla matriisin H,, dominoiva ominaisarvo.
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Mutantin muuttoliikestrategia on nolla.

m = 0, saadaan matriisi H,, muotoon

(1-0+ 2% a, |

+670<1 -0+ GTO)CLQCM

0-0

0-0
2 g G104

Jos mutantti ei muuta ollenkaan, eli

(70)

Kyseessé on diagonaalimatriisi, joten ominaisarvot ovat matriisin diagonaalialkiot
[7]. Eli saadaan kaksi ominaisarvoa

)\1 = aias

ja )\2 = 204.

Jos A; > 0, kun 7 = 1,2, mutantti voi tehda invaasion residenttipopulaatioon stra-

tegialla m, = 0. [3]

Mutantin muuttoliikestrategia on yksi.

mutantit muuttavat, eli m = 1. Nyt matriisi H,, on muotoa

i (1 — 1 + g)Qal(lg

00
+550203

g(]_ -1+ Q)al(lg,
+(1—0+ ) a2a

92
Ta1a3 + —a2a3

62
| Ta1as + za2a3

Determinantiksi saadaan

0>
Ialag—i- a2a3 A
02
Za1a3+ CLQCLg
2

3

4

4

02

Ia1a4 + a2a4
92 .
ECL1(L4 + a2a4 - A

5

(]_ —143 ) (116L4
+§(1 -1+ §)a2a4

+(1—
92
“aya4 + Ia2a4]

+ §)2a2a4_

2 92
104 + 7204

Oletetaan seuraavaksi,

ettd kaikki

(71)
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Ratkaistaan ominaisarvot asettamalla determinantti (72) nollaksi. Saadaan

62 62 62

2

= (Zalag -+ Zagag — )\)(ZCL1G4 + ZCLQCM — /\)
62 62 62 62
— (Za1a4 + Za2a4)(za1a3 + ZCLQCLQ,) =0
62\ 2 62\ 2 2 02 2
= <Z> ai1azaiay + (Z> 1030204 — Za1a3/\ + <Z> 2030104+
92 2 92 92 2
(Z) 2030904 — Zagag)\ — ZCL16L4/\ — Za2a4/\ + )\2 (73)
6%\ 2 62\ 2 622 %
— (Z) a1a3a1G4 + (Z) 1430204 + (Z) a2a3a1a4<z> 2030204
92 6)2 02 2
= —ZCL16L3>\ - Zagagx\ — Za1a4/\ — Za2a4)\ + \?
92 92 92 2
= /\( — Zalag — Zagag — ZCL16L4 — ZCLQCM + )\) = 0.
Ominaisarvoiksi saadaan siis
) 2 Q2 92 6)2
A1=0 ja A= Zalagzag% - Za1a4za2a47 (74)

joista dominoiva ominaisarvo on Ay = Ay. Dominoiva ominaisarvo voi tassa tapauk-
sessa olla pienempi tai suurempi kuin yksi riipuen a;, ¢ = 1,2, 3,4, arvoista.

Mutantin muuttoliikestrategia ei ole nolla eiki yksi.

Tutkitaan vield ylei-

sempéd tilannetta, jossa m € (0,1). Matriisi H,, pysyy siis muodossa

Om Om
+73 73 0203

(1 —m + 97m>2a1a3

Om

(1—m—|—67m) :

+22(1 — m + Z)asay

1G4

Om Om

2 2
+(1 = m+ %) 2aza4 |

1G4

Muodostetaan determinantti, jonka perusteella ominaisarvot voidaan laskea

(1 —m+ %2)2a a3

A

Om Om
T g G203 —

Ominaisarvoiksi saadaan (liite C)
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(l_m_’_eTm) 2

+97m(1 —m 4+ 97’"”)@2&4

Q1G4

(76)

Om Om
2




) = —b+ Vb — 4dac
T 2@ )

missé

c=1-—2m —2m? — 4m> + m* + 20m — 66m? — 20m> + 20m*
+ 0*m? — 20°m? + 6°m?,
2,72 022

1 ajas + 1

b=— (alag — 2ma1a3 + m2a1a3 + Hmalag — 9m2a1a3 + ao0s3

2, 2 ) , 02m2
+ 1 aiay + asay — 2masay + Omasay — Om=asay + m-asay + 1 A90y

ja a = 1. Lausekkeita b ja ¢ voidaan sieventdd muotoon

c=—20*+0+2)m* + (6> —60 — 2)m* + (0 + 1)*m* +2(0 — )m + 1

92 2
b:—<a1a3 (1—2m—|—m2+9m—9m2—|— T)

0>m? 0>m?
+ asay (1 —2m+m?*+ Om — Om* + 1 ) + 1 (azas + a1a4)>
0°m? 0°m?
S ((a1a3 + asay) <1 —2m 4+ m? 4 Om — Om* + 1 ) + 1 (asaz + a1a4)>

2m2

== ((alag + apay) <i(9m —2m + 2)2) + (azas + “1a4)> :

(77)
Dominoiva ominaisarvo on

_ —b+ Vb —4ac

A
! 2a

(78)

jossa a = 1 ja b ja c ovat yhtdlon (77) mukaisia. Lasketaan dominoivan ominaisarvon
A1 derivaatta mutantin muuttoliikestrategian m suhteen. Saadaan

0 1| ((azaq + a1a3) (0 = 2)(0m — 2m + 2) + (104 + aza3)6%m
om e 2 9
+ 1 9 <(a2a4 + ara3)(0 — 2)(0m — 2m + 2)(araq + agag)em)
202 — 4c 2

((a2a4 + ayaz)(@m — 2m + 2)* + (ayaq + a2a3)92m2)
4

— 4(4(0 4+ 1)*m® — 6(6> + 0 + 2)m* + 2(6% — 60 — 2)m + 2(6 — 1)))] .
(79)
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Dominoivan ominaisarvon merkin maérittdminen on jo hankalaa. Kuitenkin Par-
visen artikkelin [3| seké Doebelin ja Ruxtonin artikkelin [8] mukaan on olemassa ti-
lanteita, joissa muuttoliike voi johtaa evolutiiviseen haarautumiseen 2-jaksollisen ra-
dan tapauksessa. Tutkitaan néitéd tilanteita numeerisesti Mathematica-ohjelmiston
avulla.

Evolutiivinen haarautuminen. Evolutiivinen haarautuminen tarkoittaa tilan-
netta, jossa mutaatio on tapahtunut ja mutantin ja residentin strategiat tulevat
loittonemaan toisistaan [1].

Evolutiivinen haarautuminen on merkittéva prosessi elividen kehityksen kannal-
ta. Monet lajit ovat kehittyneet samasta kantalajista. Lajit ovat voineet kuitenkin
olla maantieteellisesti hyvinkin eristyneet toisistaan, joten yksiloét ovat kehittyneet
hyvin erilaisiksi, omiksi lajeikseen. Yksi tunnetuin esimerkki téllaisesta lajien kehi-
tyksestd on Darwininpeipot (Darwininsirkut). Peippopulaatiot olivat maantieteelli-
sesti eristdytyneet toistaan ja néin ollen kehittyivit omiksi lajeikseen. [9]

Evolutiivinen haarautuminen voi olla mahdollista myo6s ilman maantieteellista
eristaytyneisyyttd. Dieckmannin ja Doebelin julkaisemassa artikkelissa [10] esitetddn
tilanteita, joissa evolutiivinen haarautuminen johtuu kilpailusta resurssien suhteen.

4.3 Muuttoliikkeen tutkiminen numeerisesti

Tutkitaan muuttoliikettd numeerisesti Mathematica-ohjelmistolla suoritettujen si-
mulointien avulla (liite D). Kyseistd Mathematica -koodia on tarkasteltu Dynaami-
sen peliteorian jatkokurssin demoissa kevéilla 2021. Tutkitaan kahden laikun tilan-
netta, jossa kasvufunktio on molemmisssa laikuissa Rickerin kasvumallin (6) mukai-
nen. Saadaan siis yhtalot
zy = (1—m+0%)re oy + 0%re "2, (80)
Ty = (1 —m+ 0% )re 2y + 0%re " ay.

Tutkitaan, mitd tapahtuu, kun muutellaan parametrin 6 arvoja. Asetetaan paramet-
rien arvoiksi r = 9, suurin néytettava residentin muuttotodennikéisyys m = 0,8,
laikun 1 koko aluksi on 1,2 ja laikuin 2 koko aluksi on 1,3. Kuvassa 10 on esitetty
tilanne, jossa 6 = 0, 6.

Kaavan (15) mukaan r* = 6, 12. Positiivinen kiintopiste on siis stabiili. Lauseen
4.6 mukaan muuttoliike ei ole kannattavaa kiintopisteessd. Myos kuvasta 10 a)
huomataan, ettd populaatiodynamiikka on positiivisella kiintopisteelld. Kuvassa 10
b) taas on piirretynd PIP-kuva eli parittainen invaasiodiagrammi. PIP-kuvassa x-
akselilla on residentin muuttostrategia ja y-akselilla on mutantin muuttostrategia.
Téssé tapauksessa molemmat akselit voivat saada siis arvoja vélilta [0, 1]. Nyt méaéa-
riteltiin, ettd suurin naytettava residentin muuttotodennékoisyys on m, = 0,8, jo-
ten x-akseli ei voi saada arvoja vélilta (0, 8; 1]. Kelpoisuuden merkki on esitetty eri
vareilla. Jos véri on vihred, kelpoisuus on positiivinen. Lisdksi vihredn alueen koh-
dalle on merkitty plusmerkki, joka viittaa positiiviseen kelpoisuuteen. Jos taas véri
on harmaa, kelpoisuus on negatiivinen. Huomataan, ettd kuvassa 10 b) diagonaalin
yléapuolella on harmaa alue ja alapuolella on vihred alue. Kelpoisuusgradientti on
siis negatiivinen ja muuttoliike tulee katoamaan.
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(a) Kiintopiste on stabiili, (b)  PIP-kuvan  mukaan
koska r* = 6,12. muuttoliike katoaa.

Kuva 10: Laikkujen koot ja PIP-kuva, kun » = 9, m = 0, 8§, laikun 1 koko aluksi on
1,2, laikun 2 koko aluksi on 2 ja 6 = 0, 6.

Kuvassa 11 muuten kaikki parametrit ovat kuten edelld, mutta parametrin 6 arvo
on nyt 0,7. Kaavan (15) mukaan r* = 6,84 eli positiivinen kiintopiste on stabiili.
Huomataan, ettd kuva 11 ei ole juurikaan muuttunut kuvasta 10.

Kun edelleen kasvatetaan parametrin ¢ arvoa, muutosta ei siltikdan tapahdu PIP-
kuvissa. Kuvassa 12 parametri # = 0, 8, jolloin r* = 7,56 > e2. Edelleen PIP-kuvassa
diagonaalin alapuolella on vihred alue ja ylédpuolella on harmaa alue. Muuttoliike
tulee siis haviamé&ain.

00 02 04 [ 08 10
residentin strategia

Laikku 1

(a) Kiintopiste on stabiili, (b)  PIP-kuvan  mukaan
koska r* = 6, 84. muuttoliike katoaa.

Kuva 11: Laikkujen koot ja PIP-kuva, kun » =9, m = 0, 8, laikun 1 koko aluksi on
1,2, laikun 2 koko aluksi on 2 ja 6 =0, 7.
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2w

residentin strategia

(a) Kiintopiste ei ole (b) PIP-kuvan mukaan
stabiili, koska r* = muuttoliike katoaa.
7,56.

Kuva 12: Laikkujen koot ja PIP-kuva, kun r =9, m = 0, 8, laikun 1 koko aluksi on
1,2, laikun 2 koko aluksi on 2 ja # =0, 8.

Kuvassa 13 a) huomataan, ettd dynamiikka on muuttunut verrattuna kuviin 10-
12. Kaavan (15) mukaan r* = 8,928 > €2, joten mallin dynamiikka on jaksollisella
radalla eiké kiintopisteella. Populaation koko nayttéisi olevan keskittynyt joko hyvin
pieniin lukuihin tai suuriin lukuihin. Mallin dynamiikka on siis samanvaiheisella
jaksollisella radalla. Kuitenkin PIP-kuva on edelleen samannékoinen. Kuvassa 13
parametrin € arvo on jo ldhestulkoon yksi, 8 = 0,99, mutta edelleen PIP-kuvan
mukaan muuttoliike katoaa.

resicentin statogia
kkkkkkk

(a) Dynamiikka on sa- (b) PIP-kuvan mukaan
manvaiheisella jaksol- muuttoliike katoaa.
lisella radalla, r* =

8,928.

Kuva 13: Laikkujen koot ja PIP-kuva, kun r = 9, m = 0, 8, laikun 1 koko aluksi on
1,2, laikun 2 koko aluksi on 2 ja # = 0,99.

Parvisen artikkelissa [3] on 16ydetty tilanne Rickerin kavufunktiolla, missé evo-
lutiivinen haarautuminen on mahdollista. Parametrit ovat r; = 10 ja ro = 9 seké
skaalaustekijoiksi on valittu v = 1 ja 75 = 1, 1. Lahestulkoon kaikilla parametrin
0 arvoilla muuttoliike tulee hdvidméan luonnonvalinnan seurauksena. Kun 6 ~ 1,
evolutiivinen haarautuminen on mahdollista.

Pyritdan seuraavaksi loytdmaén tilanne, jossa populaation dynamiikka on eri-
vaiheisella 2-jaksollisella radalla. Nyt parametrien arvot ovat r = 9, laikun 1 koko
aluksi on 2,5, laikun 2 koko aluksi on 1 ja suurin naytettava residentin muuttoliike-
strategia on m, = 0,2. Kun 6 = 0,6, kaavan (15) mukaan r* = 8,28 eli kiintopiste
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ei ole stabiili. Kuvasta 14 a) huomataan, ettd populaatiodynamiikka on jaksollisella
radalla. Kuvan 14 a) perusteella néyttaisi siltd, ettd mallin dynamiikassa on seké
samanvaiheinen etti erivaiheinen rata. Kuvassa 14 b) PIP-kuvan x-akselilla on edel-
leen residentin muuttostrategia ja y-akselilla on mutantin muuttostrategia. Koska
méariteltiin, ettd suurin residentin muuttoliikestrategia on 0,2, x-akseli saa arvo-
ja vain vélilla [0;0,2]. Huomataan, ettd diagonaalin alapuolella on vihred alue ja
ylapuolella on harmaa alue. Muuttoliike tulee siis haviamaan.

N /

mutantin stategia

p N
o “L;_m'{ T W i
(a) Populaatiodynamiik- (b) PIP-kuvan mukaan
ka on jaksollisilla radoil- muuttoliike katoaa.
la, r* = 8, 28.

Kuva 14: Laikkujen koot ja PIP-kuva, kun r =9, m = 0, 2, laikun 1 koko aluksi on
2,5, laikun 2 koko aluksi on 1 ja 8 =0, 6.

Kuvassa 15 b) huomataan, ettd myos diagonaalin yldpuolelle alkaa muodostu-
maan vihred alue, kun 6 = 0,7 ja kaavan (15) mukaan r* = 8,46. Alue on kuitenkin
vield liian korkealla eikd suoraan diagonaaliviivan ylapuolella, joten muuttoliike tulee
edelleen haviamain.

AN 4 =

. N
(a) Populaatiodynamiik- (b) PIP-kuvan mukaan
ka on jaksollisilla radoil- muuttoliike katoaa.
la, 7 = 8, 46.

Kuva 15: Jaksollisen dynamiikan laikkujen koot ja PIP-kuva, kun » =9, m = 0, 2,
laikun 1 koko aluksi on 2,5, laikun 2 koko aluksi on 1 ja # =0, 7.

Kuvissa 16 b) ja 17 b) huomataan, ettd PIP-kuvissa on vihred alue sekd suo-
raan digonaalin ylapuolella ettd alapuolella. Kuvassa 16 parametri 6 = 0,8 seké
r* = 8,64 ja kuvassa 17 parametri § = 0,99 sekd r* = 8,982. Piste, jossa vihreét
alueet leikkaavat diagonaalilla on singulaarinen strategia. Singulaarinen strategia
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on attrahoiva, koska sen vasemmalla puolella kelpoisuusgradientti on positiivinen
ja sen oikealla puolella kelpoisuusgradientti on negatiivinen [1]. Siiné pisteessi voi
tapahtua evolutiivinen haarautuminen.

(a) Populaatiodynamiikka (b) PIP-kuvan mukaan (c) Suurennos dynamiikan
on jaksollisilla radoilla, evolutiivinen haarautumi- PIP-kuvasta singulaarisen
r* =8, 64. nen on mahdollista. strategian kohdalta.

Kuva 16: Jaksollisen dynamiikan laikkujen koot ja PIP-kuva, kun » =9, m = 0, 2,
laikun 1 koko aluksi on 2,5, laikun 2 koko aluksi on 1 ja # = 0, 8.

——t 00 :

0.0 02
(a) Populaatiodynamiikka (b) PIP-kuvan mukaan (c) Suurennos dynamiikan
on jaksollisilla radoilla, evolutiivinen haarautumi- PIP-kuvasta singulaarisen
r* =8§,982. nen on mahdollista. strategian kohdalta.

Laikku 1 resider

Kuva 17: Jaksollisen dynamiikan laikkujen koot ja PIP-kuva, kun » =9, m = 0, 2,
laikun 1 koko aluksi on 2,5, laikun 2 koko aluksi on 1 ja # =0, 9.

Dynaamisen peliteorian-luentomonisteessa [1] on tehty simulointeja niin, etta
on otettu huomioon myos samanvaiheinen rata, joka on olemassa erivaiheisen radan
kanssa. Téama johtuu siitd, etta erivaiheinen rata on olemassa hyvin pienilla muutto-
liikestrategian arvoilla. Luentomonisteessa 1] on saatu tulos, ettd kun erivaiheisella
radalla tapahtuu evolutiivinen haaratuminen, niin metapopulaatio vaihtaa attrak-
toria samanvaiheiselle radalle.

Simulointien avulla 16ydettiin tapauksia, joissa evolutiivinen haarautuminen on
mahdollista. Huomattiin, etta erivaiheisella radalla evolutiivinen haarautuminen on
mahdollista huomattavasti pienemmilld parametrin ¢ arvoilla. Samanvaiheisella ra-
dalla evolutiivinen haarautuminen on mahdollista, kun 6 =~ 1.
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5 Yhteenveto

Téamén tutkielman tarkoituksena oli esitella diskreettiaikainen matapopulaatiomalli
ja tutkia kyseisen mallityypin ominaisuuksia, kun laikkujen méaara oli kaksi. Tut-
kielman aluksi esiteltiin diskreettiaikainen metapopulaatiomalli ja mééariteltiin sen
parametrit.

Kappaleessa 3 tarkasteltiin mallin dynamiikkaa kahdella erilaisella attraktori-
tyypilld. Ensin tarkasteltiin symmetristé kiintopistetta ja sen stabiilisuutta. Kasvu-
funktioina kaytettiin Rickerin kasvumallia sekd Bevertonin ja Holtin kasvumallia.
Tarkastelut tehtiin analyyttisesti sekd numeerisesti. Toinen attraktorityyppi, joka
esiteltiin oli jaksollinen rata. Jaksollisten ratojen dynamiikkaa tutkittiin numeeris-
ten simulointien avulla.

Kappaleessa 4 tarkastelun kohteena oli muuttoliike diskreettiaikaisessa malli-
tyypissa. Muuttoliikettd tutkittiin kiintopisteessé seké 2-jaksollisella radalla. Muut-
toliikkeen tarkasteluja tehtiin analyyttisesti sekd numeerisesti. Saatiin tulos, etta
kun residenttipopulaatio on kiintopisteelld, mutanttipopulaation muuttoliike kon-
vergoi kohti nollaa. Kun tarkasteltiin muuttoliiketta 2-jaksollisella radalla, huomat-
tiin, ettd muuttoliike on kannattavaa joillain parametrien arvoilla. Samanvaiheisella
2-jaksollisella radalla evolutiivinen haarautuminen oli mahdollista, kun parametrin
0 arvo oli lahelld yhta. Erivaiheisella 2-jaksollisella radalla evolutiivinen haarautu-
minen oli mahdollista pienemmilla parametrin 6 arvoilla.

Tyossé esiteltiin diskreettiaikainen mallityyppi, jossa oli paljon yksinkertaistavia
oletuksia. Tulevaisuudessa voisi olla mielekdsta tutkia, miten tulokset muuttuvat,
kun malliin ei tehda niin paljon oletuksia.
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Liitteet

A Kiintopistedynamiikka-kappaleessa kaytetyt ko-
mennot

Seuraavaa koodia on kiytetty piirtdmain kuvaajat kappaleessa 3.1.1.

glx ] := (1 — 0.9+ 0.5%0.9)«xxExp|[—x]|*3;
flx | = x;
m[x_| = 0.5008+0.49919x(x—0.5008);

Show [{ Plot [g[x]|, {x, 0, 3}, PlotStyle — Purple],
Plot[f[x], {x, 0, 2}, PlotStyle — Black],
Plot [m[x], {x, 0.2, 1.5}, PlotStyle —> Red]|},
PlotRange — All,
AxesOrigin — {0, 0}]

Ix_| := (1 — 0.1 + 0.1%0.9)*x*Exp|—x]*10;

m{x | = x;

nfx | = 2.292 — 1.2024x(x — 2.293);

plx | = —x+4.585;

Show [{ Plot [1[x], {x, O, 5}, PlotStyle —
Green| ,

Plot [m[x], {x, 0, 4}, PlotStyle — Black],
Plot [n[x], {x, 0.5, 4}, PlotStyle — Red],
Plot [p[x], {x, 0.5, 4}, PlotStyle — Blue]l},
PlotRange — All,

AxesOrigin — {0, 0}, AspectRatio —> automatic|

glx ] := (1 — 0.1 + 0.9%0.1)*x*Exp[—x|*3;

flx | = x;

m[x_| := 1.0886 — 0.0886%(x — 1.0886);

plx_ | = x+2.17712;

Show [{ Plot [g[x]|, {x, 0, 4}, PlotStyle —
Orange| ,

Plot[f[x], {x, 0, 1.8}, PlotStyle — Black],
Plot [m[x], {x, 0.25, 2.5}, PlotStyle — Red],
Plot [p[x], {x, 0.25, 1.8}, PlotStyle —> Bluel},
PlotRange — All,

AxesOrigin —> {0, 0}, AspectRatio —> automatic|

Seuraavaa koodia on kaytetty piirtamiian kuvaajat kappaleessa 3.1.2.
glx ] := (1 — 0.9+0.9%0.9)%(6/ (1+0.5%x))*x;

flx | = x;

Show [{ Plot [g|x], {x, 0, 15}, PlotStyle — Purple],

Plot [f[x], {x, 0, 15}, PlotStyle — Black]},
PlotRange —> All,
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AxesOrigin — {0, 0}]

g[x ] := (1 — 0.940.1%0.9)%(6/ (1+0.05%x))*x;

flx | = x;

Show [{ Plot [g[x]|, {x, 0, 4}, PlotStyle —>Blue],
Plot [f[x], {x, 0, 4}, PlotStyle — Black]|},
PlotRange — All,

AxesOrigin —> {0, 0}]

B Jaksollisten ratojen dynamiikka-kappaleessa kay-
tetyt komennot

Bifurkaatio
flx , r | = rxx*x(1l — x);
Pisteet [r | := Module[{alku, lista},

alku = Nest[{[#, r] &, 0.2, 1500];
lista = NestList [{[#, r| &, alku, 50];
Union | lista ||;
KoordPisteet [r_| :=
With [{apu = Pisteet|r]},
Table[{r,apu[[i]]}, {i, 1, Length|apu]}]];
isolista = Table|KoordPisteet|r],
{r, 1, 3.5, 0.01}];
ListPlot | Flatten [isolista , 1]]

Populaatioiden kokojen laskeminen R-ohjelmiston avulla (erivaiheinen ra-
ta)

laikkul <— function (x1, x2){
x1_uusi <— 9. 45*exp( x1)
return(xl_uum)

*x1+0.45%exp(—x2)*x2

}

laikku2 <— function (x1, x2)
x2_uusi <— 9. 45*exp( x2
return(x2_uu81)

{
)

*x2+0.45%exp(—x1)*x1

}

#alkuarvojen asettaminen
al0=1
b0=3

for (i in 1:15){
al <— laikkul (a0,b0)
bl <— laikku2(a0,b0)
print (c(al, bl))
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for(j in 1:15){
a0—=al
b0=b1
}
}

Populaatioiden kokojen piirtaiminen Mathematica-ohjelmistolla

datal — {{1,1},{2,3.54} ,{3,1.11} {4, 3.52},{5,1.14},
{6,3.5},{7,1.15} ,{8,3.49} .{9,1.16} ,
{10,3.48)} ,{11,1.17},{12,3.48},{13,1.18},
{14,3.48} ,{15,1.18}}

data2 = {{1,3},{2,1.58},{3,3.12},{4, 1.46},{5, 3.25},
{6,1.36} ,{7,3.35},{8,1.27} ,{9,3.41},
{10,1.22} ,{11,3.45} ,{12,1.2},{13,3.46},
{14,1.19} ,{15,3.47}}

ListPlot [{datal, data2},
Joined —> {True, True},
PlotRange —> All, PlotStyle —>{Red, Purple},
AxesLabel—>{aika , koko }]

Populaatioiden kokojen laskeminen R-ohjelmiston avulla (samanvaihei-
nen rata)

laikkul <— function (x1, x2){
x1 uusi <— 9.45%exp(—x1)
return (x1_uusi)

*x1+0.405%exp(—x2)*x2

}

laikku2 <— function (x1, x2){
x2 uusi <— 8.505%exp(—x2)*xx2+0.45%xexp(—x1)xx1
return (x2_uusi)

}

#alkuarvojen asettaminen
al=1
b0=1.5

for (i in 1:15){
al < laikkul (a0,b0)
bl <— laikku2 (a0,b0)
print (c(al, bl))
for(j in 1:15){
a0=al
b0=b1
}
}

Populaatioiden kokojen piirtaiminen Mathematica-ohjelmistolla
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datal = {{1,1},{2,3.61},{3,0.98},{4, 3.62},{5, 0.97},
{6,3.62},{7,0.97},{8,3.62},{9,0.96},
{10,3.62} ,{11,0.96},{12.,3.62},{13,0.96},
{14,3.62},{15,0.96}}

data2 = {{1,1.5},{2,3.01},{3,1.3},{4, 3.18} {5, 1.17},
{6,3.25} {7,1.11},{8,3.28} ,{9,1.0},
{10,3.28} ,{11,1.09},{12,3.28},{13,1.09},
{14,3.28} ,{15,1.09}}

ListPlot [{datal, data2},
Joined —> {True, True}, PlotRange — All,
PlotStyle —>{Green, Black},
AxesLabel—>{aika , koko }|

C Ominaisarvon laskeminen jaksollisella radalla

Diagonaalialkioiden kertominen kesken&éan.

9 9 Om 2 m\ 2
aiasz — 2mayaz + m-aiaz + Omaiaz — Om-aas + (7) ajaz + <7> asa3 — A

[ om 2 9 9 Om\ 2 ]
<7) a1ay + asay — 2masay + Omasay — Om*asay + m-agay + <7)

Aoy — A

2
= (97’“) 1030104 + G1a302G4 —2M A1630204 +0M a1a3a9a4 —OM? aiasasay

2 2
+m? lajasasa +(97m> a1a30204 —AA103 —2m<97m> a1a30104
—2m aqasasay +4m? ayasasas —20m? ajasasas +20m3 ayasasay

2 2
—2m?> ajasasay —2m<97m> a1 a3a2a4 +2mAaias +m? (97’") 1030104
+m2ajasasas —2m3 ajasasas +0m> ajasasas —0m* ‘ajasasaq
2
+m?* ayasasay +m? <9m> a1a3asay —m>\aas +<9m<97m> 130104
+0m [ayazasas —2m20 arasasay +0*m? ajazasas —0°m?3 [ajazasay
om

2 2
+0m3 ‘ajasasay +9m<9;”> a1a3asa4 —Oma,as —Om? (2> 1030104

—Om? ajasasas +20m? ajasasay —0*m3 ajasasay +6>m* ajazasay

2
2
( ) 103104

2
+<97m) 1030204 —( ) 2m a1 a3asa4 +9m<97m) 1030204
2
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m m
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2 2
+ (97771) a1a3ao0y +<07m> A2a30904 —Zm(‘%m) Aoa3ao0y

>

J 2 2
—|—0m<7m) 203090, —Om? (9;”> Qo320 —i—mQ(GTm) 903020,
2

2 2
+ (97m> A2a30904 _<97m> /\agag

2 2
—-A (07'”) 104 —NA2a4+X2Maza,—N0Mmasa,+X0m2asas—Am2asa,—\ (97’”) a4+ N\2.

Ei-diagonaalialkioiden kertominen keskenéan.
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-3 (T) a1a3a904 +<T> a103Q204 + 1 41a30204 ——4— Q1030204

2
Om [ Om 62m?2 02m3 Om [ Om
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0 0 0
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Termeissa on varikoodattu samat kertoimet a;ajaia;, jotta niitd olisi helpompi
tutkia. Katsotaan ensin, miltd kertoimen asasasas termit nayttavit ja mita sielta
kumoutuu pois. Kun vidhennetaédn ei-diagonaalialkiot diagonaalialkioista, saadaan

’m?  ?m>  Bm?  Sm*r  Pm*  *mt
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Kerroin asasasay siis héavidd kokonaan. Tutkitaan seuraavaksi kerrointa ajasajay.
Kun taas vihennetédin ei-diagonaalialkiot diagonaalialkioista, jaljelle jaa

0°m?2  20°m?®  0?>m*  Bm®  Pm*  *m?

7 R R RN T
’m?2  ?m3>  Bm?  PZm>  Pm* EBmtr PmE Bmt 0tm?
I 7 - R R S - S R T
0°m?2  ?m>  *m*  #md  Bm*  *mt
I R S R A R R B T
’m?2  ?m>  *m*  Sm3d  Bm*  *mt
— — - =0.
4 2 + 4 + 4 4 + 16

My®és siis kertoimen ajasaiay termit hévidvat. Tutkitaan vield kertoimen ajasasay
termeja

92 2
1= 2m+0m — 0m?® +m? + 22— om + 4m? — 20m? + 20m® — 2m?
(92 3 02 4
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93 3 03 4
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ty Tty Tt T s Tt T s tig

=1—2m —2m?% — 4m>® + m* + 20m — 66m? — 20m> + 20m*
+ 6°m? — 20°m3 + 0°m*.

Kerroin ajasasay ei siis havia kokonaan, mutta supistuu hieman siistimpéan muo-
toon. Liséksi determinantin avaamisesta jéa jiljelle myos termit, joissa on parametri
A mukana

0°m? 02m?
ajaz +

4 4

— /\<a1a3 — 2mayas + m2ajas + Omajas — Om3ayas + Q903

2,2 ) , 021m2
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+ A2
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D Muuttoliike-kappaleessa kaytetyt komennot

Populaatiodynamiikan méarittely

Summal lista | := Apply|[Plus, lista];

Erotus|[{a , b _}| := a — b;

flx , r | := r+Exp|—x]|;

gl{(x_. v ), {r_, m, theta }] = {(1 —mysxsf[x, r] ¢

thetax(m/2)*(xxf[x, r] + yxf]|y, r]
thetax(m/2)x(xxf[x, r] + yxf|y, r]

)7
)}

HakuNestList [f |, alku_, nlist , nhaku | :=
NestList [f, Nest[f, alku, nhaku] , nlist|;

(1 —m)sysfly, r] +

Attraktorien hakeminen

AttraktoriLista [alku |, {r , theta },
mmax_, mcount , nhaku | :=
Table [{m, HakuNestList[g|#, {r, m, theta}|
&, alku, 1, nhaku]}, {m,
0.0, mmax, mmax/mcount }]|;

hakulista = AttraktoriLista[{1.0, 2.9},
(9.2, 0.96}, 1, 10, 100]

Stabiilisuus

Jacobi|[{xx_, yy_}, param | :=

Map[D[g[{x, y}, param|, #| &, {x, y}| /.
{x >xx, vy > vy}

Stabiilisuus [{xx_, yy }, param , jaksopituus | :=
Module [{ paikka , jmatr, kokonais},
kokonais = Jacobi|[{xx, yy}, param|;

paikka = {xx, yy};

Do|paikka = f|paikka, param];
jmatr = Jacobi|paikka, param]|;
kokonais = jmatr . kokonais;
{jaksopituus — 1}];

Max | Abs| Eigenvalues [ kokonais ||]];

Maairittelyt piirtdmista varten

Laajenna[lista | :=
Table[{lista [[L1]], lista [[2]][[J]]}, {i, 1,
Length|lista [[2]]]}]

AttraktoriPiirto [hlista_, {r_, theta }| :=

Module[{laajennettu , summakuva, erotuskuva,
taulukuva , pisteet ,
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isoin , stablista , stabkuva},
laajennettu = Flatten [Map|Laajenna, hlista|, 1];
summakuva =
ListPlot [Map[{#[[1]], Summal|#[[2]]]} &, laajennettu],
PlotRange —> All, FrameLabel —>
{"Muuttoliike", "Summa"},
Frame —> True,
FrameTicks —> {{Automatic, None}, {Automatic, None}},
ImageSize —> {400, Automatic }|;
erotuskuva =
ListPlot [Map|[{#][|1]], Erotus|[#][2]|]]} &, laajennettu],
PlotRange — All, FramelLabel —>
{"Muuttoliike", "Erotus"},
Frame —> True,
FrameTicks —> {{Automatic, None}, {Automatic, None}},
ImageSize —> {400, Automatic }|;
pisteet = Map|Last, laajennettu |;
isoin = Max|Max| pisteet|*1.1, 1];
taulukuva =
ListPlot [ pisteet , FrameLabel —>
{"Laikku 1", "Laikku 2"},
Frame —> True,
FrameTicks — {{Automatic, None}, {Automatic, None}},
AspectRatio —> Automatic, ImageSize —> {400, Automatic},
PlotRange — {{0, isoin}, {0, isoin }}|;
stablista =
Map[{#[[1]], Stabiilisuus [#[[2]][[1]],
{r, #I[[1]], theta}, 2]} &,

hlista |;

stabkuva =
ListPlot [stablista , PlotRange — All,
FrameLabel — {"Muuttoliike", "Stabiilisuus"},

Frame —> True,

FrameTicks —> {{Automatic, None}, {Automatic, None}},
ImageSize —> {400, Automatic }|;

{summakuva, erotuskuva, taulukuva, stabkuva }|;

Ryhmitys [{summakuva , erotuskuva , taulukuva , stabkuva },
i | := {summakuva, erotuskuva, taulukuva,
stabkuva ,

Show | GraphicsColumn [{ GraphicsRow [ { summakuva,
erotuskuva }|,

GraphicsRow [{ taulukuva , stabkuva}|}, Spacings —>
{0, —100}],

ImageSize — {700, Automatic}|}[[1i]]

Kuvien piirtidminen
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Manipulate |
Ryhmitys |
AttraktoriPiirto |
AttraktoriLista [{ alkutilal , alkutila2}, {r, theta},
mmax, mcount, nhaku], {r, thetal}], i],
{{r, 4.0, "Parametri r"}, 1, 12, 0.1},
{{theta, 0.9, "Selviamistodennakoisyys \|[Theta|"},
0.01, 1, 0.01}, {{alkutilal, 1.2,
"Laikun 1 populaatiokoko aluksi"}, 0.1, 4 },
{{alkutila2 , 1.3, "Laikun 2 populaatiokoko
aluksi"}, 0.1, 4}, {{mmax, 1,
"Suurin naytettava m"}, 0.04, 1, 0.02},
{{mcount, 10, "Parametrin m arvojen lukumaara"},
10, 100, 10},{{nhaku, 100, "Attraktorin haun
askelmaara"}, 100, 1500, 100},
{{i, 5, "Naytettava kuva"}, 1, 5, 1},
SaveDefinitions — True]

Mutantin dynamiikka ja kelpoisuus

MutantMatrix [m , {al , a2 },
theta | := {{(1 — m + thetax(m/2))x*al,
thetax(m/2)*xa2}, {thetax(m/2)*al,
(I — m + thetax(m/2))xa2}};

Ymparisto [attr _, r | := Map|{[#, r| &, attr];
Kelpoisuus [m_, theta , ymp | := Module[{matrlista ,
kokonais}, matrlista = Map|MutantMatrix
[m, #, theta| &, ymp|; kokonais = matrlista |[[1]];
Do| kokonais = matrlista[[j]] . kokonais;
{j, 2, Length|[matrlista|}|;
Max|Abs| Eigenvalues [ kokonais || ]];

PIP-kuvan piirtaminen

Koord [lista | := Map[{#][[1]], #[[2]]} &, lista|

PIPpiirto | fitlista | Module [{ plussat , miinukset },
plussat = Koord|Select [fitlista , #[[3]] > 1 &]];
miinukset = Koord[Select [fitlista , #[[3]] < 1 &]];
ListPlot [{ plussat , miinukset}, PlotStyle —>
{Green, LightGray},

AspectRatio —> Automatic, ImageSize —>
{400, Automatic},

PlotRange — {{0, 1}, {0, 1}}, Epilog —
Line[{{0, 0}, {1, 1}}]]]

MutLista [funk |, nmut | :=
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Table [{funk [[1]] , mutarvo, funk|[[2]]
/. mut —> mutarvo}, {mutarvo, 0,
1, 1/nmut}|

EvoluutioPiirtoPIP [hlista , {r , theta }, nmut | :=
Module |[{ ymparistolista , funklista , kelpolista},
ymparistolista = Map|[{#][1]], Ymparisto
[#][[12]], r|} &, hlista]; funklista =
Map[{#][[1]], Kelpoisuus|[mut, theta, #[[2]]]}
&, ymparistolista |;
kelpolista = Flatten [Map|MutLista|#, nmut|
&, funklistal], 1];

PIPpiirto|kelpolista ||

EvoluutioPiirto [hlista , {r , theta }, nmut | :=
Module [{ summakuva, erotuskuva, taulukuva,
stabkuva , PIPkuva},

{summakuva, erotuskuva, taulukuva,6 stabkuva} =
AttraktoriPiirto [ hlista , {r, theta}|;

PIPkuva = EvoluutioPiirtoPIP [hlista , {r, theta}, nmut]|;
{summakuva, erotuskuva, taulukuva, PIPkuva}|

Piirtdminen

Manipulate |
Ryhmitys| EvoluutioPiirto |
AttraktoriLista [{ alkutilal , alkutila2},

{r, theta}, mmax, mcount,

nhaku|, {r, theta}, mutcount]|, i],

{{r, 4.0, "Parametri r"}, 1,

12, 0.1}, {{theta, 0.9, "Selviamistodennakoisyys
\[Theta|"}, 0.01,

1, 0.01}, {{alkutilal , 1.2,

"Laikun 1 populaatiokoko aluksi"}, 0.1,

4}, {{alkutila2 , 1.3, "Laikun 2

populaatiokoko aluksi"}, 0.1, 4},

{{mmax, 1, "Suurin naytettava residentin m"},
0.04, 1, 0.02}, {{mcount, 10, "Residentin

m arvojen lukumaara"}, 10, 100, 10},
{{mutcount, 10, "Mutantin m arvojen lukumaara"},
10, 100, 10}, {{nhaku, 100, "Attraktorin haun
askelmaara"}, 100, 1500, 100},

{{i, 5, "Naytettava kuva"}, 1, 5, 1},
SaveDefinitions —> True]
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