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Fysikaalisen suureen mittauksen universaali konsepti on, ettd mitattava systeemi
tuodaan tavalla tai toisella kontaktiin mittalaitteen kanssa, jonka jédlkeen mittalait-
teen mitta-asteikolta luetaan mitattavan suureen arvo. Klassisessa fysiikassa jokai-
nen suure voidaan ainakin periaatteessa mitata mielivaltaisella tarkkuudella missa
tahansa systeemin tilassa, ilman ettd tila muuttuisi mittauksen aikana. Tamé ei
kuitenkaan yleisesti pade kvanttimekaniikassa — sitd vastoin kvanttimekaniikan mit-
tausteorian perustulos on, ettd mittaus tavallisesti muuttaa mitattavan systeemin
tilaa.

Edellinen perustulos ei kuitenkaan poissulje sité, ettd tehtéessa sopiva erittédin
epatarkka mittaus myos tilanmuutos voisi olla vahéista. Téllaisia mittauksia on ole-
massa ja niitd kutsutaan heikoiksi mittauksiksi. Heikon mittauksen ilmeinen haitta-
puoli on, ettd myods mittauksessa saatavan informaation mééara on vahaista. Kuiten-
kin toistamalla heikkoa mittausta useita kertoja, myos informaation méaéraé saadaan
kasvatettua.

Tavanomaisesti fysikaalisen suureen arvoista puhuttaessa tarkoitetaan sen arvo-
ja, likiméaraisia arvoja, keskiarvoja ja ehdollisia keskiarvoja. Lisdksi suureelle voi-
daan méiritella my6s niin sanotut heikot arvot. Osoittautuu, ettéd suureen heikko
arvo voidaan operationaalisesti saavuttaa sopivan heikon ja ”vahvan” mittauksen
jonomittauksen tuloksena. Heikot mittaukset ja heikot arvot ovat aktiivisen tutki-
muksen alla, ja viimeaikoina niité on kdytetty muun muassa tilanmaéaritystehtavissa.

Téssé tutkielmassa tutustun heikkojen mittausten teoriaan léhtien liikkeelle ylei-
sestd kvanttimekaniikan mittausteoriasta. Osoitan myds, kuinka heikot arvot reali-
soituvat heikon ja ”vahvan” mittauksen jonomittauksessa. Lisdksi analysoin joitakin
keskeisié ja tuoreita heikkoja mittauksia ja heikkoja arvoja késittelevia julkaisuja.

Asiasanoja: Heikko mittaus, heikko arvo, mittausteoria, standardimalli, ti-
lanmaéaritys, mittausepéatarkkuusrelaatio
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” Katken vot oppia, jos ottaa riittdvin pienid askeleita.”

— Pekka Lahti

Johdanto

Kvanttimekaniikka on probabilistinen teoria, jonka matemaattinen perusta on sys-
teemid kuvaavan Hilbertin avaruuden operaattoriteoria: kyseisessa Hilbertin avaruu-
dessa tilat ja fysikaaliset suureet méaritellddn sopivina Hilbertin avaruuden lineaa-
rioperaattoreina ja operaattoriarvoisina mittoina. Probabilistisuus ilmenee néiden ti-
lojen ja suureiden méaaradming todennakoisyysmittoina. Juuri tdma probabilistinen
operaattoriteoria kytkeytyy fysikaaliseen todellisuuteen kokeellisesti mééritettavien
mittaustulostilastojen kautta.

Kvanttimekaniikassa mittauksen ja mittaustulostilastojen matemaattista perus-
taa kuvaa mittausteoria, joka myos vahvasti tukeutuu operaattoriteoriaan. Erityis-
piirteené kvanttimekaanisissa mittauksissa klassisiin mittauksiin verrattuna on, etta
kvanttimekaniikassa suureen mittaus tavallisesti muuttaa mitattavan systeemin ti-
laa. Kuitenkin osoittautuu, ettd on olemassa niin sanottuja heikkoja mittauksia,
joissa suureen mittaus muuttaa mitattavan systeemin tilaa vain niin vdhén, etta
muutos voidaan mitattomyytensa vuoksi jattaa huomioimatta. Haittapuolena néissa
mittauksissa on, ettd myoskiadn mitattavasta suureesta ei saada juurikaan informaa-
tiota.

Heikkoihin mittauksiin liittyvét ldheisesti niin sanotut heikot arvot. Ne molem-
mat esiteltiin Yakir Aharonovin, David Albertin ja Lev Vaidmanin vuonna 1988
julkaisemassa paperissa How the Result of a Measurement of a Component of the
Spin of a Spm—% Particle Can Turn Out to be 100. Idea téssé alkuperiisjulkaisussa
on nimensd mukaisesti osoittaa, ettd heikkojen mittausten avulla spin—% -suureen
mittaustuloksissa voidaan péadtya roimasti spin—% -suureen tavanomaisen arvoalueen
ulkopuolelle. Heikkojen arvojen kayttokohteiden mééra on sittemmin laajentunut ja
talla hetkelld ne ovat aktiivisen tutkimuksen kohteena.

Yllamainitun nojalla lienee selvéd, ettd tédssd tutkielmassa esiteltdvien tuloksien
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ymmértamiseksi lukijalta vaaditaan ainakin perustietoja Hilbertin avaruuksien ope-
raattoriteoriasta. Tutkielmani ensimmaéisen luvun tarkoituksena on lyhyesti esitella
néité tarvittavia perustuloksia. Toisessa luvussa esittelen kytkentédéd operaattoriteo-
rian ja kvanttimekaniikan perusteiden vélilla. Nama kaksi lukua toimivat kvanttime-
kaniikan perusteorian lyhyend kertauksena, jotka valistunut lukija voi halutessaan
sivuuttaa. Kolmannessa luvussa perehdyn mychemmin tarvittavaan kvanttimeka-
niikan mittausteoriaan ja esittelen myos heikkojen mittausten seké jonomittausten
perusteita.

Tamén tutkielmani pédaihetta eli heikkoja mittauksia ja heikkoja arvoja analy-
soin tutkielmani kahdessa viimeisessé luvussa. Neljannessé luvussa esittelen heikot
arvot ja erityisesti pyrin selventdméén eroa suureen erilaisten arvojen valilla. Lopul-
ta tutkielmani viimeisessa eli viidennessé luvussa annan johdonmukaisen analyysin
joistakin keskeisistd heikkoihin mittauksiin ja heikkoihin arvoihin liittyvista tulok-

sista.
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1 Operaattoriteoriaa

Téasséd luvussa on jatkon kannalta tarpeellisin osin esitelty Hilbertin avaruuksien
operaattoriteoriaa seké operaattorimittojen integrointiteoriaa ja luvun tarkoitukse-
na on toimia tutkielmani matemaattisena johdantona. Perusteoksena on koko lu-
vun ajan kiytetty kirjaa [1] ja luvussa pintapuolisesti esiteltavén operaattoriteorian
syvéllisemmén ymmértdmisen kannalta kyseinen viite onkin erittdin suositeltavaa

luettavaa.

1.1 Hilbertin avaruuden operaattoreista

Olkoon E (kompleksinen) vektoriavaruus. Kuvausta s : E x E — C kutsutaan
sisatuloksi (E:ssi) ja avaruuden E sanotaan olevan sisdtuloavaruus (varustettuna

s:114), jos kaikilla 1, ¢, n € E ja A\, u € C on voimassa:

(S1) s(p, A + pn) = As(e, ¥) + pus(e,n) (lineaarisuus)
(52) s(p,v) = s(¥, ) (kongugaattisymmetrisyys)
(S3) s(p,0) 20 (positiivisuus)
(S4) s(p, ) =0 < @ =0. (degeneroitumattomuus)
Jatkossa merkitddn s(p, 1) = (pl). Sisdtulo indusoi vektoriavaruuteen E nor-

min kaavan [|¢|| = \/{p|p) kautta, ja normi puolestaan indusoi metriikan kaavan
(e, ¥) = |l — ¥| kautta.

Jonoa (¢;)2, C E kutsutaan Cauchyn jonoksi, jos jokaista positiivilukua e kohti
on olemassa sellainen rajaluku n. € N ettd d(p,, om) < € kaikilla n,m > n..
Metristd avaruutta, jossa jokainen Cauchyn jono suppenee kutsutaan tdaydelliseksa.

Sisétulon indusoiman metriikan suhteen téydellistd sisédtuloavaruutta kutsu-
taan Hilbertin avaruudeksi, ja merkitddn geneerisesti symbolilla H. Téssa tutkiel-
massa Hilbertin avaruuden H yksikkovektoreiden joukosta kaytetddn merkintdé

H, = {¢ € H||¢|| = 1}. Hilbertin avaruuden H aliavaruudella tarkoitetaan sen
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vektorialiavaruutta, eli epatyhjéaa osajoukkoa, joka siséltdé alkioidensa lineaarikom-
binaatiot. Aliavaruus 2 on tihed H:ssa, jos sen sulkeuma on H, eli 2 = H. Hilbertin
avaruuden kannalla tarkoitetaan sen vektoriavaruuskantaa, ja kantaa IC sanotaan or-
tonormaalikannaksi, jos (Y|) = 1 ja (YP|e) = 0 kaikilla ¢, p € K, ¥ # ¢. Jokaisessa
Hilbertin avaruudessa on ortonormaalikanta. Hilbertin avaruus H on separoituva,
jos silld on numeroituva ortonormaalikanta.

Hilbertin avaruuden # aliavaruudessa Z(A) médriteltyéd lineaarikuvausta A :
P(A) — H kutsutaan (Hilbertin avaruuden lineaari-) operaattoriksi. Operaat-
toreiden A; : 2(A;) — H, i = 1,2 summa A; + Ay médritelladn (A; +
As)p = Ajp + Asp kaikilla ¢ € Z(A; + Ay) = Z(A4) N P(A2) ja tulo eli
yhdistetty kuvaus A; o Ay = A;A; midritellidn (A1A42)p = A;1(A2p) kaikilla
¢ € D(A1As) = {p € D(A2)|A2p € Z(A1)}.

Lineaarikuvausta A : Z(A) — H kutsutaan rajoitetuksi (lineaari- )operaattoriksi,
jos on olemassa sellainen kiinted luku M € [0,00), ettd ||Ap| < Mlg||, kaikilla
v € 2(A). Kiintedn luvun M olemassaolo on yhtépitdvad A:n jatkuvuuden kanssa.
Jatkuvuuden avulla rajoitetun lineaarioperaattorin A méérittelyalue Z(A) voidaan
laajentaa késittdméadn koko H, siis voidaan asettaa A : H — H. Rajoitettujen
operaattoreiden joukkoa merkitaan £ (H). Rajoitettujen operaattoreiden joukossa
mééritelladn operaattorinormi kaavalla ||A|| = sup{||A¢||| ¢ € H1}.

Rajoitettu lineaarioperaattori A € Z(H) on kompakti, jos H:n yksikkopallon

kuvan sulkeuma A:n kuvauksessa, toisin sanoen joukko {Ap| ||¢|| < 1}, on kompak-
ti. Kompaktien rajoitettujen lineaarioperaattoreiden joukolle kdytetdan merkintda

Hilbertin avaruuden H duaali H* méaéritellddn koostuvan kaikista jatkuvista li-
neaarikuvauksista f : H — C. Aivan keskeinen Hilbertin avaruuksien ominaisuus on

itseduaalisuus, minké osoittaa seuraavaksi esiteltdva Fréchet-Rieszin lause.

Lause 1.1 (Fréchet-Rieszin esityslause). Jokaista f € H* kohti on olemas-
sa yksikédsitteinen 1 € H siten, ettd f(p) = (Y|¢) kaikilla ¢ € H. Lisédksi
[flloo :=sup{f () [¢ € H [lel <1} = [[¢]. [T, 5.18] O



1 OPERAATTORITEORIAA )

Erityisesti edellisesté lauseesta seuraa, etté jokaisella A € Z(H) on yksikésitteinen

duaalioperaattori, eli pian méériteltdva adjungaatti, olemassa Z(H):ssa.
Operaattori A on tihedsti madaritelty, jos sen méarittelyalue Z(A) on tihed H:ssa.

Tihedsti méaritellyn operaattorin A adjungaatiksi A* kutsutaan sita yksikésitteisesti

méaarattyd operaattoria, jolle pétee

D(A") = {¢ € H|p — (Y| Ap) on jatkuva Z(A):ssa}

(AYlp) = (W|Ap) Y € D(A), 0 € D(A). (1.1.1)

Operaattori on itseadjungoitu, jos A = A*, eli Z(A) = P(A*) ja Ap = A*p kaikilla
¢ € Z(A). Rajoitettujen itseadjungoitujen operaattoreiden joukkoa merkitaén ly-
hyesti .Z;(H). Operaattoria U € £ (H) sanotaan unitaariseksi, jos UU* = 1 = U*U,
ja kaikkien unitaarioperaattoreiden joukkoa merkitdan % (H).

Operaattoria A € Z(H) sanotaan positiiviseksi, jos (p|Ap) > 0 kaikilla ¢ €
‘H, jolloin kidytetdan merkintdd A > 0. Jokainen positiivinen operaattori on myos

itseadjungoitu, ja positiivisten operaattoreiden joukkoa merkitdin 2 (H)™.

Esimerkki 1.2. Projektio-operaattorit P € Z(H) = {P € L (H)|P* = P = P?*}
ovat kaikki positiivisia operaattoreita. Vektoreiden 1, ¢ € H méaardamasta kuvauk-
sesta ¢ — (Y]p) ¢ saatavalle lineaarioperaattorille kiytetdan merkintad |¢)(v|. Ope-
raattori |¢) (1] ei (yleisesti) ole positiivinen, silld se ei ole edes itseadjungoitu. Ope-
raattorista |¢)(p| ¢ € Hi, eli projektiosta vektorin ¢ virittamélle yksiulotteiselle

aliavaruudelle, kiytetddn myos merkintdd Ply].

Jokaista operaattoria A € Z,(H)" kohti on olemassa yksikésitteinen B €
Z(H)T, jolle A = B?, jolloin merkitidin B = /A ja operaattoria B kutsutaan

A:n neliojuureksi. Operaattorin A itseisarvolla tarkoitetaan positiivista operaatto-

ria |A| = VA" A.
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Olkoon K mielivaltainen Hilbertin avaruuden H ortonormaalikanta. Kaikilla 7" €

Z,(H)" merkitdin

tr[T] = (€T (< o). (1.1.2)
¢ek

Joukkoa {T" € Z(H)|tr [|T|] < oo} kutsutaan jdlkiluokaksi, merkitdan .7 (H), ja sen
alkioita kutsutaan jalkiluokkaoperaattoreiksi. 7 (H) on £ (H):m vektorialiavaruus ja
kaikilla T' € T (H), A € L(H) on TA € T (H) sekd T* € F(H). Télléin myos

(T*A*)* = AT € T (H). Jalkiluokka 7 (H) on siis £ (H)m *-ihanne.
Operaattorin T € 7 (H) jiljeksi kutsutaan lukua tr [T] = >, (§|T€). Kuvaus
tr : 7 (H) — C on selvisti lineaarinen. Seuraavaan lauseeseen on kerétty joitakin

jéljen ominaisuuksia.

Lause 1.3. (i) Operaattorin 7" € .7 () jélki on ortonormaalikannan K valinnas-

ta riippumaton, ts.

> (e = (o), (1.1.3)

Eex CeL
missd IC ja £ ovat mielivaltaisia Hilbertin avaruuden ortonormaalikantoja.

(i) Jélki on unitaarisesti invariantti, ts. tr [UTU*] = tr [T] kaikilla T € J(H),
Ueu(H).

(iii) Jélki on syklinen, ts. tr [AT]| = tr [T'A] kaikilla A € Z(H), T € T(H).
I 5.113] O

Kuvaus 7 (H) — RT, T — tr [|T|] méérittelee jalkinormin jilkiluokassa ja mer-
kitdaan ||T||,, = tr[|T|]. Jélkiluokka on jdlkinormin suhteen tdydellinen normia-
varuus eli pari (J(H), |||lt:) on Banachin avaruus. Jalkinormi on operaattorinor-
mia karkeampi, toisin sanoen ||T'|| < ||7||:. kaikilla 7" € .7 (H). Erityisesti kaikilla
Ae L(H)jaT e T(H) pitee

[tr [AT]] < AT er- (1.1.4)
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Mééritelldén kaikilla A € Z(H) kuvaus fa : T (H) — C; fa(T) = tr[AT].
Kuvaus A +— f4 médrittelee lineaarisen isometrisen bijektion avaruudelta Z(H)
Banachin avaruuden (7 (H), ||-||s:) duaalille: erityisesti siis jokaista kyseisen duaalin
alkiota f : . (H) — C kohti on olemassa yksikésitteinen A € Z(H), siten ettd
f = fa. Tuloksena saadaan térked dualiteetti £ (H) ~ .7 (H)*, missd dualiteetin
valittavéit edelld olevat kuvaukset A — f4. Tamén dualiteetin valitykselld jokaista
rajoitettua lineaarikuvausta ® : .7 (H) — 7 (H) vastaa yksikésitteinen lineaarinen

duaalikuvaud] ®* : L (H) — ZL(H), joka téysin miirdytyy relaatiosta
fa(@(T)) = tr [AQ(T)] = tr[P"(A) T = for(a)(T) (1.1.5)

kaikilla A € L(H), T € T (H).

1.2 Integrointia operaattorimitan suhteen

Téssé alaluvussa esitellddn lyhyesti operaattorimitan suhteen integrointia ja siihen
liittyvid perustuloksia. Koko tutkielman ajan 2 on jokin epétyhja topologinen ava-
ruus ja 7 C 2 on jokin siihen liittyvi o-algebra. Erityisesti Borelin o-algebrasta,
eli suppeimmasta avaruuden {2 avoimet joukot sisdltavastd o-algebrasta, kdytetdan
merkintad B(€).

Joukkofunktio p : & — C on kompleksimitta, jos p()) = 0 ja jos kaikilla erillisill4
jonoilla (X;)°, C o

(U2, X)) = Zp(Xi)- (o-additiivisuus)
i=1

Se on todenndkdoisyysmitta, jos p(X) > 0 kaikilla X € o7 ja jos lisdksi p(2) = 1.
Olkoon E : of — Z(H) operaattoriarvoinen kuvaus. Kaikilla X € &7 ¢, €
H maédritellddn Ey o (X) = (Y|E(X)p); tapauksessa E,, merkitédén lyhyesti E,.

Kuvausta E kutsutaan

Vastaavasti lineaarikuvausta ® : 7 (H) — 7 (H) kutsutaan sen duaalikuvauksen ®* : £ (H) —
Z(H) preduaalikuvaukseksi.
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(i) operaattorimitaksi, jos kaikilla ¢, o € H E, , on kompleksimitta,

(ii) positivioperaattorimitaksi, jos lisdksi E(X) > 0, eli E,(X) > 0, kaikilla X €
o jap € H.

(iii) Positiivioperaattorimitta on semispektraalimitta, jos kaikilla ¢ € H; E, on

todennékoisyysmitta,
(iv) ja jos lisdksi E(X) € Z(H) kaikilla X € &7, sitd kutsutaan spektraalimitaksi.

Seuraava lemma antaa yhteyden positiivioperaattori- ja spektraalimittojen

valilla.

Lemma 1.4. Positiivioperaattorimitalle £ : &/ — Z(H) seuraavat ehdot ovat

yhtéapitavat:
(i) E(XNY)=EX)E(Y) kaikilla X, Y € &/, (multiplikativisuus)
(i) E(X)? = E(X) kaikilla X € & (idempotenttisuus)

[1, s.43] O

Olkoon E : o — £(H) operaattorimitta ja f = > " | a;xx, </-yksinkertainen
funktio, eli X; € &, X; N X; =0, josi # j, oy € C kaikilla i = 1,....n, ja xx,
joukon X; karakteristinen funktio. Silloin f:n integraali E:n suhteen mééaritelladn

operaattorina

/ FaE =3 ouE(X,). (1.2.1)
Q i=1

Merkitaén symbolilla F,, sup-normin suhteen rajoitettujen .o7-mitallisten funk-
tioiden joukkoa. Seuraavaa lemmaa apuna kiyttden voimme mééritellda myos F, -

funktioiden integroinnin operaattorimitan suhteen.

Lemma 1.5. Olkoon f € F,. Silloin on olemassa jono yksinkertaisia funktioita
fn, siten ettéd jono suppenee tasaisesti kohti f:4a (2:ssa ja |f,(w)| < |f(w)| kaikilla

w € Q. Erityisesti yksinkertaisten funktioiden joukko on tihed F:ssa.  [I} s.47] O
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Edellisen lemman ja .Z(H) téydellisyyden nojalla kuvaus f — [ f dE voidaan
vksikésitteisella tavalla laajentaa yksinkertaisten funktioiden joukolta koskemaan
my0s rajoitettuja funktioita. Seuraava tulos on keskeinen positiivioperaattorimittoja

koskeva integraalimuunnostulos.

Lemma 1.6. Olkoon F : & — Z(H) positiivioperaattorimitta, Y joukko ja
% C 2Y o-algebra. Olkoon g : Q@ — Y mitallinen funktio, eli g7'(B) € & kai-
kille B € . Silloin kuvaus EY : Z — Z(H), méériteltynid £9(B) = E(¢g~(B)), on

positiivioperaattorimitta, ja kaikille rajoitetuille mitallisille funktioille f pétee

/deEgz/Q(fog)dE (1.2.2)

[1, s.49] OO

Rajoitetun funktion integrointi operaattorimitan suhteen tuottaa aina rajoi-
tetun operaattorin. Nimittdin positiivioperaattorimitalle E pitee | [ fdE| <
2| E(Q)]| supgeq|f(w)| < oo kaikilla f € F.,. Toisaalta, koska jokainen komplek-
simitta g voidaan ilmaista neljin positiivisen mitan n; € Z(H)*, i = 1,2,3,4
avulla 1 = (m1 — m2) + (N3 — n4), niin kolmioepédyhtdlon ja ylldolevan nojalla seu-
raa, etti || fAE|| < || fdBy| + | fdBoll + | £ dBsl + |If £ dEs]| < oo, missi
E;: o — Z,(H)t, i=1,2,3,4 ovat positiivioperaattorimittoja.

My6s rajoittamatonta (<7-mitallista) funktiota voidaan integroida operaatto-
rimitan suhteen ja tuloksena saadaan luonnollisestikin rajoittamaton operaattori.

Seuraava lause konkretisoi tilanteen.

Lause 1.7. Olkoon E : of — Z(H) operaattorimitta, f : @ — C &7-mitallinen
funktio ja ¢ € Z(f,E) := {¢ € H| f Ey ,-integroituva kaikillaty) € #}. Silloin on
olemassa yksikisitteinen vektori L(f, F)¢ € H siten, etté

WILUE)o) = [ £ dEus (1.23)

kaikilla ¢ € H. Z(f, E) on H:n aliavaruus ja ndin médraytyvai lineaarioperaattoria
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L(f,E): 2(f, F) — H kutsutaan f:n integraaliksi operaattorimitan E suhteen ja
merkitdin L(f, E) = [ fdE. [2, 5.328] O

Merkitdan .@( f, E):114 niiden vektoreiden ¢ € H joukkoa, joilla funktio |f]* on

E-integroituva.

Lemma 1.8. Olkoon F : &/ — Z(H) operaattorimitta, f : Q@ — C mitallinen
funktio.

(i) Jos E(X) > 0 kaikilla X € &7, niin é(f, E) on 2(f, E):n sisdltyvd H:n

aliavaruus.
(i) Jos E(X) € 2(H) kaikilla X € &, niin 2(f, E) = 2(f, E).
2l s.328] O
Edellisen lemman inkluusio 2(f, E) C 2(f, E) voi olla aito [2, s.330].

Lemma 1.9. Olkoon E : &/ — Z(H) operaattorimitta. Jos E(X) = E(X)* kaikilla
X € o ja f on reaalinen mitallinen funktio, niin L(f, E) on symmetrinen operaat-

tori, eli (V|L(f, E)p) = (L(f, E)Y|p) kaikilla p, v € D(f, E). [2, s.330] OO

1.2.1 Spektraaliteoriaa

Spektraalimitat ovat térkeéssa roolissa kvanttimekaniikassa. Osoittautuu, etta jokai-
nen reaalinen spektraalimitta indusoi yksikésitteisen itseadjungoidun operaattorin,
ja jokaista itseadjungoitua operaattoria kohti on olemassa yksikésitteinen reaalinen
spektraalimitta. Tamén osoittaa itseadjungoitujen operaattoreiden spektraalilause,
joka esitellain pian. Sitd ennen esitellddn kuitenkin itse spektrin késite.

Olkoon A Hilbertin avaruuden operaattori. A resolventiksi p(A) < C
méaritellddn niiden pisteiden z € C joukko, joille on olemassa rajoitettu operaat-
tori B € Z(H) siten, ettd B(zl — A) = I|g) ja (2 — A)B = I, toisin sanoen
resolventti p(A) on niiden pisteiden joukko, joilla operaattorilla (21 — A) on ole-

massa rajoitettu kiénteisoperaattori. Edelleen A:n spektri o(A) maéaritelldén A:n
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resolventtijoukon komplementtina eli o(A) = C\p(A). A ollessa itseadjungoitu
operaattori sen spektri on kokonaisuudessaan reaalinen, ts. o(A) C R.

Luku @ € C on ominaisarvo, jos on olemassa ¢, € Z(A)\{0}, siten ettd
Ay, = ayp,. Vektoreita ¢, kutsutaan talloin A:n ominaisarvoon a liittyvéiksi ominais-
vektoreiksi, ja ominaisarvoon a liittyvien ominaisvektoreiden virittdméé (suljettua)
aliavaruutta, ominaisavaruutta, merkitddn M,. Itse ominaisarvojen joukkoa mer-
kitdéan o,(A), ja sitd kutsutaan myds A:n pistespektriksi. Selvisti 0,(A) C o(A). Am
jatkuvaksi spektriksi kutsutaan A:n pistespektrin o,(A) komplementtia A:n spekt-

rissé, ja sitd merkitddn symbolilla o.(A); toisin sanoen o.(A) = o(A4)\o,(A).

Lause 1.10 (Spektraalilause). Olkoon A itseadjungoitu operaattori. Silloin on ole-

massa yksikésitteinen spektraalimitta £ : B(R) — £ (H), siten etti

P(A) = 2(id, E) (1.2.4)
ja kaikilla ¢ € 2(A)

(plAp) = /}R:vdEw(a:). (1.2.5)

Talloin merkitain A = fR xdE(x), ja oikeaa puolta kutsutaan itseadjungoidun ope-
raattorin A spektraalihajotelmaksi. [1, s.72]
O

Edellisen lauseen tilanteessa kutsumme spektraalimittaa FE itseadjungoituun ope-
raattoriin A liittyvéksi spektraalimitaksi: korostaaksemme téatd merkitsemme jat-
kossa A:han liittyvis spektraalimittaa symbolilla E4.

(Semi-)spektraalimitan E tueksi kutsutaan laajimman ehdon E(U) = 0
tdyttavad avoimen joukon U C € komplementtia, ja sitd merkitdén supp(FE).

Toisin sanoen (semi-)spektraalimitan E tuki on suppein suljettu joukko, jolle

E(supp(E)) = 1.

Lemma 1.11. supp(E4) = o(A). [1, s.75] O
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Spektraalilauseessa riittéisi integrointi A:n spektrin o(A) yli, silla edellisen lemman
mukaisesti integrointi yli spektrin o(A4) = supp(E*) komplementin tuottaa vain nol-
lan. Siis: A = fU(A) x dE4(z). Nyt hajotelmaa voi jatkaa piste- ja jatkuvan spektrin

avulla vield pidemmaélle:

A=) aP+ / xdE(z), (1.2.6)
op(A) (4)
missd P, on projektio A:n ominaisarvoon a liittyvélle ominaisavaruudelle M,. Kom-
paktin itseadjungoidun operaattorin spektrin nollasta eroava osa koostuu ainoas-
taan sen ominaisarvoista, joten kaikilla A € €,(H) spektraalilause on yksinkertaista
muotoa A =3 4 aF,.
Spektraalilauseelle on voimassa myos kddnteinen tulos nimittédin jokainen reaali-

nen spektraalimitta maariaé aina erdén yksikésitteisen itseadjungoidun operaattorin.

Lause 1.12. Olkoon E : B(R) — Z(#) spektraalimitta. Silloin on olemassa yk-
sikésitteinen itseadjungoitu operaattori A, jolle £ = E4. Toisin sanoen joukko
9 (id, ') on H:n tihed aliavaruus ja on olemassa yksikésitteisesti madratty itsead-

jungoitu operaattori A, jolle 2(A) = Z(id, E), ja

(p|Ap) = /RxdE@(x), (1.2.7)

kaikilla ¢ € 2. [1, s.66] OJ

Edellisen alaluvun mukaisesti .o/-mitallisia funktioita voidaan integroida myds
spektraalimitan suhteen. Erityisen térkeitd ovat itseadjungoidun A operaattorin
funktiot f(A). Olkoon E“ itseadjungoitua operaattoria A vastaava spektraalimit-
ta. (B(R)-)mitallisilla funktioilla f : R — C médéritelldén f(A) = [, f(z) dE*(z),
jolloin f(A) on erés yksikésitteinen operaattori. Seuraavaan lemmaan on kerétty

joitakin oleellisia tuloksia.
Lemma 1.13. Olkoon f : R — C mitallinen funktio ja A itseadjungoitu operaattori.
(i) Jos f € Fam), niin f(A) : H — H on rajoitettu operaattori, jolle || f(A)| <

2sup,eg|f(2)]
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(ii) Jos f:R — R on rajoittamaton funktio, niin f(A) : Z(f(A)) — H on rajoit-
tamaton itseadjungoitu operaattori, jolle Z(f(A)) = 2(f, E4) = 9(f, E*) on

tihed H:n aliavaruus.

(iii) f(A)* = f(A). Erityisesti f(A) on itseadjungoitu silloin ja vain silloin, kun f

on reaaliarvoinen.

[T, 5.47, 66] O

1.2.2 Yksiparametrinen unitaariryhmé

Hermiten funktioiden virittiméissi aliavaruudessa Ly C L*(R) midritelliin Fourier-

muunnos kaavalla

L TP (x) dx
(Fof) (p) = \/—Q—W/Re f(z)d (1.2.8)

kaikilla f € Ly. Koska jokainen Lg:n alkio on Lebesgue integroituva, kyseinen inte-
graali on hyvin méiritelty. Kuvaus Fy : Ly — L?(R) on integraalin lineaarisuuden
nojalla lineaarinen kuvaus, jolle pétee ||Fof|| = || f|| kaikilla f € Lo. Koska Lg on ti-
hed L?*(R):n aliavaruus, lineaarikuvaus Fy laajenee hyvin médritellyksi rajoitetuksi
lineaarioperaattoriksi F : L*(R) — L*(R), joten myos L*(R):ssé voidaan médritelld

vektorin Fourier-muunnos kaavan (|1.2.8)) tapaan:

Fo) ) =30) = o= [ ol (1.29)

Huomautettakoon, etti vaikka Fourier-muunnos laajeneekin koko avaruuteen L?(R),
niin yllioleva pisteittdinen médritelmé pétee, vain kun ¢ € L'(R) N L*(R).
Hieman samaan tapaan méiritelliin spektraalimitan E : B(R) — Z(H)

Fourier-Stieltjes-muunnos:
E(z) = / et dE(t). (1.2.10)
R

E(z) € Z(H) kaikilla z € R, silli kuvaus ¢ — e on rajoitettu kaikilla ¢ € R.
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Itseasiassa E(z) € %(H) kaikilla z € R, silli E(z)*E(z) = E(z)E(z)* =
Jeug € e dE(t) dE(t) s Jpe e dE(t) = I. Edelleen kaikilla z,y € R
E(x+y) = Jpe™teVt dE(t) = E(:U)E(y), joten E on ryhméhomomorfismi addi-
tiiviselta ryhmaéltd R multiplikatiiviselle ryhmaélle % (#H). Erityisesti E (0)=1.
Olkoon A spektraalimittaan F yksikésitteisesti liittyvé itseadjungoitu operaat-

tori, jolloin edellisen alaluvun mukaisesti £(z) = e

~

Lemma 1.14. (i) Kaikilla ¢ € H, 2o € R lim,_,,, E(z)p = E(z)p.

(i) limy,_p Z0=2 — 4 Ay kaikilla o € P(A).

BE(h)p—¢
R

(iii) Jos ¢ € H on sellainen, ettd raja-arvo limy_,g

2(A).

on olemassa, niin ¢ €

[1, s.80] O

Kuvausta R > = +— U(z) € % (H) sanotaan vahvasti jatkuvaksi yksiparamet-
riseksi unitaariryhmdksi, jos U(x) € % (H) kaikilla z € R, U(zx + y) = U(x)U(y)
kaikilla z,y € R ja lim, 5, E(z)¢ = E(zo)p kaikilla 2o € R, ¢ € H. Edelli tode-
tun mukaan E on eris vahvasti jatkuva yksiparametrinen unitaariryhmé ja se siis
syntyy oleellisesti eraéista yksikésitteisesté itseadjungoidusta operaattorista A. Seu-

raavaksi esiteltdvda Marshall Stonen lause osoittaa, ettd jokainen vahvasti jatkuva

yksiparametrinen unitaariryhmé on juuri tillaista muotoa.

Lause 1.15 (Stonen lause). Olkoon R > x — U(z) € % (H) vahvasti jatkuva
yksiparametrinen unitaariryhma. Silloin on olemassa yksikésitteinen itseadjungoitu

operaattori A siten, ettid U(z) = €4, kaikilla € R. [1, s.80] O

1.2.3 Momenteista

Erés térked esimerkki rajoittamattomien funktioiden integroinnista ovat ns. mo-
menttioperaattorit: niistd erddseen ollaan tutustuttu jo spektraalilauseen yhtey-
desséd, nimittdin jokainen itseadjungoitu operaattori on sitd vastaavan spektraali-
mitan ensimmiinen momentti, A = E4[1]. Témin alaluvun ajaksi valitaan pohja-

avaruudeksi R ja siihen liittyviksi o-algebraksi B(R).
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Merkitisn jatkossa kuvausta R > z +— 2F¥ € R, k € N, lyhyesti 2*. To-
dennikoisyysmitan u : B(R) — [0, 1] k:s momentti pu[k] méiritelliin funktion x*
integraalina p:n suhteen: pulk] = [ ¥ dp.

Semispektraali- ja spektraalimitan momentit mééritellidn samaan tapaan: funk-

¥ integraali semispektraalimitan E suhteen on sen k:s momenttioperaat-

tion x
tori Elk] = [,2"dE, méaériteltynd méérittelyalueessaan 2(z*, E) = {p €
H| 2% By -integroituva kaikillat € H}. Erityisesti spektraalimitan E4 tapauksessa
P(x*, E4) on aina tihed H:ssa, ja E4[k] on itseadjungoitu; spektraalimitan mul-
tiplikatiivisuudesta ja spektraalilauseesta seuraa ettii E4[k] = EA[1)F = A
E:n ollessa semispektraalimitta E[k] on lemman nojalla kylldkin aina symmet-
rinen operaattori, mutta ei vilttamatta itseadjungoitu: yleisesti E[k] ei ole edes ti-

hedsti maaritelty. Kuitenkin E[1]:n ollessa itseadjungoitu voidaan osoittaa seuraava

kayttokelpoinen tulos.

Lemma 1.16. Semispektraalimitalle £ : B(R) — Z(H), jonka ensimméinen mo-

mentti E[1] on itseadjungoitu, seuraavat ehdot ovat yhtépitavit:
(i) E on spektraalimitta,
(i) E[2] = E[1]?
(iii) [22dE, = ||E[1]¢|?, kaikilla ¢ € D(x, E). 3, 5.17] O

Myohemmin tarvitaan vield seuraavaa semispektraalimittojen momentteja kos-

kevaa tulosta.

Lemma 1.17. Olkoon E : B(R) — Z(H) semispektraalimitta. Maéaritellddan
E\(X) = E(AX) kaikilla A € R\ {0}, X € B(R). Silloin my6s E\ on semispektraa-

limitta, ja
— E[k]. (1.2.11)
Todistus. Lemman [1.6] nojalla F\ on semispektraalimitta ja

NG :/ka dE(\z) = %/ka dE(z) = %E[k]. (1.2.12)
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1.3 Mittojen konvoluutio

Tésséa alaluvussa konstruktoidaan kahden mitan vilinen konvoluutio tulomitan avul-
la, seké esitelldén siihen liittyvia tuloksia tarpeellisilta osin. Tulomittoja on huolelli-
sesti késitelty lahteessi [4] ja erityisesti kompleksimittojen konvoluutiota on késitelty
lahteessa [5], ja ne ovat tdmén alaluvun perusléhteet.

Olkoon p,v : B(R) — C kaksi kompleksimittaa. Nédiden mittojen tulomitta
p X v on yksikésitteinen (karteesisen tuloavaruuden B(R) x B(R) generoimassa)

o-algebrassa B(R?) miiritelty mitta, jolle pitee:
(1% 1)(X X V) = p(X)(Y), (13.1)

kaikilla X,Y € B(R).

Lause 1.18. Olkoon yu,v : B(R) — C kaksi kompleksimittaa. Olkoon f : R* — R
w1 X v-integroituva funktio. Silloin v-melkein kaikilla y € R, f(-,y) on p-integroituva.

Liséiksi kuvaus z — [, f(, ) dp(x) on v-integroituva, ja

/R </R J(@.y) dﬂ(fﬁ)) dv(y) = | fla.y)dpxv)(z,y). (1.3.2)

RQ
[ 5.193] O

Kompleksimittojen p,v : B(R) — C vilinen konvoluutio p % v méaéritelldén

tulomitan avulla seuraavasti

(xv)(X) = (pxv){(z,y)le+y e X})

— [xxletpdpx @y, XeBR.  (133)

Lemma 1.19. Kompleksimittojen u,v : B(R) — C konvoluutio px v : B(R) — C

on kompleksimitta.
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Todistus. Olkoon ¢ : R? — R, ¢(z,y) = r+y. Kaikilla X € B(R) yhdistetty kuvaus
Xx © ¢ on rajoitettu ja mitallinen, ja siten integroituva tulomitan g X v suhteen,
joten konvoluutio p * v on edellisen lauseen [1.18 nojalla hyvin méaritelty.

Selvisti (pu * v)() = 0. Tarkastetaan vield o-additiivisuus. Olkoon (X;);en C
B(R) jono erillisid joukkoja. Tulomitta (u x v) voidaan jakaa positiivisten mittojen
nj, j = 1,2,3,4 osiksi, siten ettd (u x v) = m — n2 + 1(n3 — 1n4). Koska funktio
Xx on positiivinen ja mitallinen kaikilla X € B(R) ja xu,c0x; = Dsen X, Diin

monotonisen konvergenssin lauseen nojalla kullekin j = 1,2, 3,4 pétee

/ Sy = Y / yx, dn (2, ). (1.3.4)

€N 1€EN

Téasta véite seuraa, silla nyt

en)OX) =[S+ g dix vy

= /Zxxi(xjty)dm(x,y)—/ZxXi(ery)dm(ﬂ%y)
ieN ieN
+2 (/Zx)g(:rvty) dns(z, y) —/ZXXZ-(!EHJ) dm(zﬂ))
Z/XXi(ff‘i”y)d(ﬂx v)(x,y)
— Z(u*y)(xi). (1.3.5)
ieN

Lemma 1.20. Olkoot p,v : B(R) — C kaksi kompleksimittaa ja k € N.

(i) Borel-funktio f : R — C on u * v-integroituva, jos kuvaus (z,y) — f(z + y)

on integroituva tulomitan p X v : B(R?) — C suhteen. T#ll5in
[ f@ @ = [ 5+ g i) (136

(ii) Funktio (x,y) — (z + y)* on u X v integroituva tarkalleen silloin, kun funktio
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x — x¥ on seki u- ettd v-integroituva. Silloin

/(x + ) x v) = i (fb) (/ A du(x)> (/ " du(y)> (137

n=0
[B, s.2] O
Lemma 1.21. Olkoot u, v : B(R) — C kompleksimittoja. Silloin
(s )(X) = [ plX =) dviy). (138)

Todistus. f] Olkoon ¢ : R? — R, ¢(z,y) = x + y. Kaikilla X € B(R) yhdistetty
kuvaus xx o ¢ on rajoitettu ja mitallinen, ja siten integroituva tulomitan p x v

suhteen. Téten lauseen [1.1§| nojalla kuvaus

B3y u(X — ) = [xef@)dule) = [xxletp)du e € (139)

on v-integroituva. Edelleen edellisen lemman ja lauseen nojalla kaikilla X €

B(R)

en)(X) = [x@ds )@ = [xxta ) dinx o))

= ([ vt o) vt

= //L(X —y)dv(y). (1.3.10)

]

Olkoon E : B(R) — Z(H) semispektraalimitta ja olkoon p : B(R) — [0,1]

todennékoisyysmitta. Seskvilineaarimuoto

(¢, 1) H/ Yy) dEyo(y) (1.3.11)

2Todistus on oleellisesti periisin lihteestd [5].
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on rajoitettu kaikilla X € B(R), silla

[ X =) o) < sw | [ WA=y B, <0 (1312
AeB(R)

[1, s.33], joten ylldolevien mittojen vilinen konvoluutio p x E : B(R) — Z(H)
voidaan edellisen lemman nojalla méaritelld muodossa (¢|(u * E)(X)p) = (u *
Ey.)(X), kaikilla ¢, ¢ € H, X € B(R); jatkossa merkintéd p * E ymmaérretdén aina

tassa mielessa.

Lemma 1.22. Olkoon E : B(R) — Z(H) semispektraalimitta ja u : B(R) — [0, 1]
todennikoisyysmitta. Silloin p* E : B(R) — Z(H) on semispektraalimitta.

Todistus. Lemman nojalla p * Ey , on kompleksimitta kaikilla v, ¢ € H. Toi-

saalta

(04 B)X) = [ sl +0) dlo x E,)z) (1.3.13)

on (positiivisen funktion integraalina positiivisen mitan suhteen) positiivinen kaikilla

p €M, X € BR) ja
(u*E,)(R) = /M(R —y)dE,(y) =1 kaikilla ¢ € H;, (1.3.14)

mika osoittaa viitteen. O
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2 Kvanttimekaniikan todennikdéisyysrakenne

Kvanttimekaniikan perusta luotiin erittdin lyhyen ajanjakson aikana vuosina 1925-
1926 Werner Heisenbergin ja Erwin Schrodingerin toimesta ja teorian perusteet ke-
hittyivéat pitkalti lopulliseen muotoonsa myhemmin 1920-luvun loppupuolen aikana
Max Bornin, Pascual Jordanin, Paul Diracin, Niels Bohrin sekd muiden aikalaisten
toiden tuloksena. Erityisesti John von Neumannin tyépanoksen ansiosta tdmén var-
haisen kvanttiteorian matemaattiset perusteet selkeytyiviat huomattavasti vuoteen
1932 mennessi. Vaikka kvanttiteoria on sittemmin tietenkin laajentunut — eiké toki
vieldkédédn ole valmis — niin nyt jo yli 80 vuotta vanhan perustan voidaan sanoa ole-
van erittdin vahvalla pohjalla: lukuisat kvanttimekaniikan puolesta ja vastaan tehdyt
kokeelliset tyot ovat poikkeuksetta osoittaneet teorian olevan péteva. [0]

Téssé luvussa esitelldédn, kuinka edelld hahmoteltu Hilbertin avaruus -teoria liit-
tyy kvanttimekaniikan perusteoriaan. Seuraavaksi annettava lyhyt katsaus késittelee
tatda laajaa kokonaisuutta vain tutkielman kannalta oleellisin osin. Kvanttimekanii-
kan perusteista kiinnostunut lukija voi halutessaan tutustua esimerkiksi kirjoihin

[, [, [8], [9] ja [T0] — ne ovat myoés tdmén luvun perusviitteet.

2.1 Suure ja tila

Kvanttimekaniikka on todennékoisyysteoria, jossa todennidkdisyydet saadaan
systeemid kuvaavan (kompleksisen) separoituvan Hilbertin avaruuden sisétulon
kautta. Kvanttimekaniikan kannalta relevantteja Hilbertin avaruuksia ovat
muun muassa C" ja nelidllisesti integroituvien funktioiden sisdtuloavaruus
L*(R™) := L*(R™, B(R™),m,C) := {f : R" = C| [p.|f|?dm < oo}, missé m : R" —
R* on Lebesguen mitta [}| Lisiksi voidaan osoittaa, etté jokainen Hilbertin avaruus
on isometrisesti isomorfinen avaruuden L?(Q2, 7, u, C), kun mitta u valitaan sopivas-

ti. Toisaalta voidaan myos osoittaa, ettd jokainen separoituva Hilbertin avaruus on

3Hermiten funktiot muodostavat L?(R™):m eriifin numeroituvan kannan, joten L?(R™) on sepa-
roituva.
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isometrisesti isomorfinen Hilbertin avaruuden I? = {f : N — C| }_, «[f(n)]* < oo}
kanssa.

Tilajoukoksi kvanttimekaniikassa otetaan positiiviset jiljen yksi operaattorit ja
tilajoukolle kiytetaan merkintdd .7 (H) = {p € F(H) | tr [p] = 1}. Se on (epétyhja,
kun dim(H) > 1,) konveksi joukko. Tilajoukon &aripisteita eli alkioita, joita ei voida
esittdd kahden muun alkion (aitona) konveksikombinaationa, kutsutaan puhtaiksi
tiloiksi ja tiloja, jotka eivét ole puhtaita, kutsutaan sekoitetuiksi tiloiksi. Seuraava

tulos karakterisoi puhtaat tilat.
Lemma 2.1. Olkoon p € .(H). Seuraavat ehdot ovat yhtapitévat:

(i) p on Airipiste,

(iii) p = P[], jollekin vektorille p € Hy,
(iv) tr[p?] = 1.

Edellisen lemman (iii)-kohdan vuoksi puhtaasta tilasta kiytetddn usein myos ni-
mitystd vektoritila. Erés edellisestd lemmasta saatava térked seuraus on myos se,
ettd . (H):1la on aina déripisteitd olemassa, kun dim(#) > 1, silli silloin 16ydetéién
ainakin yksi yksikkovektori ¢ € H;, ja sitd vastaava vektoritila P[p] on déripiste.
Seuraava lause osoittaa, ettd jokainen tila on lausuttavissa tilajoukon &déripisteiden
avulla, ja sen avulla monet yleisié tiloja koskevat lineaariset ongelmat voidaan pa-

lauttaa helpommin késiteltdvien puhtaiden tilojen ongelmiksi.

Lause 2.2 (Tilojen spektraalirakenne). Olkoon p € .#(H). Silloin p on esitettévissé
jalkinormin |[|-||¢; suhteen suppenevana (mahdollisesti d4rettoménd) summana puh-

taista tiloista, toisin sanoen

pP= Zpip[%]a (2.1.1)
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missd (¢;)2, C H; on p:n ominaisvektoreista koostuva H:n ortonormaali jouk-

ko, {pi|i € N} \ {0} on sama kuin p:n nollasta eriévien ominaisarvojen joukko ja
2imapi =1

Todistus. Téama on seuraus kompaktin rajoitetun itseadjungoidun operaattorin

spektraalihajotelmasta, silla . (H) C 7 (H) C €(H) ([1, s.111-112]). O
Ensimmainen edellisen lauseen kayttokohde 10ytyy seuraavasta lauseesta.

Lause 2.3. Olkoon F : & +— Z(H) semispektraalimitta ja p € #(H). Kuvaus
o — [0,1]; X — tr[E(X)p] on todenndkéisyysmitta.

Todistus. Todistus on suora seuraus tilaoperaattorin p € . (‘H) spektraalirakentees-
ta, jéljen lineaarisuudesta ja jatkuvuudesta seké siité, ettd kullakin ¢ € H; E, on

todennéakoisyysmitta. O]

Systeemin S fysikaalista suuretta eli observaabelia esittdd jokin Hilbertin ava-
ruuden H semispektraalimitta E : &/ — Z(H). Historiallisista ja mittausteknisistd
syistd spektraalimittaan E4 : B(R) — Z(H) (yksikisitteisesti) liittyvii itseadjun-
goitua operaattoria A nimitetddn tarkaksi suureeksi — syy téahén erotteluun tulee
selvemmin esille standardimittausta késittelevéssa jaksossa.

Edellinen lause antaa oikeutuksen muotoilla niin sanottu kvanttimekaniikan to-

denndkadisyyspostulaatti:

Maaritelma 2.4. Kaavalla
PE(X) = tr[B(X) ], (2.1.2)

X € o, p € S(H) méiritelty todennikoisyysmitta pf kuvaa tilastollisessa mie-
lessé suureen E mittaustulosjakaumaa tilassa p, toisin sanoen luku pf (X) on to-

dennékoisyys, ettd suureen F mittaus systeemille S tilassa p tuottaa tuloksen jou-

kosta X.

Kun E : B(R) — .Z(H) on spektraalimitta, eli E = E4 jollekin itseadjungoidulle

operaattorille A, edelld oleva todennédkoisyys kirjoitetaan p;‘(X ) =tr [EA(X ) p].
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Voidaan osoittaa, ettd yhdessd Hilbertin avaruuksien perusteorian ja kvant-
timekaniikan todennikéisyysrakenteen kanssa tilajoukko #(H) jo kiinnittdd se-
mispektraalimittojen joukon laajimpana mahdollisena suureiden joukkona ja to-
dennékoisyydet pf (X) juuri lukuina tr [F(X) p]: suureet ja todennikoisyydet pf
ovat siis hyvin méariteltyja.

Kuvaus 3 : @/ x s — C on (kompleksinen) kaksoismitta, jos 5(X,-) ja 5(-,Y)
ovat mittoja kaikilla X € o7 ja Y € . Kaksoismitan avulla voidaan mééritella
my06s niin sanottu kaksoissuure: positiivioperaattorikaksoismitta M : o X oty —
Z(H) on (Eim ja Eyn) kaksoissuure, jos M:m marginaalikuvaukset E; @ @ —
ZL(H) ja Ey: oty - L (H)

M(Q,Y) = By(Y) (2.1.3)

ovat suureita.

2.2 Yhdistetyt systeemit

Tésséd alaluvussa esiteltavat tulokset yleistyvit mille tahansa aérelliselle méaralle

Hilbertin avaruuksia.

Lemma 2.5. Olkoon H, ja H; Hilbertin avaruuksia. On olemassa Hilbertin avaruus

Hap ja bilineaarinen kuvaus f : H, X Hy — Hap, jolle

(i) joukon {f(¢, V)| ¢ € Ha, v € Hp} virittdma Hyp:n aliavaruus on tihed Hqpissa

(ii) (f (o1, YO)If (P2, Vo)) ray = (P1]02) 2, (U1]W02) 2, kaikilla @1, 00 € Ha, 1,12 €
Hs.

(iii) Oletetaan, ettd parit (Ha, f) ja (o, f ) tdyttavit edellisen lemman ehdot

(i) ja (ii). Silloin on olemassa isometrinen isomorfismi g : Hay — Hap jolle

gof=1r

[T} 5.199-200] O
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Lemman antamaa oleellisesti yksikésitteista paria (Hqp, f) kutsutaan Hilbertin
avaruuksien H, ja H, (Hilbertin) tensorituloksi, ja jatkossa merkitsemme H,, =
Ho @ Hp ja fo, V) = ¢ @ kaikilla ¢ € H,, 0 € Hy,.

Lemman tarked seuraus on, ettd tensoroimalla yhteen komponenttiavaruuk-
sien H, ja H; ortonormaalikantoja saadaan aina jokin H, ® Hp:n ortonormaalikan-
ta. Vaikka jokainen H, ® Hp:n vektori & on Parsevalin identiteetin avulla lausut-
tavissa hajoavien vektoreiden (mahdollisesti ddrettoménd) lineaarikombinaationa
§ =220 @ U;18) @i @y, missé {¢;} C Ha ({105} C Hy) on Ham (Hym) or-
tonormaalikanta, on syytéd kuitenkin huomauttaa, etté jokainen & € H, ® H, ei ole

hajoavaa muotoa.

Lause 2.6. Olkoon H, ja H, Hilbertin avaruuksia ja A : H, — H, sekd
B : H, — H, rajoitettuja lineaarikuvauksia. On olemassa yksikésitteinen rajoi-
tettu lineaarikuvaus A ® B : H, @ Hy — Ho ® Hy, jolle A® B(p @) = Ap ® B.
[T, $.202] O

Hilbertin avaruudessa H, ® H, mairitelladn tuttuun tapaan tilat p € .7 (H, ®
Hy), rajoitetut operaattorit S € Z(H, ® H,), projektiot P € P(H, @ Hy),
itseadjungoidut operaattorit A : Z(A) — H, ® H,, niiden spektraalimitat
E4:B(R) = Z(H, @ Hy) jne.

Olkoon A : 2(A) — H, itseadjungoitu operaattori ja E“ sen spektraalimitta.
Kuvaus B(R) = Z(H,®@Hs), X — EA(X)®1, on spektraalimitta ja sen miirasama
itseadjungoitu operaattori on A ® I,. Olkoon B : Z(B) — H, toinen itseadjungoitu
operaattori ja EP sen spektraalimitta. Spektraalimitat X — E4(X)®1I, jaY > [,®
EB(Y) ovat keskeniin kommutatiiviset, joten niiden tulo (X,Y) + E4(X)®EB(Y)
laajenee eriifiksi yksikiisitteiseksi spektraalimitaksi E : B(R?) — Z(H, ® Hy), jolle
E(X xY) = EAX)® EB(Y) [1 s.89]. Integroimalla tulofunktiota f(z,y) = zy
tdméan spektraalimitan suhteen saadaan juuri itseadjungoitu operaattori A ® B :
P(A® B) — H, ® Hp, joka siis ylldolevan konstruktion ja lauseen nojalla
operoi hajoaviin vektoreihin luonnolliseen tapaan: A® B(p®1) = Ap ® B kaikilla
e D(A) x D(B).
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Olkoon S, ja Sy kaksi (erotettavissa olevaa) systeemié. Kvanttimekaniikassa yh-
distetyn systeemin S,, = S, + Sy teoria perustuu vastaavien Hilbertin avaruuksien
tensoritulolle H,, = H, ® Hyp. Téssd Hilbertin avaruudessa tilajoukko .7 (H, @ Hy)
sisaltad sekd hajoavia, ettd hajoamattomia tiloja. Erés tarked hajoamattomiin tiloi-
hin liittyvd ominaisuus on kvanttikietoutuminen.

Usein on erityisen tarkedd tietdd millaisia ovat systeemin alitilat. Systeemin S,
identifioitavuus systeemin S,, osana merkitsee sitd, ettd suureen E(X) ® I, mit-

taaminen systeemilld S,, vastaa suureen F(X) mittaamista systeemilld S,, toisin

EQI, _

sanoen Sy:n tilan p, on oltava sellainen, ettéd ehto p,

pl, toteutuu kaikilla suu-
reilla E. Siis systeemin S, tilan p ja alisysteemien S, ja Sy alitilojen p, ja p, valilla

on toteuduttava seuraavat yhtalot:

tr[p,A] = tr[pA® 1] kaikilla A € Z(H,) (2.2.1)
tr[ppB] = trlpl, ® B] kaikilla B € Z(H,) (2.2.2)

Lause 2.7. Jos p € .(H, ® H;), niin on olemassa yksikésitteisesti maarityt p, €
S (Ha) ja py € (M), joille yhtélot ja toteutuvat. [T, s.211] O

Kuvauksia . (H, @ Hp) D p+— pa € L (Ha) ja L (Ha @ Hp) D p = pp € S (Hy)
kutsutaan osittaisiksi jéljiksi yli avaruuden H,;, ja H, vastaavasti, ja merkitdan p, =
try, [p] ja pp = try, [p] vastaavasti.

Hajoaviin vektoreihin voidaan méaritella osittainen sisitulo {(-|-)3, : Hap — Ha,
(o @ Y|n)n, = (¥|n)e. Koska jokainen avaruuden H,, vektori voidaan esittdd ha-
joavien vektoreiden lineaarikombinaationa, tdmé mééritelmé laajenee koskemaan
myoOs hajoamattomia vektoreita. Kéaytdnnossa nyt alitilojen laskeminen onnistuu

usein helpoiten nédiden osittaisten sisdtulojen avulla avulla:

o0

pa = > _(pilpein,

1,7=1

= 3 ool (iles) (2.2.3)

i k=1
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missd {; }7°, on jokin Hilbertin avaruuden H, ortonormaalikanta ja >, txP[¢y] on

tilan p spektraalihajotelma. Tamé seuraa valittomésti kaavasta ([2.2.1]).

2.2.1 Tayspositiivisista kuvauksista

Hilbertin avaruudessa H voidaan mééritella tilanmuunnos kuvauksena @ : . (H) —
(M), misté esimerkkejé ovat niin sanotut kvanttikanavat. Luonnollisesti téllaiselta
kuvaukselta ® on vaadittava jiljen sdilyttivyys, tr [®(p)] = 1 kaikilla p € ¥ (H),
konveksilineaarisuus, ®(aT; + (1 —a)Ty) = a®(T7) + (1 — a)P(T3) kaikilla o € [0, 1],
seké positiivisuus: yleisesti kuvaus ¥ : £ (H) — Z(H) on positiivinen, jos W(A4) > 0
kaikilla A € Z,(H)*.

Tensorituloavaruus H, ® H, sisdltaa vektoreita, jotka eivét ole hajoavaa muotoa.
Samaisesta syysté lokaalien tilanmuunnosten (tilanmuunnosten avaruudessa H,, tai
Hyp) pelkkéd lokaali positiivisuus ja jéljen siilyttévyys ei riitd siihen, ettd lokaali
tilanmuunnos olisi tilanmuunnos avaruudessa H, ® H;. Seuraava esimerkki valottaa

tilannetta.

Esimerkki 2.8. Olkoon vektoritila ¢ = = (|00) + [11)) € #(C* ® C?), ja siti
vastaava tilaoperaattori p = [¢)(¥| = 1 (]00)(00] + [00)(11| + |11)(00] + |11)(11]).

Miédéritelldén transponointioperaattori 7 : #(C?) — #(C?) seuraavasti:

72 [0)(0] = |0)(O] 7 : |0)(1] = [1)(0]
7 DO = [0) X 7 (L] = [1)(1

. (2.2.4)

Néin méaaritelty 7 on positiivinen, silld transponointi séilyttdd matriisin ominaisar-
vot, ja jiljen siilyttivi, joten se on hyvin méiritelty tilamuunnos . (C?) — . (C?).
Koska nyt [ij)(kl] = [|i){k] @ |j)(l| kaikilla 4,7, k,l € {0,1}, niin (7 ® I)(p) =
2(/00)(00] + |01)(10] + |10){01| 4 |11){11]) ei ole positiivinen, silld kyseiselld mat-
riisilla on ominaisarvo —3. Néin ollen 7 ® I : /(C? @ C?) - /(C* ® C?) ei kelpaa

tilanmuunnokseksi yhdistetylle systeemille.

Edellisen esimerkin nojalla tilamuunnokselta on vaadittava jokin positiivisuutta
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vahvempi ominaisuus. Tarvittava ominaisuus on niin sanottu tdaysposititvisuus, jonka

maaritelma annetaan seuraavaksi.

Maaéritelmé 2.9. Lineaarikuvaus ¥ : Z(H) — £ (H') on d-positiivinen, jos kuvaus
U R Line : L(H Q@ Hane) = L (H' @ Hane) on positiivinen, kun dim(H,,.) = d. Jos

U on d-positiivinen kaikilla d € N, niin W on tdyspositiivinen.

Vastaavasti médritellddn lineaarikuvauksen ® : 7 (H) — 7 (H') tayspositiivisuus:
® on tdyspositiivinen, jos se on d-positiivinen kaikilla d € N avaruudessa .7 (H).
Rajoitetun lineaarikuvauksen ® : 7 (H) — 7 (H') tdyspositiivisuudesta seuraa

duaalikuvauksen ®* : Z(H') — £ (H) tdyspositiivisuus, nimittéin pitee
((I) ® Ianc)* = 0" ® lanc. (225)

My®és kidnteinen viiite on voimassa, kun kuvaukselta ®* vaaditaan normaalisuust
Positiivinen lineaarikuvaus ¥ : Z(H') — Z(#H) on normaali, jos kaikilla (ope-
raattorinormin suhteen) kasvavilla ylhéélta rajoitetuilla jonoilla (A;)2, C Z(H'),
A — A € Z(H'), pitee V(A;) — Y(A). Nimittdin voidaan osoittaa, ettd jo-
kaisen positiivisen lineaarikuvauksen ® : 7 (H) — 7 (H') duaalikuvaus on nor-
maali ja ettd jokaista normaalia lineaarikuvausta ¥ : Z(H') — Z(H) vastaa yk-
sikdsitteinen positiivinen preduaalikuvaus ® : 7 (H) — Z(H'). Seuraava lemma

kiteyttad ylldolevat tarkastelut.

Lemma 2.10. Positiiviselle lineaarikuvaukselle ® : 7 (H) — 7 (H') seuraavat eh-

dot ovat yhtapitavit:
(i) ® on tayspositiivinen.
(ii) Duaalikuvaus ®* : Z(H') — Z(H) on normaali ja tdyspositiivinen.

(iii) Kaikilla "€ J(H) ®(T) = > ;cn AT Af jollekin numeroituvalle operaattori-
parvelle (A4;)ien C Z(H), jolle summa . AFA; suppenee £ (H):ssa.

1€EN

4Tami on erdinlainen jatkuvuusvaatimus, joka takaa oikeanlaisen preduaalikuvauksen ® ole-
massaolon. Normaalisuusehto on automaattisesti taytetty &déarellisulotteisen Hilbertin avaruuden
tapauksessa.
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7, 5.18],[10, 5.188] O

Lopuksi on annettu esimerkkeja myohemmin tarvittavista tayspositiivisista line-

aarikuvauksista.

Esimerkki 2.11. Kiinnitetdén tila pp € #(Hp). Silloin lineaarikuvaus @,, :
T(H) > T(HHE); Y,,(T) =T @ pp on tdyspositiivinen.

Todistus. Lineaarikuvaus @,, on selvdsti positiivinen ja @,, ® I, kuvaa
jélkiluokkaoperaattorin Q € .7 (H ® Hanc) operaattoriksi (®,, @ L) (2) = Q® pp,

joten myo6s kuvaus ®,, ® [, on positiivinen kaikilla Hape. O
Esimerkki 2.12. Osittainen jélki try, : T (H®Hp) — 7 (H) on tayspositiivinen.

Todistus. Selvitetédén aluksi kuvausta try, vastaava duaalikuvaus:

trftry, [T] Al =tr [T A® 1] kaikilla A € ZX(H),T € T(H)

=y, [A|=A®T. (2.2.6)

Lineaarikuvaus tr3,, @ Iane 1 ZL(H @ Hane) = L (H @ Hane ® Hp) on selvisti po-
sitiivinen kaikilla H,,., mistd seuraa sen tédyspositiivisuus. Se on myos normaali
tensoritulon jatkuvuuden nojalla, joten lemman m (ii)-kohdan nojalla myos try,

on téayspositiivinen. O

Esimerkki 2.13. Kiinnitetdéin B € Z(H). Lineaarikuvaus op : 7 (H) — T (H);
op(T) = B*T'B, on téyspositiivinen.

Todistus. Seuraa suoraan lemman [2.10] (iii)-kohdasta, silli kuvaus op on selvisti

positiivinen. N

Selvisti tdyspositiivisten kuvausten yhdiste on my6s tayspositiivinen.
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3 Kvanttimekaniikan mittausteoriaa

Fysiikka on perimmiltéd&n empiirinen tiede, jossa jokaisen teorian totuusarvoa testa-
taan tekemalld mittauksia. Olipa mittaus sitten arkipaivéinen ulkolampotilan mit-
taaminen tai hienostunut kvanttimekaaninen fotonilukumé#ramittaus se perustuu
aina samalle yleiselle konseptille: havaittava systeemi tuodaan tavalla tai toisella
kontaktiin mittaussysteemin, eli mittalaitteen, kanssa, jolloin mitattavan suureen
arvo luetaan mittaussysteemin asteikolta (elohopean korkeus lampomittarin astei-
kolla, fotonidetektorin naksahdusten lukumééra tms.) [g].

Klassisessa fysiikassa milld tahansa suureella on minké tahansa systeemin mieli-
valtaisessa tilassa hyvin maéaritelty, joskin ehké tuntematon, arvo. Lisdksi jokaisen
suureen arvo on ainakin periaatteessa mitattavissa mielivaltaisella tarkkuudella il-
man, ettd mittaus vaikuttaisi itse systeemiin muuttaen sitid. Edellinen yleistyy myos
mielivaltaiselle suurejoukolle ja miké tahansa téllainen suurejoukko on mielivaltai-
sella tarkkuudella yht’aikaisesti mitattavissa: kappaleen paikka ja liikemaéra selviaa
yvksinkertaisesti "katsomalla”. N&in ollen klassisen tulkinnan mukaisesti mittaustulos
on suureen arvo systeemin tilassa ennen ja mydskin jilkeen mittauksen. [§]

Kvanttimekaniikan epdkommutatiivinen probabilistinen luonne luo tdhén ar-
kipdiviiseen malliin monta uutta kddnnetta, vaikkakin mittauksen universaali kon-
septi on sama. Osoittautuu, ettd jokaista systeemin tilaa kohti on olemassa suure,
jolla ei téssd tilassa voida varmuudella sanoa olevan jotakin tiettyd arvoa (ks. [<8,
I1.2.4]). Néin ollen mittalaitteen osoittama lukema ei voi viitata suureen arvoon sys-
teemin tilassa ennen mittausta [8]. Myohempi tarkastelu alaluvussa osoittaa,
ettéd kyseinen lukema ei myoskadn valttaméatta viittaa suureen arvoon systeemin ti-
lassa mittauksen jéilkeen. Aivan keskeinen epdkommutatiivisuudesta kumpuava piir-
re kvanttimekaniikassa on myos, ettd joitakin suurepareja ei voida samanaikaisesti
mielivaltaisella tarkkuudella mitata — kanoninen esimerkki téllaisesta suureparista
on juuri systeemin paikka ja liikemé&ara.

Tamén luvun tarkoituksena on, tdhédn tutkielmaan tarvittavilta osin, esitelld

kvanttimekaniikan mittausteoriaa ja siihen liittyvia keskeisid késitteitd: mittaus, in-
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strumentti, standardimalli, heikko mittaus ja jonomittaus. Lahdemateriaalina on
koko luvun ajan kaytetty erityisesti kirjoja [8], [9] ja [L10], joihin suurin osa tdmén

luvun tekstistd pohjautuu.

3.1 Mittaus

Olkoon H systeemiin & liittyvéa Hilbertin avaruus ja E jokin systeemin S suure.
Luonnollisesti suureen £ mittauksen suorittamiseksi tarvitaan jonkinlainen mitta-
laite eli mittaussysteemi: olkoon se A ja H 4 siihen liittyva Hilbertin avaruus.

Olkoon systeemi S aluksi tilassa p ja mittalaite aluksi tilassa p 4. Yhdistetyn sys-
teemin S + A alkutilaksi oletetaan hajoava tila p ® p4, silld on luonnollista olettaa,
ettd ennen mittausta systeemi ja mittalaite preparoidaan toisistaan riippumatto-
masti, toisin sanoen ennen mittausta ne eivit vuorovaikuta eivatka ole kietoutuneita
keskenéén. Olkoon V : T (H@H 4) — T (H®H.4) jéljen siilyttava tayspositiivinen
lineaarikuvaus, joka kuvaa systeemin S ja mittalaitteen A vélistd mittauskytkentéa.
Selvisti kaikki unitaarioperaatiot p ® paq — Up @ paU*, U € % (H @ H4) ovat
tallaisia kuvauksia, ja niilla on erityisen térkeé rooli téssa tutkielmassa. Nyt yhdis-
tetyn systeemin S + A alkutila p ® p4 kehittyy mittauksen myoté tilaksi V(p® p4),
josta myos osasysteemien tilat yksikésitteisesti maaraytyvéat. Erityisesti mittalait-
teen tila try [V (p @ pa)] on yksikésitteisesti médritty (ks. lause [2.7)).

Merkitaan Z : oy — £(H4) mittaussysteemin A asteikkosuuretta. Asteik-
kosuureen arvoalue (€4,.274) voi olla eri kuin suureen E arvoalue (€2, 47), jol-
loin on luonnollista ottaa kdyttéon mitallinen asteikkofunktio, f : Q4 — €, jo-
ka kuvaa otosavaruudet samoiksi. Nyt olemme valmiit pukemaan mittauksen pe-
rusidean kvanttimekaniikan kielelle: mittalaitteen A asteikkosuureeseen Z liittyvé
todennékoisyysjakauma mittalaitteen tilassa try [V (p ® pa)] keridtdéin mittauksen
jilkeen, ja téstd padtellddn mitattavan systeemin S vastaavan suureen FE liittyva

todennikoisyysjakauma tilassa p:

Pl v ozpan (f X)) = pY(X)
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Viisikkoa M = (Ha, Z,pa,V, f) kutsutaan systeemin S mittaukseksi. Puh-
taan tilan tapauksessa, pa = P[¢], ¢ € H.1 mittauksesta kdytetddn merkintdd
(Ha,Z,0,V, f), ja asteikkofunktion ollessa identiteettifunktio merkitdan lyhyesti
(Ha,Z,¢,V). Mittauskytkennédn V' ollessa unitaarinen, eli V(p ® p4) = Up ®
pAU*, U € U(H @ H,y), merkitaan lyhyesti M = (H 4, Z, pa, U, f) ja mittausta

kutsutaan unitaariseksi mittaukseksi.

Lause 3.1. Jokainen systeemin S mittaus M = (Ha, Z, pa, V, f) médrittelee sys-
teemin S erddn yksikésitteisen suureen X — E(X) semispektraalimittana siten,

etta

Py (X) :ptZrH[V(p@)pA)](f_l(X)) (3.1.1)

kaikilla p € S (H), X € &.

Todistus. Kiinnitetddn mittaus M = (Ha, Z,pa,V, f) ja X € /. Maiiritellddn
funktionaali gx : “(H) — R kaavalla

gx(p) =t [I @ Z(f (X)) V(p ® pa)] (3.1.2)

kaikilla p € Z(H). Osoitetaan aluksi, ettd gx laajenee yksikasitteisesti jatkuvaksi
lineaarifunktionaaliksi .7;(#H) — R. Ensinnikin huomataan, ettd gy on konveksili-

neaarinen . (H):ssa, eli kaikilla « € [0,1] ja p1, p2 € L (H)

gx(apr + (1 = a)p2) = agx(p) + (1 — a)gx(p2). (3.1.3)
Mééritellddn funktionaali gx : Z5(H)t — R seuraavasti:

T gx(de), T e Z(H)\ {0,
0, T=0 ’

gx(T) = (3.1.4)
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jolloin kaikilla « € Rt \ {0}, T' € Z,(H)* \ {0}

s (o) = tr[aT) () = (7). (3.0.5)
Tapaus o = 0 on triviaali. Lisiksi
(Ti+D) = w[li+7) m%)
= wih+Rlox(g E;Trl[il]TQ] trj[;l] T [tilr}uf]Tz] tr%@]
" ) e ) B
= Bl () + Bl () (3.16)

kaikilla 71, T € J,(H)* \ {0}, joten kuvaus gy on R*-lineaarinen.

Jokainen T' € .7;(H) voidaan ilmaista kahden positiivisen jélkiluokkaoperaattorin
erotuksena; T =Ty — Ty, T1, Ty € T,(H)". Maéritellidn edelleen kuvaus gy
T(H) — R kaavalla gx(T) = gx(T1) — gx(T2), kaikilla T = Ty — T, € J,(H),
Ty, To € F,(H)". Koska hajotelma T =T, — Ty, T1,T, € T,(H)" ei ole yk-
sikésitteinen, pitda tarkistaa onko gy hyvin mééritelty. Olkoon T = T, —T, = T| -1},
Ty, Ty, T/, T € F,(H)". Silloin

Tv+Ty, = T/ +T,>0
= 9X(T1)+9X(T/) = Ix(M+Ty) = gx(T) +T2) = Ix(T7) + gx (T2)

=  gx(Th) —gx(T2) = gx(T)) — gx(T3), (3.1.7)

miki osoittaa, ettd gy on jalkiluokkaoperaattorin 7" hajotelmasta riippumaton. Ku-

vaus gx on myos selvisti R-lineaarinen 7;(#H):ssa. Lisiksi huomataan, etté

T (T14)
|9X(W <
= |U®Z(f’1(X))H||W®PAH1
= TezZ(f(X)] (3.1.8)

1o 2(f (X >>|r||v<||f” ® pa)ll:
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kaikilla T € Z,(H)*, joten

15

(@) < | [Tﬂumﬁwtr llax ()
< ez X)) (1Tl + | Tlh)
< 2Te Z(F XYIIT]L < o0 (3.1.9)

kaikilla 7" € .7;(H). Néin ollen gx on rajoitettu (eli yhtapitdvasti jatkuva) lineaari-
funktionaali 7;(H) — R.

Nyt ratkaiseva tulos on (ks. [I} s.120]), ettd on olemassa yksikésitteinen E(X) €
Z,(H), siten ettd

Gx(T) = tr [E(X)T] (3.1.10)

kaikilla T € J,(H), X € &/. Samalla huomataan, ettd gx:n lineaarinen laajennus gx
on yksikésitteinen, nimittéin jos olisi toinen lineaarinen laajennus hy : Z;(H) — R,
niin vastaavasti hx (7)) = tr [F(X)T], kaikilla T" € Z,(H), jollekin yksikésitteiselle
F(X) € %,(H). Ehdosta gx(p) = hx(p), kaikilla p € . (H) seuraa erityisesti, etti
(0| E(X)p) = (p|F(X)p), kaikilla ¢ € H;, mistd lopulta saadaan E(X) = F(X).
Siis on olemassa yksikisitteinen F(X) € Z,(H) siten, etté

9x(p) = tr [E(X) p] (3.1.11)

kaikilla p € .Z(H). E(X) > 0 kaikilla X € o7, sillad gx(p) > 0 kaikilla p € #(H) [1]
s.120]. Toisaalta gx(p) < 1 kaikilla p € .#(H), joten E(X) < I kaikilla X € <7, ja
vélittomasti todetaan, ettd E(Q) = 1.

Tarkastetaan viela E:n o-additiivisuus. Olkoon jono (X;) C Q erillisid joukkoja.
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Silloin

9ox,(Ple]) = (Pl E(UX)p) = tr [Z(f71(UX,)) tru [V (Ple] @ pa)]]
= Dt [Z(7H (X)) e [V(Ple] @ pa)]

= D (vlBE(X)e), (3.1.12)

)

joten E, on mitta kaikilla ¢ € H; ja lause on todistettu. O

Edellinen lause osoittaa sen ilmeisen tosiasian, etté jokaisessa mittauksessa M
tulee tosiasiassa mitattua jokin systeemin S suure, eli mittaus M on téssd mielessa
hyvin mééaritelty. Seuraava maaritelma luokittelee mittaukset systeemin S suureiden

avulla.

Maaritelma 3.2. Mittausta M := (H 4, Z, pa, V, f) kutsutaan suureen £ mittauk-
seksi (tai lyhyesti F-mittaukseksi), jos se toteuttaa niin sanotun todenndkdoisyyden

reprodusointiehdon

P, (X) = Disv (pap.an (F (X)) (3.1.13)

kaikilla joukoilla X € &7, ja kaikilla alkutiloilla p € . (H).

Lausetta ja kyseeseen tulevien operaatioiden lineaarisuutta kdyttdmalla huoma-
taan helposti, ettd edeltava reprodusointiehto pétee kaikilla p € .(H), jos ja vain
jos se pitee kaikilla p € H;.

3.1.1 Instrumentti

Jos systeemi ei tuhoudu mittauksessa, voidaan yrittda tehdd uusi mittaus ja nédin
saada lisdé tietoa alkuperiisesté systeemisté. Oletetaan, ettéd ensin tehddian suureen
E : o — ZL(H) mittaus M = (Ha, Z,pa,V, [), jonka jilkeen tehdddn toisen
suureen F': o/ — Z(H) mittaus. Suureen F-mittaukselle ei anneta eksplisiittista
muotoa.

Edeltavissa  jonomittauksessa paadytddn yhdistettyyn todennédkdéisyyteen

Ppo(E(X)& F(Y)): todenndkoisyys, ettd ensimméisend tehty E-mittaus tuottaa
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tuloksen joukosta X € &7 ja seuraava F-mittaus tuottaa tuloksen joukosta Y € &7,

kun systeemi on aluksi tilassa p € .(H). Edellisen alaluvun merkinnéin

PAEX)&FY)) = tr[FY)@Z(f (X)) V(p® pa)]
= tr [F(V)tra, [T @ Z(F (X)) V(e pa)]] . (3.1.14)

Olkoon X € &/ kiinnitetty ja médritelliin kuvaus ZM(X) : ./ (H) — T (H) seu-

raavasti
TM(X)(p) = trpy [L@ Z(FTHX)) V(0@ pa)] (3.1.15)
jolloin ZM(X)(p) tulee siis mésrityksi relaatiosta:
p(E(X)&F(Y)) = te[F(Y)ITM(X)(p)] | (3.1.16)

kaikilla suureilla F': &' — Z(H).
Kuvauksella . (H) > p — IM(X)(p) € F(H) on yksikisitteinen lineaarinen
laajennus jélkiluokasta jilkiluokkaan, joten kisitimme ZM(X) :n lineaarikuvaukse-

na 7 (H) — J(H). Vilittomésti huomataan, etta silld on seuraavat ominaisuudet:

TM(X)(p) >0 kaikilla X € o7, p € ./ (H) (3.1.17a)
tr [ZM(Q)(p)] = tr [p] kaikilla p € .7 (H) (3.1.17b)
TMUX:)(p) = Y TM(Xi)(p)  kaikilla p € . (H) ja erillisille jonoilla (X;) C 7,

(3.1.17c¢)

missé sarja suppenee jalkinormin suhteen.

Edelleen kiinteallda X € & relaatio

p(E(X)&F(Y)) = tr[F(Y)TM(X)(p)] . (3.1.18)
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oikeuttaa ZM(X)(p)m tulkinnan systeemin S mittauksen M jilkeisenii normitta-
mattomana tilana, kun mittaus tuotti tuloksen joukosta X systeemin S tilassa p.
Tilan muuntumista mittauksessa M kuvaava operaatioarvoinen joukkofunktio

IM on erdis esimerkki instrumenteista, jotka méiirittelemme seuraavassa:

Maéritelma 3.3. Kuvaus 7 : &/ — Z(7(H)) on instrumentti, jos se toteuttaa
ehdot (3.1.17af) - (3.1.17¢)).

Jokainen instrumentti indusoi yksikésitteisen suureen X — EZ(X) kaavalla
tr [pEX(X)] = tr[Z(X)(p)] (3.1.19)

kaikilla X € o, p € (H). Ndin médriytyvii suuretta EZ kutsutaan Z:n asso-
sioiduksi (indusoimaksi) suureeksi. Indusoidulle suureelle saadaan duaalirakenteen

ZL(H) ~ T (H)* avulla ekvivalentti ja usein kdyttokelpoinen muotoilu
Z(X)*(I) = EX(X), (3.1.20)

kaikilla X € 7. Toisaalta miti tahansa instrumenttia Z, jolle £ = EZ, kutsutaan
E-yhteensopivaksi instrumentiksi.

Painotettakoon, ettd vaikka kukin instrumentti indusoi yksikésitteisen suureen
E? positiivioperaattorimittana, niin kiénteinen viite ei pide. Sen sijaan jokaiseen
suureeseen E liittyy (ddrettomén) monta E-yhteensopivaa instrumenttia, kuten seu-

raava esimerkki osoittaa.

Esimerkki 3.4. Olkoon FE mielivaltainen suure. Médritellidn Z(X)(p) =
tr [pE(X)] p/, missd p/ € (H) on mielivaltainen kiinnitetty tila. Z toteuttaa
selvisti ehdot (3.1.17al) - (3.1.17¢)) ja liséksi (3.1.19):n, silla:

tr[Z(X)(p)] = tr [tr [pE(X)] p] = tr [pE(X)]tr [p] = tr[pE(X)] . (3.1.21)

Kuten aiemmin huomattiin, jokainen E-mittaus M = (H 4, Z, pa,V, f) indusoi
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instrumentin ZM relaation

TMX)(p) = tou, [Vp@p) I®Z(fTHX))], Xeo, pe S (H)

(3.1.22)

kautta. Instumentin Z indusoima suure on juuri mitattava suure F. TAma nahdédn

laskulla

tr [ZM(X)(p)] = trftra, [Ve®pa) I ® Z(f1(X))]]
= w[V(p®p)IeZ(f (X))
tr [trag [V(p @ pa)] Z(f1(X))]
ELD . 1B(x)) (3.1.23)

Instrumentti ZM sisiltéid kaikki mittauksen M ominaisuudet, jotka liittyviit systee-
miin S.

Maaritelma 3.5. Instrumentti Z on tayspositiivinen, jos operaatiot Z(X) ovat
tayspositiivisia kaikilla X € 7.

Lemma 3.6. Mittauksen M indusoima instrumentti on Z™ tiyspositiivinen.

Todistus. Kaavan [3.1.16| mukaisesti Z™ tulee tiysin méiirityksi relaatiosta

= tr[F(Y)trw, [V(e® pa) I © Z(f71(X))]]

= w[(FV) @ NV(pepa) (10 2(57(X)]

= [( ()& 1) (19 Z(f (X)) V(e pa) (10 2(5(X))*]
P, (T2 201 (X)* Ve @ pa) (T2 2(F71(X))?]].

(3.1.24)

[N
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joten ZM voitaisiin médritelld ekvivalentisti muodossa

1/2

TM(X)(p) = trw, [(12 Z(F71(X)) P Vip @ ) (T@ Z(57(X)) "]

= 2, 00 g xyyz OV O ®,,(p), (3.1.25)

missé kuvaukset ovat méadritelty esimerkeisséa 2.13. Nyt viite seuraa kyseisista

esimerkeistd sekd mittauskytkennédn V' tayspositiivisuudesta. [

Seuraava kvanttimekaniikan mittausteorian peruslause osoittaa, ettd jokaista

suuretta E kohti on olemassa mittaus— jopa unitaarinen sellainen!

Lause 3.7 (Ozawan lause). (i) Jokaista tdyspositiivista instrumenttia Z kohti on
olemassa mittaus M = (H, Z, pa, V) siten, etti T = ZM, ja vieldpi niin etti

p4 on puhdas tila, V' on unitaarioperaatio ja Z on tarkka suure.

(ii) Jokaista suuretta E kohti on olemassa tidyspositiivinen instrumentti. Siis jo-
kaista suuretta F kohti on olemassa mittaus, jopa niin, ettd p4 on puhdas tila,
V' on unitaarioperaatio ja Z on tarkka suure.

1 O

Yllidolevien havaintojen perusteella voidaan médritelld kokoelmat [Z]g ja [M]z.
Jokaista suuretta E kohti on kokoelma [Z]p FE-yhteensopivia instrumentteja
([Z]g # 0 VE). Vastaavasti jokaista instrumenttia Z kohti on kokoelma [M]z Z:n
indusoivia mittauksia ([M]z voi olla my6s tyhjé, jos Z ei ole tdyspositiivinen). Ko-
koelma [Z]g on ekvivalenssiluokka kaikkien instrumenttien joukossa: ekvivalenssire-
laationa T ~ I' < ET = ET'. Vastaavasti kokoelma [M]7 on ekvivalenssiluokka
kaikkien mittausten joukossa: ekvivalenssin vilittia M ~ M’ < M = M Kuva

selventéd tilannetta.

Esimerkki 3.8. Asteikkofunktiolla "korjattu” suure Z voitaisiin korvata suureella
77, kun médritelldin Z7(X) = Z(f~1(X)) (ks. lemma [L.6). Niin saataisiin mit-
taus M’ = (Ha, Z7, pa, V), joka on ekvivalentti mittauksen M = (H 4, Z, pa,V, f)

kanssa, silld kaavan (3.1.19)) mukaan ne indusoivat saman instrumentin.
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EI

A}

Kuva 1: Kuvassa vasemmalla kaikkien mittausten joukko ja sen osana kaikkien
7 : n indusoivien mittausten ekvivalenssiluokka [M)]z, keskelld kaikkien instrument-
tien joukko ja sen osana FE-yhteensopivien instrumenttien ekvivalenssiluokka [Z]g
ja oikealla kaikkien suureiden osajoukko. Jokaista suuretta E kohti on ainakin yksi
tayspositiivinen F-yhteensopiva instrumentti Z, joka puolestaan saadaan indusoitua

jostakin mittauksesta M (ks. lause [3.7).

3.1.2 Mittaus muuttaa tilaa

Kvanttimekaniikan mittausteorian perustulos on, ettd mittaus tavallisesti muuttaa
mitattavan systeemin tilaa; tdssé alaluvussa osoitetaan, ettd néin todella kay. Aloi-

tetaan aputuloksella.

Lemma 3.9. Olkoon A € Z(H)* ja P[y] € P(H) ja A < P[y]. Silloin
A=AP[Y], Xe][0,1] (3.1.26)

[10, .37] O

Suuretta E kutsutaan triviaaliksi suureeksi, jos E(X) = A(X)[ kaikilla X € o
missd A : &/ — [0,1] on mielivaltainen skalaaritodennikéisyysmitta. Vastaavasti
mittaus on triviaali mittaus, jos sen indusoima suure on triviaali. Nimitys on perus-

teltu, silla triviaali mittaus ei anna mitéddn informaatiota systeemistd S.
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Lause 3.10. Olkoon Z sellainen instrumentti, joka ei muuta mitdan tilaa siini
mielessd, ettd Z(Q)(p) = p kaikilla p € (H). Silloin instrumentin Z indusoima

suure on triviaali.

Todistus. Instrumentin lineaarisuuden ja tilojen spektraalirakenteen vuoksi voi-
daan yleisyyttd rajoittamatta olettaa, ettd p = Py| jollekin ¢ € H;. Olkoon
X € &/ mielivaltainen. Instrumentin o-additiivisuudesta (3.1.17¢|) ja ”positiivisuu-

desta” (3.1.17a)) seuraa, etta

Plp] = Z(Q)(P[p]) = Z(X)(Plp]) + Z(X)(P[p]) > 0
= Plp] = Z(X)(P[p]) > 0
= Plp] > Z(X)(Plp]). (3.1.27)

Siispé lemman [3.9| nojalla
Z(X)(Plgl) = Ape (X) Ple], (3.1.28)

missé Apje (X) on positiivinen luku, joka ldhtokohtaisesti riippuu joukosta X:sté ja
valitusta tilasta ¢.

Kiinnitetésin nyt X € &/ ja ortonormaalit vektorit ¢, o € H,. Niisté saadaan
toinen pari keskenéén ortonormaaleja vektoreita méarittelemélla ¢ = \%(90 +¢t) ja

ot = \/Li(gp — o1). Nyt erityisesti pétee

PO+ PI6TT = (edel +ledet] +Ieh) (el + o))

()l ~ I) e = Lo el + o o)
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joten Z(X):n lineaarisuuden nojalla saadaan

I(X)(Plg] + Plpt]) B2 Ny (30 Ple] + Appps (X) Pli]

Ari) (X) PL6]+ Apig (X) Plo*] = Z(X)(P[g] + Plo*]).  (3.1.30)
—— ——

=c =d

Vertailemalla yhtéloita (3.1.29) ja (3.1.30) saadaan jokin vakioista a, b, ¢, d ratkaistua

muiden funktiona, esimerkiksi saadaan
(a — d)P[p] + (b — d)P[p*] + (d — ¢)P[¢] = 0. (3.1.31)

Tastéd huomataan, ettd a = b = ¢ = d, silli tilat P[p], P[pt] ja P[¢] ovat lineaari-
sesti riippumattomat. Témé osoittaa ettd App,)(X) = Ap,11(X) kaikilla ¢ € H,.
Olkoon nyt ¢, € H; kaksi vektoria, jotka eiviit ole ortogonaalisia eivitka yh-
densuuntaisia. Silloin voidaan aina l6ytid vektorit ot € H; ja ¥+ € H;, jotka
saadaan vektoreiden ¢ ja v lineaarikombinaationa. Vektorit {1, 91} ja {¢, pt} siis

virittdvat saman kaksiulotteisen H:n aliavaruuden, joten

[O) (W] + [ ) (] = lo) (ol + 1) (@™, (3.1.32)

jolloin ”ei-ortogonaalinen” tilanne siis palautuu yllé kéasiteltyyn ortogonaaliseen ta-
paukseen.
On siis osoitettu, ettéd luku Apj,(X) ei riipu puhtaan tilan P[y] valinnasta, vaan

Z(X)(Plp]) = MX) P[] kaikille puhtaille tiloille Plp| ja sitd myoten
Z(X)(p) = AM(X)p (3.1.33)

kaikilla p € .(H). Indusoitu suure on kaavan (3.1.20)) mukaan E(X) =Z(X)*(]) =
A(X)I ja reprodusointiehto antaa p’ (X) = tr [A(X)p] = A(X) kaikilla p € (H) ja
Xed. O

Edellisen lauseen tarkeéd seuraus on, ettd mittaus, joka ei muuta mitdén sys-
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teemin tilaa, on triviaali. Tulos ei pade kddntden vaan mittaus voi muuttaa tilaa
radikaalistikin, vaikka saatava suure olisi triviaali, kuten seuraava esimerkki osoit-

taa.

Esimerkki 3.11. Olkoon v € .(H) jokin kiinted tila ja maaritellian Z(X)(p) =

(X )y, missd p on todennékoisyysmitta. Talloin Z on selvisti instrumentti, silld se

triviaalisti toteuttaa ehdot (3.1.17a)-(3.1.17¢). Indusoitu suure on EZ(X) = u(X)I,

silla

tr [Z(X)(p)] = tr [u(X)y] = pu(X) = tr [u(X)p] kaikilla p € L (H). (3.1.34)

Osoitetaan seuraavaksi, ettd instrumentti Z on mittauksen indusoima. Kaava
Z(XNT) = p(X)te[T]y, T € Z(H) méadrittelee Z(X):n yksikésitteisen lineaari-
sen laajennuksen .7 (H) — 7 (H). Kuvaukset Z(X), X € &/, ovat selvisti po-
sitiivisia, joten niiden téyspositiivisuus seuraa duaalikuvausten normaalisuudesta
ja tédyspositiivisuudesta: Z(X)*(A) = u(X)A kaikilla A € Z(H), joten Z(X)* on
selvisti normaali ja tédyspositiivinen kaikilla X € /. Nyt Ozawan lauseen mu-
kaan Z syntyy jostain mittauksesta.

Tamén mittauksen aiheuttama muutos systeemin tilassa on erittdin radikaali,
koska se muuttaa mielivaltaisen alkutilan p normittamattomaksi tilan o . Eri-
tyisesti operaatioita Z()) nimitetdan tilajoukon tdayskontraktioksi (engl. complete

state-space contraction), silla se kutistaa koko tilajoukon yhdeksi pisteeksi 7.

3.2 Mittauksen standardimalli

Mittauksen standardimallin kehittdjana pidetddn John von Neumannia, jonka vuon-
na 1932 julkaiseman teoksen Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik vii-
meiselld kahdella sivulla esitellddn mittausmalli hiukkasen paikkasuureen mittaa-
miseksi kytkemélld se mittaussysteemin liitkemadrasuureeseen [12), 13]. Tulemme
myohemmin havaitsemaan esimerkissé |3.16|, ettd téllaisessa paikan standardimit-
tauksessa mitatuksi ei tule tarkka paikkasuure, vaan erdédnlainen paikkasuureen su-

mennos.
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Mielenkiintoisena sivuhuomiona mainittakoon, ettd von Neumann olisi to-
dennékdisesti huomannut ettd kvanttimekaniikassa suureet on esitettéava semispekt-
raalimittoina, jos hén olisi laskenut esittdmaéssddn standardimittauksessa mitatuk-
si tulevan suureen — tiettdvésti tdtd hén ei koskaan tehnyt. Sen sijaan suureen
matemaattisessa esityksessid pitdydyttiin itseadjungoitujen operaattoreiden ja niité
vastaavien spektraalimittojen esityksessd. Tamé suuntaus alkoi muuttumaan vasta
1960-luvulta alkaen.

Tamaén alaluvun tarkoituksena on esitelld tarpeellisilta osilta tarkan suureen mit-
tauksen standardimallia ja alaluvun huipentumana esitelldén téallaisessa standardi-
mittauksessa mitatuksi tuleva suure. Huomautettakoon, ettéd standardimalli voitai-
siin laajentaa myos yleisille suureille (ja nédin onkin tehty esimerkiksi artikkelissa

[14]), mutta kyseinen yleistys ei ole tdmén tutkielman kannalta tarpeen.

Masaritelma 3.12. Oletetetaan, ettd systeemin S tarkka suure A pyritddn mit-
taamaan kytkemilld se johonkin mittalaitteen tarkkaan suureeseen B unitaari-
sen mittauskytkennin U} = e?4®8 kautt, missd A on kytkentédvakio. Mittaus-
ta, jossa mittauskytkentiini on U2, kutsutaan standardimittaukseksi ja merkitisin

Mst = <H.Aa Z7 PA, U5>)\f7 f)

Lemma 3.13. Unitaarisessa mittauksessa My = (Hy, Z, ¢, U, f) mitatuksi tuleva

suure on
E(X)=V;U I Z(f (X)) UV, (3.2.1)

missd Vit H = HOHa, Vo =9 ® ¢.

Todistus. Lauseen mukaisesti on olemassa systeemin S yksikésitteinen suure £

SMittauskytkennisti UL, = e*4®8 kiiytetisin lyhennettysd merkintid Us,.
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siten, ettd kaikilla systeemin S puhtailla alkutiloilla Ply], ¢ € H;, pétee

tr [E(X)Ple]] = (p|E(X)p) = tr[I® Z(f7(X)) PU(p® 9)]]
= (Ulp®@ I @ Z(f(X)U(p @ ¢))
= (plVyUT® Z(f7(X))UVysp)
= tr [V;UT® Z(f (X)) UVyPle]] . (3.2.2)

Lineaarisuuden ja tilojen spektraalirakenteen nojalla viite patee myos kaikilla ylei-

silld systeemin alkutiloilla. O

Lemma 3.14. Olkoon A = [, adE*(a) ja B = [, bdE®(b) itseadjungoitujen ope-
raattoreiden spektraalihajotelmat. Unitaarioperaattori U7, voidaan kirjoittaa muo-

dossa
U = / dE(a) ® e*P (3.2.3)
R

Todistus. Edelld alaluvussa [2.2{todettiin, ettd A® B = [, udE7(u), missé f(a,b) =

AU

ab. Nyt viite seuraa suoraan lemmasta , silld kuvaus g(u) = e on rajoitettu ja

mitallinen, siis

ngiég@odEfwo - <gofxaxadE«uw::/°e“@dEAm>®dEBw>

2 R2

dE*(a) ®@ e*P (3.2.4)

|
S~

]

Lause 3.15. Standardimittauksessa My = (H4, Z, ¢, U2, f) mitatuksi tuleva suure

on

E@FA%ﬁ%MWW@anM#W¢ (3.2.5)
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Todistus. Kaikilla ¢ € H; pétee

(PlE(X)p)
T VU T @ Z(f X)) ULVap)
T [ (o) @ e Z( (X)) B @ o)
R2
2 [ B @ dE @) )l 2077 (X)) )
—dBA ({a}n{a’})
= [l pleP 20 )
vE, (171X
— el [ i @, 320
R
miké osoittaa, ettd mitattu suure F(X) on véitettyd muotoa. O

Kytkentdvakion ollessa nollasta poikkeava, A # 0, on luonnollista antaa asteikko-

funktiolle f spesifinen muoto fy(z) = A\~'z kaikilla x € €, jolloin

B(X) = /R P (AX)dE*(a) (3.2.7)

Standardimittaus siis tuottaa tulokseksi tarkan suureen A erééinlaisen sumennoksenf|
ja voidaan osoittaa, ettd standardimittaus voidaan valita tarkaksi vain, jos mitattava
tarkka suure A on diskreetti [I3] s.11].

Jos se on mahdollista, niin asteikkosuure Z on luonnollista valita suureen B

suhteen kovariantisti muuntuvaksi
e M Z(AX)e P = Z(AN(X — a)), (3.2.8)

silla silloin mittalaitteen suure B generoi mitta-asteikon arvojen muutoksia, joita
voidaan mitata. Kanoninen esimerkki kovarianssiehdon tayttavistd suureista saa-

daan valitsemalla Z = P ja B = (), missd () ja P ovat tavanomainen paikka- ja

6THt4 sumennosta kutsutaan sumeaksi suureeksi. Erds sumeita suureita kattavasti késittelevi

lihde on T. Heinosen viitoskirja Imprecise Measurements in Quantum Mechanics (Turun yliopisto,
2005).
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liikemddrdoperaattor:. Kovarianssiehto johtaa konvoluutiorakenteeseen, silla

Pa, AX) = (DI Z(MX = a))¢) = p(X —a), (3.2.9)

missi p* on todennikoisyysmitta. Edelleen

B(X) = /R P (AX) dEA(a) = /[R JAX — a) dEA(a) = (1 + EA)(X). (3.2.10)

Esimerkki 3.16. Olkoon mittaussysteeminé kvanttiobjekti, joka liikkuu suoravii-
vaisesti avaruudessa, siis H4 = L*(R). Systeemin S paikkasuureen ) mittaus voi-
daan edellé esitellyn mukaisesti toteuttaa kytkemélla se esimerkiksi mittaussystee-
min liikemédrasn Py; mittauskytkentéing on siis U, = e~A@%Pa . Asteikkosuureek-
si on luonnollista valita () 4, silla silld voidaan monitoroida liikkem&aran P4 generoi-
mia paikkatranslaatioita. Téllaisessa paikan standardimittauksessa ei tule mitatuksi
tarkka paikkasuure () vaan sen sumennos ().

Olkoon systeemi S aluksi puhtaassa tilassa P[p]. Tehdddn mittaus Mgy =

(Hoa,Qua, 0, Uz, fr). Tilloin mitattu suure on muotoa

Qy(X) = / (@M@ — Q) dg =: (xx * 9)(Q), missi
9(q) = Mo(=2q) " (3.2.11)

Lemman (3.15)) nojalla Q,(X fR A (AX) dE®(z), missé drz(q) = e 4p(q) =
¢(q — Ax). Siis

PANX) = (daa EH(AX ) ) = AX|¢<q—Ax>!2dq
- /X Aé (“A(x — q)) dg

= /RXX(q)g(a:—q)dqz (xx *9)(q),

joka osoittaa, ettd mitattu suure Q,(X) on viitettyd muotoa.

"Huomaa, etté eksponentissa on poikkeuksellisesti miinusmerkki. Etumerkin valinta on ldhinn
makuasia, ja téssd se valitaan miinukseksi siistimmén lopputuloksen saamiseksi.
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Alaluvun lopuksi esitelladn vield muutama mychemmin tarvittava tulos ja sen

loppuajaksi valitaan mittauskytkenniksi U} = eM®@Pa,

Lemma 3.17. (i) Mittauksen My, = (H.4, Q4, ¢, U2, f,) indusoima instrument-

ti on
1)) = | Duels, da, (3:2.12)
X

kaikilla p € Z(H) ja X € B(R), missi Iy, = [, VAe?Pp(Aq) dEA(a) =
VAG(A(A +q)).

(i) Mittauksen Ny = (H, Pa, ¢, U2, fr) indusoima instrumentti on

TX)0) = [ Do, da (3:2.13)

kaikilla p € S (H) ja X € B(R), missé Jy, = [ \/Xelvapgﬁ()\p) dE4(a) =
VAeNPAG(Ap).

Todistus. (i) Lineaarisuuden ja tilojen spektraalirakenteen vuoksi riittdd osoittaa

véite puhtailla tiloilla; olkoon systeemi siis aluksi tilassa Plp], p € Hi. Nyt

tr[Z(X)(Ple])L] = tr [U3Ple @ ¢)(U3)"L ® EY4(f71(X))]
= (MO @ ¢|L ® B4 (AX)eM 0 @ ¢)

= dEA g0|LdEA( ) >< zAaPA¢|EQA(/\X)ez)\a/PA¢>

RQ

_ / eNPAS(AG)AE" (a)p| L e PAS(Ag)AEA (a')p) d

2x X

. /X ((\/ngs (A+a) eIl (VA (AA+a)) ¢) da

=

= / Ly Pl qu} (3.2.14)
X

kaikilla L € Z(H).

(ii) Todistetaan samaan tapaan kuin edellinen kohta. ]

Jatkon kannalta edellisen lemman (ii)-kohdan instrumentti on kétevaa kirjoittaa
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muodossa

J(X)(p) = A KKy, dg, (3.2.15)
X

misséd K, = e”\pAgg(p). Taméa muoto saadaan yksinkertaisesti muuttujan vaihdok-

sella p — Ap aikaisemmasta.

Esimerkki 3.18. Mittaus M, = (Ha, Qa, ¢, Uy, missi ¢*(q) == VAp(\q) kai-
killa ¢ € ]RE méadrid saman instrumentin kuin minké edellisen lemman Mg, eli
mittaukset My, ja Mst ovat ekvivalentit. Ta4mé& saadaan suoraan edellisen lemman

todistuksesta, nimittdin nyt [, e*"¢*(q) dE4(a) = VASNA+q)) = I,

Edellisessé esimerkissé 18ydettiin siis lemman [3.17] (i)-kohdan mittauksen M
kanssa ekvivalentti mittaus Mst, jossa kytkentdparametri A on ”siirretty” mittalait-
teen alkutilan ¢* ominaisuudeksi. My6s samaisen lemman (ii)-kohdan mittaukselle
N, 16ytyy ekvivalentti mittaus muodossa (H 4, Pa, ¢, U, fi2), kuten seuraava esi-

merkki osoittaa:

Esimerkki 3.19. Tutkitaan mikd on mittauksen N, = (Ha, Pa, ¢, Ust, fr2)

maaraama instrumentti J:

(P AE (1N = [ (enead ) e i) dp
A2X

RO

— / 61a>\p$(p)€m/>\p$(p) dp, (32]_6)
AX

joten J(X)(p) = Jix EwpK3, dg, kaikilla p € 7 (H) ja X € B(R), missi Ky, =
e”\pAgg(p). Niin ollen mittaukset ./\N/'St ja Ny médradavit saman instrumentin (ks.

kaava (3.2.15))).

8Huomaa, etti (Z)’\ € Ha, ainakun ¢ € Ha .
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3.3 Heikko mittaus

Kvanttimekaniikan erityispiirre on, ettd mittaus tavallisesti muuttaa mitattavaa ti-
laa, kuten aiemmin alaluvussa huomattiin. Intuitiivista kuitenkin olisi, etta
tehtédessd sopivanlainen erittdin epatarkka mittaus myos tilan muutos voisi olla hy-
vin vahaista. Téssd alaluvussa osoitetaan, etté téllaisia heikkoja mittauksia todella
on olemassa.

Heikko mittaus méaéritelldadn luonnollisesti tilan muuntumisen heikkoutena, toi-
sin sanoen systeemin tilan p € .%(H) tulisi muuntua mittauksessa vain véhén.
Téasmallisen maaritelmén antaminen onnistuu helpoiten mittauksen indusoiman in-

strumentin avulla.
Maiéritelmé 3.20. Heikko mittaus on perhe mittauksia {M?*},50, jos kaikilla ti-
loilla p € 7 (H)

lim tr [ZM(Q)(p)L] = tr [pL], (3.3.1)

A—0
kaikilla L € Z(H).

Jatkossa my6s yksittiistd mittausta M? kutsutaan heikoksi mittaukseksi, jos siihen
liittyvé perhe mittauksia {M?*}y>0 on heikko mittaus.

Instrumentin médritelmas kiyttden on helppo huomata, etti mittaus M?* =
(Hoa, Z, ,0:\4, VA, f) on heikko mittaus tarkalleen silloin, kun

: A X _
}\g%tr [VAp® py)L @ I] = tr[pL] (3.3.2)

kaikilla p € S (H),L € ZL(H). Seuraavissa esimerkeissd tutkitaan millaiset mit-

taukset kelpaavat heikoiksi mittauksiksi.

Esimerkki 3.21. Standardimittausten M) = (Hu, Z,¢, U2, f), missi U} =

eM®B joukko on heikko mittaus.

Todistus. Tarkastetaan viite aluksi puhtailla tiloilla eli olkoon p = P[], ¢ € H;.



3 KVANTTIMEKANIIKAN MITTAUSTEORIAA 20

Silloin

tr [LNQ(Ple)L] = tr[UgPle® o|(Ug)" L@ Z(f7(Q))]

= (Ulp®¢|L@IULp ® ¢), (3.3.3)
joten

lim tr [TAQ)(Ple)L] = lm(Uke ®6|L @ [Ue @ ¢)

= lim(eM%7p @ g|L @ [P @ ¢)
= (pRPLRIpR )

= (p|Ly), (3.3.4)

IANARB

silla kuvaus A +— e on vahvasti jatkuva yksiparametrinen unitaariryhmé ja

L ® I on rajoitettu operaattori.
Olkoon nyt p = 7, .y piPlei] € .7 (H) (ks. Lause[2.2) mielivaltainen tila. Yleinen

tapaus seuraa edellisestd kdyttden hyvéksi instrumentin ja jéljen lineaarisuutta seké

jatkuvuutta:
v [QEL = St [PQPl)L]
ieN
— Y pitr[Plp)L] = tr[pL] (3.3.5)
ieN
kaikilla L € Z(H). O
Alaluvun loppuajaksi valitaan mittauskytkenniksi U} = e?®Fa Kaavasta

(13.3.2) voidaan péadtelld, ettd heikko mittaus pystytddn saavuttamaan myds valit-
semalla perhe mittalaitteen alkutiloja sopivasti. Seuraava esimerkki osoittaa, etté

juuri nédin on asianlaita.

Esimerkki 3.22. Mittausten /T/@t = (Ha,Qa, 9", Uy), missi o*x) = VAp(Ax),
joukko on heikko mittaus. Nimittéin esimerkin mukaisesti Mvg\t indusoi saman

instrumentin kuin mittaus M2, = (H4, Q4, ¢, UL, fr), joten viite palautuu edelli-
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seen esimerkkiin . Vastaavasti mittausten ./T@ = (Ha, P, &, Ug, fr2) joukko on
esimerkin nojalla heikko mittaus.

Jokainen mittaus ei suinkaan ole heikko mittaus; vastaesimerkiksi kelpaa miké
tahansa A:sta riippumaton ei-triviaali mittaus(perhe). Seuraavaksi on esitelty hie-

man hienostuneempi vastaesimerkki.

Esimerkki 3.23. Kiinnitetdn tila £ € .(H) ja jokin todennikoisyysmitta p. In-
strumentin Z*(X)(p) = p(AX)¢ indusoivat mittaukset (ks. esimerkki [3.11]) eiviit ole
heikkoja mittauksia, silld limy_ | tr [(Z*(Q)(p) — p) L]| = [tr[(§ — p) L]| # 0 jol-
lakin L € Z(H), aina kun p # £. Vastaavat mittaukset eivét intuitiivisestikaan
kelpaisi heikoiksi mittauksiksi, silld tilanmuutos néisséd mittauksissa on erittédin ra-

dikaali.

3.4 Jonomittaus

Aiemmin jo todettiin, ettd F-mittauksen M indusoima instrumentti Z* kertoo,
kuinka systeemin S alkutila p muuttuu mittauksessa: Z'(X)(p) tulkitaan systeemin
S mittauksen jdlkeisend (normittamattomana) tilana, ehdolla ettd mittaus M tuotti
tuloksen joukosta X, kun systeemi on aluksi tilassa p. Seuraavaksi jalostetaan téata
ajatusta pidemmélle. Koko alaluvun ajaksi valitaan pohja-avaruudeksi R ja siihen
liittyvéiksi o-algebraksi B(R).

Olkoon kaksi suuretta E ja F'| ja systeemi S aluksi tilassa p € .(H). Tehddan
perdkkéin kaksi mittausta: aluksi F-mittaus M; tilassa p ja heti sen jéalkeen F-
mittaus My (normittamattomassa) tilassa Z*1(X)(p). Téllaista perikkiistd mit-
tausta My kutsutaan EF- jonomittaukseksi. FF-jonomittauksen My indusoima

instrumentti maédraytyy ehdosta
M2 (X,Y)(p) = (ZM2(Y) 0 TV (X)) (p), (3.4.1)

kaikilla X, Y € B(R), p € 7 (H). T2 miidritelee jonotodennikdisyyden
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tr [TV (X,Y)(p)] = tr[TVE(V)(TM(X)(0))] (3.4.2)

eli todennédkoisyyden, ettéd systeemin S FF-jonomittaus tilassa p tuottaa tuloksen

joukosta (X,Y) [15]. Koska edelleen pétee

tr [TV (X, V) ()] = o [TM(X)(p) T (V)" (1)
= tr [TM(X)(p) F(Y)], (3.4.3)

voidaan luku tr [ZM12(X,Y)(p)] tulkita todennéksisyydeksi, ettd F-mittaus tuottaa
(normittamattomassa) tilassa Z*(X)(p) tuloksen joukosta Y € B(R). Huomion
arvoista on, ettd yleisesti Z12 % TM21 jopa silloin, kun M; ja M, ovat molemmat
E-mittauksia.

EF-jonomittauksen indusoima kaksoissuure M : B(R) x B(R) — Z(H) on

dualiteetin avulla annettavissa

M(X,Y) = T (X)(F(Y)), (3.4.4)
kaikilla X, Y € B(R), ja sen marginaalisuureet ovat

M(X,Q) = TM(X)*(I) = B(X) (3.4.5)
M(Q,Y) =T (Q)*(F(Y)). (3.4.6)

Yllaolevat kaavat ovat hyvin ymmaérrettavissa intuitiivisesti: ensimméisend mi-
tattu suure ei riipu jalkimmaéisestd mittauksesta, mutta ensimméinen mittaus ai-
heuttaa muutoksen alkuperiisessé tilassa, joka vaikuttaa jalkimméaisend mitattavaan

suureeseen.
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4 Suureen arvot

Heikot mittaukset ja heikot arvot esiteltiin ensimméistd kertaa Aharonovin et al.
artikkelissa [16] jo vuonna 1988. Vaikka ensijulkaisusta on kulunut jo jonkin ai-
kaa, ovat heikot mittaukset ja heikot arvot edelleen kuuma tutkimusaihe. Niiden
avulla on pyritty muun muassa selittdméan monia epéintuitivisia ja paradoksaalisia
kvanttimekaniikan ilmi6ité, kuten esimerkiksi Hardyn paradoksia, jossa kaksi hiuk-
kasta, jotka aina kohdatessaan annihiloituvat, voidaan joskus havaita vield niiden
kohtaamisen jilkeen [17, 18| [19]. Paljon keskustelua heréttéineita tuoreita tutkimuk-
sia ovat muun muassa fotonin keskiméiriisten lentoratojen selvittamista [20], ti-
lanmééritystd [21, 22] ja Ozawan mittausepatarkkuusrelaatiota [23, 24] heikkojen
arvojen avulla kisittelevét artikkelit — onpa niitd ehdotettu jopa selitykseksi yli-
valonnopeudella liikkuville neutriinoille [25]. Liséksi Physics World-lehden vuoden
2011 kymmenen suurimman ldpimurron listalla heikot mittaukset ja heikot arvot
paatyivat sijoille 1 ja 2 [26].

Mainittakoon kuitenkin, ettd heikot mittaukset ja heikot arvot ovat saaneet osak-
seen myos kritiikkid (katso esimerkiksi [27] ja siihen viittaavat artikkelit) ja niiden
merkitystd kvanttimekaniikan kannalta on kyseenalaistettu. Eréds syy kritiikkiin lie-
nee se, ettéd heikkoihin mittauksiin ja heikkoihin arvoihin liittyvét julkaisut siséltéavat
usein matemaattisia epatdsmaéllisyyksid — tdmé tullaan konkreettisesti huomaamaan
seuraavassa luvussa.

Téssé luvussa tutustutaan heikkojen arvojen perusteoriaan. Luvun péadtuloksena
johdetaan tarkan suureen heikko arvo operationaalisesti ldhtien liikkeelle heikon
ja "vahvan” standardimittauksen jonomittauksesta. Perusldhteend téssd luvussa

kiytetddn artikkelia [14].

4.1 Tavanomaiset arvot

Ennen heikkoihin arvoihin siirtymistd on syyté esitella lyhyesti suureiden erilaisia
arvoja. Jotta erottelu suureen erilaisten arvojen vililla tulisi selviiksi, on jokaisesta

arvosta annettu erikseen esimerkki spin—% -suureen, S; = @ -7 € Z,(C?), a € R?,
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ldl| =1, ja & = (04, 04,0,) tapauksessa. Téssé
Oz = ’ Oy = 5 0, = (411)

ovat Paulin spinmatriisit.

4.1.1 Arvo

Suureen E : B(R) — £ (#H) mahdollisiksi arvoiksi kutsutaan sen mahdollisia mit-
taustuloksia. Edelld luvussa [2| suureen E mahdolliset mittaustulokset karakterisoi-
tiin todennékoisyysmittoihin pf liittyviné otosavaruuden mahdollisina tapahtumina
eli joukkoina X € B(R), joille p¥ (X) > 0 jossakin systeemin tilassa p € .#’(#). Niin
ollen suureen £ mahdollinen arvo voitaisiin alustavasti mééritelld niiksi otosavaruu-
den pisteiksi 2 € R, joille p7({z}) > 0 jossakin systeemin tilassa p. Médritelmén
antaminen tdssd muodossa on kuitenkin turhan rajoittava, silli esimerkiksi paik-
kaoperaattorille @ saadaan pZ({z}) = [,,|¢(q)]*dg = 0, kaikilla ¢ € L*(R); — siis
esimerkiksi paikkaoperaattorilla ei olisi lainkaan arvoja!

Alustavan méaéritelméan valiton yleistys on kutsua pistettd x € R suureen
E : B(R) — Z(#H) mahdolliseksi arvoksi, jos jokaista ¢ > 0 kohti on olemas-
sa tila p € Z(H) siten, ettd p” ((z—e,z+¢)) > 0. Téllaisten vilien generoi-
man joukon Neso Uger {(2—¢,24¢€) | p ((x—&, 2+¢)) > 0} sulkeumana saadaan to-

dennékdisyysmitan pf tuki supp(pf) eli suppein suljettu joukko X C R, jonka

komplementille X¢ on voimassa p7(X¢) = 0. Edelleen supp(E) = Upec »z)supp(p%),
joten loppujen lopuksi suureen £ arvoiksi on luonnollista kutsua juuri joukon

supp(F) alkioita.

Maédritelméd 4.1. Suureen E: o/ — Z(H) mahdollisia arvoja ovat sen tuen

supp(E) alkiot.

Edeltévit tarkastelut osoittavat, ettéd otosavaruuden (R, B(R)) tapauksessa ar-

voille saadaan seuraava yhtépitava méaaritelma.



4 SUUREEN ARVOT 55

Lemma 4.2. Olkoon E : B(R) — £ (#) semispektraalimitta. Silloin z € supp(F),
jos ja vain jos jokaista € > 0 kohti on olemassa tila p € .#(H) siten, ettd

pY ((x—e,z+4¢€)) > 0.

Tarkan suureen A arvot ovat sen spektrin alkioita, nimittiin supp(E4) = o(A)
(ks. lemmall.11]). Edelleen x € o(A), jos ja vain jos jokaista € > 0 kohti on olemassa
tila p € (M) siten, etti p;' ((z—e, z+¢)) = 1.

Esimerkki 4.3. Olkoon Sz spin—% -suure. Ylliolevan mukaisesti supp(E°7) =
0(Sz), joten spin—% -suureen mahdolliset arvot ovat sen ominaisarvot. Suoralla laskul-
la ndhd&én, ettd nAméa ovat {—1, 1}. Merkitddn jatkossa suureen Sz ominaisarvoihin
—1 ja 1 liittyvid ominaisvektoreita symboleilla |—z) ja |+z) vastaavasti. Ominais-
vektoreista muodostetuiksi spektraaliprojektioiksi saadaan |+z)(+z| = 5 (1+a- o),

joista saadaan edelleen spin—% -suureen Sz spektraalihajotelma:
(1+ad-0)—-(1—a-a). (4.1.2)

4.1.2 Likim&&rainen arvo

Kaytédnnosséd suureen F mittaaminen voi usein olla hankalaa, mutta helpompaa on
mitata lkimddrdinen suureﬂ E: esimerkiksi paikkaa mitattaessa tosiasiassa yleensa
mitataan diskretoitua paikkasuuretta. Téllaisen likima&rédisen suureen E arvoja —
joukon supp(E) alkioita — kutsutaan suureen E likimddrdisiksi arvoiksi.

Eréds térked luokka tarkan suureen A likimé#rdisid suureita on sumeiden suu-
reiden g * E4 joukko, missi u : B(R) — [0, 1] on todennikdisyysmitta, ja sumean
suureen u * B4 arvoja kutsutaan A:n p-likimddrdisiksi arvoiksi. Tarkan suureen
A p-likimééaraiset arvot realisoituvat luonnollisella tapaa A:n standardimittauksissa

My = (Ha, Z,0,Ug, fr), Ug = @B Nimittiin asteikkosuureen Z kovariantti

muuntuminen kytketyn suureen B suhteen (ks.[3.2.8)) johtaa siihen, etté tosiasiassa

9Likim#sriisistd suureista kiinnostunut lukija voi tutustua esimerkiksi P. Buschin ja D.B. Pear-
sonin artikkeliin Universal joint-measurement uncertainty relation for error bars, J. Math. Phys.
48(8), s.1-10, (2007).
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mitattua tulee suure
E(X) = (4 « BY)(X), (4.13)

missid p(X) = (¢|Z(AX)¢). Tarkan suureen A p-likiméiriisten arvojen joukon
supp(p * E4) rakenne riippuu vahvasti todenniikdisyysmitan p valinnasta, joskin

selvisti aina supp(u * E4) C R.

Esimerkki 4.4. Spin—% -suureen S; p-likimédriisten arvojen joukko supp(p * E57)
vaihtelee kahden pisteen joukosta koko reaalisuoraan, riippuen mitan g valinnasta.
Erityisesti supp(u * E%7) koko R, kun kaikilla X € B(R) mééritelldin pu(X) =
(0| E?(X ) o), missii ¢ € L?(R); on harmonisen oskillaattorin perustila: pisteittiin

%)1/4 6_t2/2_

méédriteltynd ¢g(t) = (

Todistus. Olkoon € > 0

e (z—e,2+e)) = tr[u* B% ((z—,2+¢)) p]

= tr {/R,u((x—a—s,x—a—l—e)) dE%i(a) p
= trlp((z—1—¢,x—1+¢)) Pl+4]p

—p ((z+1—e,24+14¢)) P[—a] p] - (4.1.4)

Valitsemalla p = P[+;] saadaan

M*ESE

oy ((w—e,ate)) = (o] B9 ((2—1~€,2-1+¢)) ¢o)

1 % r—1+¢ )
= (—) / e " dt >0, (4.1.5)
™ z—1—¢€

kaikilla z € R\ {1} ja € > 0. Tapauksessa = = 1 voidaan valita p = P[—3], jolloin

i 5@ 1 3 e —2
v, ((x—e,x+¢)) = - e dt >0, (4.1.6)
2

—€

kaikilla € > 0. Lemman [4.2] nojalla tésté seuraa véite. O
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4.1.3 Keskiarvo

Jokainen suureen ja tilan pari (F, p) méédrdd todenndkoisyysavaruuden (€2, 7, ppE ),
missé suureen FE probabilistisia ominaisuuksia tilassa p voidaan analysoida: eri-
tyisesti todennékoisyysavaruuden ollessa (R,B(R),pf) on mahdollista tutkia to-
dennékoisyysmitan pf momentteja.

Muistetaan, ettd jokaiselle suureelle E : B(R) — £ (H) momenttioperaatto-
rit E[k] := [, 2" dE(z) ovat hyvin méériteltyjéd symmetrisié operaattoreita kaikilla
k € N. Niiden avulla voidaan ilmaista mittaustulostilaston pf k.s momentti vektori-
tilassa ¢ € H1, {p|E[k]p), aina kun ¢ kuuluu E[k]:n méirittelyalueeseen 2(a*, F).
Erityisesti mittaustulostilaston 1. momentti — tuttavallisemmin keskiarvo — voidaan

antaa muodossa

Exp(E, ¢) = (p|E[1]p), (4.1.7)

aina kun ¢ € 9(z, F). Tarkalle suureelle E4[1] = A, joten erityisesti (¢]|Ag) on
tarkan suureen A keskiarvo vektoritilassa ¢ € H;, aina kun ¢ € Z(A).

Keskiarvo voidaan yleistdd mielivaltaiselle tilalle p € .#(H) spektraalihajotel-
man p = » ..y PiP[yi] avulla:
Exp(E, p) = Y pilpil E[l]@i) = tr [E[1]], (4.1.8)
ieN

aina kun ¢; € 2(z, F) kaikillai € N, ja kyseinen summa suppenee: télloin merkitdén
lyhyesti p € 2(z, F).

Yleisesti keskiarvojen joukko Exp(F) = {Exp(E,p)|p € Z(z, E)} ei médrdaydy
E:n arvojoukosta supp(F), joskin rajoitetulle itseadjungoidulle operaattorille A

piitee supp(E4) C Exp(A) [28, s.7]. Seuraava esimerkki valottaa tilannetta.
Esimerkki 4.5. Spin-; -suureen Sz keskiarvojen joukko Exp(Sz) = [—1,1].

Todistus. Jokainen tila p € .(C?) on muotoa p = pz = 3(I +17-5), 1 € R?,
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Il < 1.
= Exp(Sz,pa) = tr[Sapa]=da-i

= ||a@||||7i|| cos (6z.7) < cos (0z7), (4.1.9)

missé 0z 7 on vektoreiden @ ja 71 vélinen kulma, ja téstd viite seuraa. O]

Erityisesti huomataan, ettd supp(E£°7) C Exp(Sz), niinkuin pitéikin.

4.1.4 Ehdollinen keskiarvo

Olkoon p : &7 — [0,1] todennikoisyysmitta. Kiinnitetdan jokin joukko B €
jolle u(B) # 0. Pari (i, B) méérittelee uuden todennékéisyysmitan o7 — [0, 1], niin

sanotun ehdollisen todenndkdisyysmitan kaavan

u(AN B)

p(A|B) = (B)

(4.1.10)

kaikilla A € 7, kautta. Télle todennékoisyysmitalle p(-| B) voidaan laskea mo-
mentit tuttuun tapaan. Erityisesti ensimmaéistd momenttia nimitetdan ehdolliseks:
keskiarvoksi ehdolla B.

Edellisessa luvussa esitellyn mukaisesti voimme méaéritelld jonotodenndkdisyyden,
ettd ensimméisend tehty suureen E-mittaus M tuottaa tuloksen joukosta X € B(R)
ja sitd seuraava F-mittaus tuottaa tuloksen joukosta Y € B(R), kun systeemi on
aluksi tilassa p € (H), kitevasti kdyttden E-mittaukseen M liittyvad instru-

menttia:

pp(B(X) & F(Y)) = tr [F(Y)T"(X)(p)]
— o [IMXONFY)) 4
= tr[M(X,Y)p], (4.1.11)

missd M : B(R) x B(R) — Z(#H) on EF-jonomittauksen indusoima kaksoissuu-
re. Tdmé on todennékoisyysmitta, silld kaksoismitta B(R) x B(R) > (X,Y) —
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tr [M(X,Y) p| laajenee yksikisitteisesti avaruuden B(R?) todennikéisyysmitaksi.

Siitd saadaan erds uusi todenndkoisyysmitta méarittelemélla

Pp(E(X)[F(Y)) =

(4.1.12)

aina kun tr [M(R,Y) p| = tr [F(Y)IM(R)(p)] # 0. Tam4 todennékdisyysmitta on

selvésti kaavan (4.1.10) muotoa, kun kirjoitetaan

tr [M ((X, R)N(R,Y)) p] (4.1.13)
) 1.

PABX) [ F(Y)) = T et

joten se maéadrittelee ehdollisen todenn'ak('jisyydenm, jonka tulkinta on selvé:
po(E(X)|F(Y)) on ehdollinen todennikdisyys, ettd ensimméisend tehty suureen
E-mittaus M tuottaa tuloksen joukosta X € B(R) ja sitd seuraava F-mittaus
tuottaa tuloksen joukosta Y € B(R), kun systeemi on aluksi tilassa p € .77 (H).

Edellamainitun mukaisesti voidaan maéaaritella ehdollinen keskiarvo

Expu(E, F(Y),¢) = /R‘C@S\i((cg 31//))<p>>

[ AT )

2 R (FY) )

B AL E AT
2w PO MR P

(4.1.14)

aina kun ¢ € 7 (x, M(-,Y)) ja (p|M(R,Y)yp) # 0. Korostaaksemme mittauksen M
roolia tatéd ehdollista keskiarvoa kutsutaan suureen E M-ehdolliseksi keskiarvoks:
ehdolla, ettd jalkimméinen F-mittaus tuottaa tuloksen joukosta Y € B(R), kun sys-

teemi oli aluksi vektoritilassa ¢ € H;. Edelleen tdmé yleistyy ainakin muodollisesti

myos sekatiloille p € . (H), aina kun p € Z(x, M(-,Y)) ja tr [M(R,Y) p] # 0.

OTarkalleen ottaen kaavan vasen puoli on hieman harhaanjohtava, nimittdin ky-
seessd on juuri todennékoisyysmitan tr [M(-)p] kaavan mielessd médrdama ehdollinen to-
dennikoisyys, kun joukoiksi valitaan A = (X,R) ja B = (R,Y). Kaavan mittausteoreetti-
nen tulkita on kuitenkin selvé ja kdytetty kirjoitusasu sen vuoksi perusteltu.
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Suureen E' M-ehdollisten keskiarvojen joukko Exp \,(E) := {Exp (E, F(Y), p) |
F:BR)— Z(H),Y € B(R), p € .#(H)} riippuu tietenkin mittauksen M valin-

nasta, mutta selvésti aina Exp(FE) C Exp ((E).

Esimerkki 4.6. Spin—% -suureen Sz M-ehdollisten keskiarvojen joukko on koko R,

kun mittaus M valitaan sopivasti.

Todistus. Olkoon 2 = {—1,41}. Mééritellddn operaatioarvoinen joukkofunktio Z :
B(Q) — Z(7(C?)) avaruuden 7 (C?) kannassa {|j) (k|| j, k = £5} seuraavasti:

0
. (4.1.15)
0

Lineaarisuuden nojalla Z toteuttaa ehdot (3.1.17a)) - (3.1.17¢]), joten Z on eris in-

strumentti. Suoralla laskulla huomataan, etta

tr [ZG) () (KD = tr [E%5(0) i) (K] (4.1.16)

kaikilla ¢ € €, j, k = £z, joten tdmé instrumentti indusoi suureen £,

Z(+1):m matriisi 7 (C?) kannassa {|j)(k||j,k = £} on

, (4.1.17)

o o o =
o O o O
o O o O
- o O O

joka on selvésti tdyspositiivinen. Téten instrumentti Z on téayspositiivinen, jolloin
lauseen nojalla on olemassa mittaus M, jolle Z = Z™. Edelld olevan nojalla
tama mittaus M on Sz-mittaus.

Olkoon p € .#(C?) sellainen, ettd p = coP[+z] + c1P[—z], missd cg,c; ovat
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positiivisia lukuja, joille ¢y + ¢; = 1. Silloin kaavan (4.1.14]) mukaisesti

Exp (S5, F(Y),p) = > J

(4.1.18)

Valitsemalla suure F : B(Q2) — Z(C?) sopivasti saadaan luku Exp ,, (Sz, F(Y), p)
vastaamaan mielivaltaista reaalilukua. Luvut Exp,, (Sz, F(Y), p) eivit kuitenkaan
ole kompleksisia, silld kuvaus B(Q?) > (X,Y) — tr[F(Y)Z(X)(p)] € [0,1] on to-

dennékoisyysmitta. O]

4.2 Heikko arvo

Heikot arvot ja heikot mittaukset nakivit tiettdvisti ensimmadistd kertaa
piaivanvalon Aharonovin et al. artikkelissa How the Result of a Measurement of
a Component of the Spin of a Spm-% Particle Can Turn Out to be 100 vuonna
1988. Kyseisessa artikkelissa mééritelladn tarkan suureen A heikko arvo vektoriti-

lassa ¢ ehdollistettuna vektoritilalla n muodossa:

(n|Ap)
(nle)

A¥(p,n) = : (4.2.1)

Luonnollisesti tdmé nyt jo liki 30-vuotias méaéritelmé voidaan antaa yleisemminkin:

Maéritelmé 4.7. Olkoot E : B(R) — Z(H) suure, vektoritila ¢ € Z(x, E) ja
efekti B € &(H) = {B € ZL(H)|0 < B < I}, siten ettd By # 0. Suureen F
heikko arvo vektoritilassa ¢, ehdollistettuna efektilla B, on:

oIB B[1)g)

Ev(p, B) = 3 o5 (4.2.2)

Erityisesti valitsemalla E = E4 ja B = |n)(n| jollekin vektorille € H; saadaan
kaava (4.2.1), ja erityisesti valitsemalla ehdollistavaksi efektiksi B = I saadaan suu-

reen E keskiarvo E (¢, I) = Exp(FE, ). Madritelmé yleistyy (ainakin muodollisesti)
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myos sekatiloille p € . (H) :

_u[BE[])

E*(p, B) = — (4.2.3)

aina kun tr[Bp] # 0 ja BE[l]p € T (H).

Edelleen méaritellddn suureen E heikkojen arvojen joukko E* = {E*(p, B) | B €
E(H),p € L (H)}. Selvisti keskiarvojen ja ehdollisten keskiarvojen joukot sisiltyvét
heikkojen arvojen joukkoon jérjestyksessd Exp(E) C Exp,(E) C E". Seuraavassa

esimerkissé tutkitaan tiata aihetta Spin—% -suureen kannalta.
Esimerkki 4.8. Spin—% -suureen Sz heikkojen arvojen joukko S." on koko C.
Todistus. Merkitddn ¢ = (z,y) # 0 jan = (v,w) # 0, missd x,y, z,w € C. Silloin

(nlSap)
(nle)
a1(vy + wr) — 1az(vy — wx) + az(vr — wy)

= — — (4.2.4)
VT + Wy

Sz (e,m)

(huomaa, ettd p:m ja n ei tdméan laskun kannalta tarvitse olla yksikkévektoreita, silld
korvaus 7 = ﬁ ja vastaavasti ¢ = H%H’ antaa saman heikon arvon). Ainakin yhden
luvuista aq, as, az on oltava nollasta eroava, joten rajoituksetta voidaan olettaa, etta
ainakin a; # 0. Kiinnittamaélld jokin muuttujista z,y, v, w, esimerkiksi v, saadaan
ratkaistua yhtéalo vz + wy = 1. Kiinnittdméalla tdmén jélkeen jokin muuttujista

x,y,w, esimerkiksi w saadaan ratkaistua yhtilo vy — wx = 0. Nyt = ja y ovat viel&

riippumattomia ja ylldoleva yhtélé on yksinkertaistunut muotoon:
Si(e,n) = (W@ + azv)r + (a1 — azW)y (4.2.5)

Vaaditaan, ettd edellinen on muotoa o413, jollekin mielivaltaisille luvuille o, 8 € R.
Tamé& onnistuu kiinnittdméalla jompi kumpi muuttujista x tai y. Viimeisen muut-
tujan riippumattomuus pitaéd huolen siité, ettd ehdot (v, w) # 0 ja (z,y) # 0 ovat

voimassa. N
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4.2.1 Heikon arvon operationaalinen merkitys

Olkoon A tarkka suure. A:n heikko arvo liittyy tavallisesti jonomittaukseen, jossa
ensimméisessi standardimallin mukaisessa M2, = (H, C, p, U2, f1), UJ = @B
mittauksessa systeemin ja mittalaitteen vélinen vuorovaikutus on niin heikko, siis
mittauskytkentd A &~ 0, ettd ensimméisen mittauksen aiheuttama muutos systeemin
tilassa voidaan jattéaé huomiott ~ toisin sanoen mittausten M2, parvi muodos-
taa heikon mittauksen. Silloin hintana on luvun mukaisesti, ettd mittaus on
vuorovaikutuksen heiketessé ldhempéané ja lahempéné triviaalia mittausta: siis mi-
tattava suure tulee yhd sumeammaksi. Jonomittauksen jéalkimméiselle mittaukselle
ei tarvitse antaa eksplisiittistd muotoa. Téssd jonomittauksessa mitatuksi tuleva

kaksoissuure on silloin tuttuun tapaan
M(X,Y)=TNX)"(F(Y)) (4.2.6)

missid Z* on mittauksen M2, indusoima instrumentti ja I on jilkimméiisessi mit-
tauksessa mitattu suure.

Seuraavat kaksi lausetta osoittavat, ettd edelld esitetyn jonomittauksen ra-
jankdynnin A — 0 tuloksena saadaan heikon arvon A" (p, F(Y')) reaali- ja ima-
ginddriosa, kun asteikkosuure valitaan sopivasti. Néistd ensimméisessd lauseessa
tarkalta asteikkosuureelta C' vaaditaan kovariantti muuntuminen kytketyn tarkan

suureen B suhteen (ks. kaava (3.2.8))).

Lause 4.9. Olkoon Z* mittauksen M2, = (H 4, C, ¢, U2, f) indusoima instrument-
ti, missi ¢ € Z(BC) N Z(CB) toteuttaa (p|Co) = 0 ja (¢|CB¢) = 5. Silloin
mittauksessa M2, mitatuksi tulevalle suureelle y* * E4 (ks. kaava (3.2.10)) pitee

I . TMdx)*(F(Y
}\1_1)1(1) Exp/\/@t(uA x EAF(Y), ) = }\ILI(I) i " <<9;"I/\((R))* ((F(<Y))))(f>>
_ e [HF0)A0)
= Je { (| F(Y) ) } (4.2.7)

U Tams ei kuitenkaan ole ainut tapa heikon arvon saavuttamiseksi, kuten esimerkki osoittaa.
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kaikille ¢ € Z(A), [|¢|| =1, F(Y)p # 0.

Todistus. Midritelldin AN X) = (o|ZM(X)*(F(Y)) ¢). Silloin

MX) = e [ZNX)(F(Y)) Ply]] = tr [ZNX)(P[e]) F(Y)]
= tr [PUL(¢ ® ¢)] F(Y) ® EY(AX)]

= (Uie@glF(Y)® EC\X) Ul e ® 9), (4.2.8)

joten

lim AMR) = hm(Utg0®¢|F( ) ® EC(AR) UL ¢ @ )

A—0
= lim(eMPo @ ¢|F(Y) @ Ie?*P o @ ¢)

= (p@oF(Y)©To®¢) = (o|F(Y)yp), (4.2.9)

INA®B

silla kuvaus A +— e on vahvasti jatkuva yksiparametrinen unitaariryhmé ja

F(Y) ® I on rajoitettu operaattori.
Nyt Udp @ ¢ € P(2,1 ® ES) = 2(2,1 ® EC), missi EC(X) = EC(AX)

tarkalleen, kun

%\

Use ® 9|1 @ dES (2) Up ® ¢)

%\
5

2(eB 314 EC () e B (p|dBA({a} N {a'}) )
€23 / PGS (z — a) §) (p|dE(a) o)

/ z+a)’d ((E)pe x dES,) (x,a). (4.2.10)
R2

Lemman nojalla timéi on ekvivalenttia sen kanssa, ettii funktio x — 22 on seki
(EX) g, etti EJ - integroituva. Nyt [, 2dE§ ,(Ax) L L sz Jp T2dES 4(x) < oo, silld
oletuksen mukaan ¢ € 2(C) = (2%, EY). Vastaavasti ¢ € Z(A), joten edeltiviit
ehdot patevit.
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Nyt
lim A1) = lim RxAA(da:)
=l [ 2 (F(Y) RIUN 0@ ¢|I @ dEC(\z) UL o @ b)
—VJR

= lim JUL e ®|F(Y) © E°[ U © 6)
etus . 1

P2 lim < (U e @ 9|F(Y) © CUL ¢ ® 8) — (ol F(Y)0){6109))
= (poollimy (MPEY) 0 CME - F(Y) @ 0) g0 )
— <<,0 ® ¢|% (e—z)\A®BF(Y> ® CezAA@B) |>\:0 0 Qb)
= p®¢l[A®BFY)®C) p®¢)
= YplAFY)p) (8| BC) — 1| F(Y)Ap)(¢|CB)
etus 1

VRS ((PlAF(Y)e) + (9l F(Y)Ap)) = Re[(|F(Y)Ap)]  (4.2.11)

miké todistaa viitteen. O

Lause 4.10. Olkoon J* mittauksen N = (H, B, ¢,U}, fn) indusoima instru-
mentti, missé ¢ € Z(B) toteuttaa (¢p|B¢) = 0 ja (¢|B*¢p) = 3. Silloin mittauksessa
N2 mitatuksi tulevalle (triviaalille) suureelle X +— (¢|EP(AX)@)I piitee

. By i [T ) (F(Y))p)
}\%EXPNQ«ME AR E(Y),0) = }\—)0 <90|jA (F(Y)) @)

plE(Y }

= Jm
{ (p|F(Y

(4.2.12)

kaikille ¢ € Z(A), ||¢|l =1, F(Y)p # 0.

Todistus. Todistus on analoginen edellisen lauseen todistuksen kanssa: méaéaritellaan

DA(X) = (0|7 (X)*(F(Y)) ). Silloin

X)) = (Ule®o|F(Y)® EPO\X)UL ¢ ® ¢), (4.2.13)



4 SUUREEN ARVOT 66

joten

lim TMR) = (p|F(Y)). (4.2.14)

A—0

Ulp®¢ e P(x, 1 ® EP), silli

o > / PGP (1) P ) (| dE (o) )
_ / PGB () 6)(pld @) )
= %/RxQ(@dEB(x) ), (4.2.15)
joten
o = / £ (Uko ® §|F(Y) @ dEP(\) U 0 ® 6)

= (o dly (M EY) @ BN - F(Y) 9 B) p @)
228 WA F(Y)) (6| B26) — 10| F(Y) A @) (¢ B20)
= Im[(p|F(Y)Ap)]. (4.2.16)

]

Edeltavit lauseet ja osoittavat, ettd tarkan suureen A heikon arvon
reaali- ja imaginéériosa voidaan saada erdiden jonomittausten maédrdamien ehdollis-
ten keskiarvojen rajankdynnin A — 0 tuloksena, joten heikko arvo on operationaa-
lisesti mielekés.

Konkreettisen esimerkin mittauksista saa valitsemalla B = P ja C' = (), misséi

P ja @) ovat siis tavanomaiset liikemé#éra- ja paikkaoperaattori. Silloin esimerkiksi

Y

1)1/4 o—7%/2

s

harmonisen oskillaattorin perustila, pisteittdin méériteltyna ¢o(x) = (

toteuttaa selvisti vaaditut ehdot: ¢y € Z(PQ)N D (QP), {¢o|Qbo) = 0 = {¢pg|Pehy),
(60|QPo) = £ ja (6| P20) = 1.

Esimerkki 4.11. Olkoon U}, = e*®P Heikko arvo voidaan esimerkkien [3.1§]
ja nojalla saavuttaa myos mittauksia Mvit = (Ha, Qa, 0, Uy) ja /\N/',:,,’}f =
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(Ha, Pa, ¢, Ug, fr2) kiiyttien, silld ne indusoivat samat instrumentit kuin mit4 mit-

taukset M2, ja NJ.

Tarkalle suureelle A saadut tulokset voidaan muodollisesti yleistdd myos yleiselle

suureelle F : B(R) — £ (H) muodossa

vt pyy o SFOVEIG) [ (AP )dB ()
Ao P = R - g 42

aina kun ¢ € Z(z, F) ja Y € B(R) toteuttaa F'(Y ) # 0, nimittdin luvut

(plF(Y)E(X)g)
(| F(Y)ep)

(4.2.18)

saadaan lauseiden [£.9] ja mukaisesti rekonstruoitua. Téssi riittdd vaatia ¢ €
P(x, B), silli kullekin X € B(R) 2(E(X)) = 2(a?, BP) = (5 POy [
Heikolla arvolla on yhteys suureen keskiarvoon. Olkoon (Y;)$° C B(R) erillinen

jono joukkoja, siten ettd > . FI(Y;) = I. Silloin

> pp (V) EQ) (e, F(Y) = 3 _(plF (V) El)e) = Bxp(E, ), (4:2.19)

7

aina kun ¢ € Z2(x, F). Talld on se merkitys, ettd vaikkakin yksittdinen heikko
arvo ei sisélld paljon informaatiota systeemisté, niin tietoa voidaan kuitenkin saada

summaamalla yli suuren joukon erillisié ehtoja.

12 Artikkelissa [14] vastaavaan tulokseen pidstiin kiyttien yleistettyd standardimallia, joskin
silloin tdytyy vaatia ehto ¢ € 2(2% E). Artikkelissa [14] jétettiinkin avoimeksi kysymykseksi
yleistyyko suureen F heikko arvo myos tilavektoreille ¢ € 2(z, E).
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5 Heikkoihin arvoihin liittyvid tuloksia

Téasséd luvussa kasitellddn heikkoihin mittauksiin ja heikkoihin arvoihin liitty-
vid tuloksia, muun muassa tilanméaritystd sekd Ozawan mittausepéatarkkuuden
madrittdmista heikkojen arvojen avulla. Luku aloitetaan historiallisesti térkean heik-

koja mittauksia ja heikkoja arvoja késittelevin artikkelin esittelylla.

5.1 Stern-Gerlach —esimerkki

Yksi vanhimpia heikkoja mittauksia ja heikkoja arvoja késittelevia artikkeleita
on Yakir Aharonovin, David Albertin ja Lev Vaidmanin vuonna 1988 julkaise-
ma artikkeli [16]. Heikkojen arvojen esittelyn lisdksi artikkelissa késitellddn myos
koejérjestelyé, jonka avulla spin—% -suureen heikkoja arvoja voidaan realisoida. Ku-
ten mainittua, heikot arvot ja heikot mittaukset ovat koko historiansa ajan aiheut-
taneet runsaasti keskustelua, eikd alkuperéisartikkeli [16] ole poikkeus [29].
Alkuperéinen idea artikkelin koejérjestelyssd on seuraavanlainen. Oletetaan, etté
hiukkassuihku spin—% -hiukkasia (esim. elektroneja) on Gaussin tilassa, ja liikkuu
avaruudessa y-suuntaan keskiméériiselld nopeudella py (katso Kuva . Hiukkaset
ovat aluksi lokalisoituneet xz-tason pieneen ympéristoon, ja niiden spinit osoitta-
vat suuntaan E Olkoon « z-akselin ja vektorin E véilinen kulma. Né&in preparoitu
suihku saapuu ensimmaéiseen z-suuntaiseen Stern-Gerlach -laitteeseen, jossa sen z-
suuntainen spin mitataan heikosti. Téassd mittauksen ”heikkous” saavutetaan valit-
semalla magneettikentté heikoks (%= ~ 0). Valittbmést tamén jélkeen hiukkas-
suihku saapuu seuraavaan z-suuntaiseen Stern-Gerlach -laitteeseen, misséd hiukkas-
suihku jakaantuu kahteen haaraan, vastaten erisuuntaisia spineji. Néista kahdesta
valitaan spin-ylos -suuntaa vastaava haara, miké vastaa operationaalisesti projek-

tiota |+4)(+,|. Tdmén jonomittauksen mittaustulosten keskiarvona saadaan spin-

I3Magneettikentin heikkoudella tissi tarkoitetaan, etti se (tai ainakin sen relevantti kompo-
nentti) on ldhelld homogeenista.

14Stern-Gerlach -laitteiden tulee olla ldhekkiin, jotta hiukkassuihkun kokema vapaan evoluution
osuus jdisi vahé&iseksi.
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suureen o, heikko arvo (o,)"(&, |+,)) = tan1/2a. Témén alaluvun tarkoituksena

on osoittaa tdsmaéllisesti, ettd ndin todella kay.

T~
= e
@ | | == T~

/

;Q::
>PV\=<

/

~

Kuva 2: Koejérjestely heikon arvon o¥(|€), |+,)) médrittdmiseksi.

Aluksi on saatava selville minkélaisesta mittauksesta on varsinaisesti kyse. Sys-
teemi (spin—% -hiukkanen) on aluksi suunnan E madradmassa tilassa pg = %(I +E -0),

missé & = (0,,0,,0,) ja £ = (cos a, 0, sin o). Siispé

1 1+ sin o COS (v
Pe= 15 . (5.1.1)
COoS (v 1l —sinw

Tétéa vastaava vektoritila on (modulo vaihetekija)

|§> = % <cos (%) + sin (%)) |+.) + % (COS <%> — sin (%)) |—.), (5.1.2)

missé esimerkiksi |[4.) on operaattorin ¢, ominaisarvoon +1 liittyvd ominaisvek-
tori, |+.) = (1,0)T . Spinsuureen ¢,:n ominaiskannassa {|+,) = \%(1, DT |-, =
\%(1, —1)T} lausuttuna

~ a e

1) = cos (5) [4+2) + sin (§> —). (5.1.3)

Spin-1 -hiukkaseen (varaus e ja massa m) magneettikentissé B = (B,, B,, B,)
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liittyva efektiivinen Hamiltonin operaattori on
H=—-——2"B. (5.1.4)

Ensimmaéisessé z-suuntaisessa Stern-Gerlach -laitteessa valitaan magneettikentéksi

B = (0,0,22-Q,), jolloin H = —X\0,®Q,, missi \, = 2% Siisps tiills

Stern-Gerlach -laitteella suoritetaan spinsuureen o, standardimittaus kytkemall&
se mittalaitteen paikkaoperaattorin z-komponenttiin (), unitaarisesti, siis U, 8;’\2 =
e~ =0:00=  Agteikkosuureeksi valitaan liikemésrdoperaattorin z-komponentti P.,
silla mittalaiteen magneettikentté aiheuttaa hiukkassuihkussa paikanmuutoksia, joi-

ta voidaan monitoroida liikemédran avulla. Kytkentdparametri A, on suoraan ver-

OB,
Oz )

rannollinen magneettikentén voimakkuuden muutokseen joten heikko mittaus-

kytkentd saavutetaan heikon magneettikentan % ~ 0 tapauksessa. Hiukkassuihku
saapuu mittalaitteeseen vektoritilassa |§ ) ® ¢, missé ¢ on Gaussinen vektoritila, pis-
teittiin madriteltyni ¢(7) = A=3/2(27)~3/* exp(—||7||?/4A% +1poy). Koska mittalait-
teen magneettikenttd kytkeytyy hiukkasten spiniin aiheuttamalla hiukkassuihkuun

paikanmuutoksia, voidaan vektoria ¢ pitdd mittalaitteen alkutilana.

Téamén jéalkeen suoritetaan jonomittauksena jélkimmaéinen standardimittaus

Stern-Gerlach -laitteella, valitsemalla magneettikentéiksi B = (r(;ix Q:,0,0). Talla
kertaa mittaus siis suoritetaan spinsuureelle o,, kytkemalld se mittalaitteen paik-

kaoperaattorin x-komponenttiin (), unitaarikytkennélla US;)‘“ = ¢ 0@ miggy,

P eh OB,
r = 5——2Z

5= 5. Jélleen asteikkosuureeksi valitaan vastaava liikemééraoperaattorin

komponentti P,. Ensimméisen mittauksen muutos ratatilassa ¢ oli vihaistd, jo-
ten tédtd voidaan pitdd myos toisen mittalaitteen alkutilana. Nyt ideana on, ettd
riittdvan voimakkaan magneettikentdn A\, o 88% > 0 avulla hiukkassuihku saa-
daan haarautumaan niin voimakkaasti, etté valitsemalla spin-ylos —suuntaa vastaa-
van haaran hiukkaset, voidaan approksimoida projektiota P[+,]|. Seuraavaksi tode-
taan, ettd juuri nédin todella kay:.

Kaiken kaikkiaan ndin médratyt Stern-Gerlach -mittaukset vastaavat standardi-

mittauksia (L(R3), P;, ¢, U;™), i = x, z. Ensimmiiisessi mittauksessa tulee lauseen
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3.15| mukaisesti mitatuksi sumennettu spinsuure g+ * E%:. Samoin jalkimmiisessi

mittauksessa mitattu suure on lauseen [3.15 mukaisesti muotoa

E,(X) = /R P (X)dE™ (a)
b (X)Pl] 45 (X)P[). (5.1.5)

Nyt Fourier-muunnos antaa

1

Fonal®) = op [ @ ad

3

_§ -3
_ 2A ( ) 4 / —qx/4A2—qu(Pac:F>\ar dq X
(2m) R

% | e~9/4A% =y (py—po) dg, /e 4 /4A% —1qzp- dg.
R R
3

_ A%(z ) —AQ((pz:FA ) +(py p0)2+pz) (516)
m

Y

) = ([ [Faowra) i+ ([ (Fo@kas) Pl

_ %A ((/X e 2A P =)’ dpx) Pl4] + </X 2Apatrs)’ dpx) Pl A)-

(5.1.7)
Maaéritelladn operaattori
F@+] = E((0,00)), (5.1.8)

jolloin huomataan, etti ehdosta A\, > 0 seuraa, etti F=[+] ~ P[+,], silli ), kas-
vaessa Gaussisen funktion e 22@=+2)* huippu siirtyy positiivisella z-akselilla yha
kauemmas origosta. Talloin taas negatiiviselle z-akselille jaava funktion ”hanta”
pienenee. Niin ollen riittdvin suurella A, :n arvoilla (ts. kasvattamalla magneetti-

kentén voimakkuutta) paédstdan mielivaltaisen ldhelle projektio-operaattoria P[+,].
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Lopuksi huomataan, ettéd (¢|Q.¢) = 0 ja (¢|Q.P,¢) = %, joten saadaan

z
2

~

(+zlo-1€)

—~

(+21€)

~

(+2]02]€)

—~

(+21€)

= tan%, (5.1.9)

lim Exp(p® * B, |+,),1€) 2 e
Az—0

jasiis 0¥ (|€), P[+,]) = tan §, kuten artikkelissa [16] vaitettiin.

Lasku osoittaa, ettd ehtoa |§> sdatamaélla voidaan saatavien heikkojen arvojen
avulla padtya roimasti spin—% -suureen tavanomaisen arvoalueen ulkopuolelle. Mai-
nittakoon, ettd tdmé ei ole pelkéstdéin heikkoihin arvoihin rajoittuva ominaisuus,

vaan esimerkin nojalla vastaavaan tulokseen péadstéisiin myos likimadréisten ar-

vojen avulla.

5.2 Tilanmairitys heikkojen arvojen avulla
5.2.1 Puhtaan tilan mairittaminen

Artikkelissa [21] ja mydhemmin artikkelissa [22] J. Lundeen et al. esittelevit me-
netelmin méaarittadd mielivaltainen vektoritila heikkoja arvoja kédyttden. Menetelma
esitellddn darellisulotteisessa tapauksessa, joskin J. Lundeen et al. viittaviat mene-
telmén yleistyvan myos daretonulotteiseen tapaukseen [22, s.2]. Téssd alaluvussa
osoittautuu, ettd ddretonulotteisessa tapauksessa tilanméarittdmismenetelmé ei ole
lainkaan aukoton kisite. Aloitetaan kuitenkin tarkastelemalla &érellisulotteista ta-
pausta.

Menetelmén &dérellisulotteisessa (dimH = d < oo) tapauksessa selvitetddn mie-
livaltaisen ortonormaalikannan {t;|j = 0,..,d—1} vektoreita vastaavien projektioi-
den P[1;] heikot arvot tuntemattomassa vektoritilassa U € H;, ehdollistamalla pro-

jektiolla Py, missd ¢y toteuttaa ehdon (po|y;) = \/Lﬁ kaikilla j = 0, ...,d—1. Néin
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saatava heikko arvo on™|

P[h;]" (¥, Plego]) = mg;ﬁﬁf')]% = \/i_%j;>. (5.2.1)

Téassé kohtaa Lundeenin et al. menetelmé kaipaa hieman tarkennusta, silla edelld

mainittu heikko arvo on mééritelty vain niilla vektoreilla W € H,4, joille

(00| W) # 0, (5.2.2)

ja tilanmadritys epdonnistuu niilld vektoreilla, joilla tdmé ehto ei péade.
Tédmé ongelma voidaan kuitenkin ratkaista. Olkoon {¢x| k =0, ...,d—1} kannan

{¥j|k =0,...,d—1} Fourier-kanta, missé kantavektorit mésraytyvit ehdosta
=
_ 2mjk/d
= — e ; 5.2.3
Pk d jz:% Y; ( )

kaikilla k& = 0, ..., d—1. Selvisti nyt (@|1;) = \/?1 e~2mk/d kaikilla j, k € {0,...,d—1}.
Koska {¢} on kanta, niin (p;|¥) # 0, jollakin £ = 0,...,d—1. Kiinnitetédén erés

tallainen vektori ¢g. Talloin saadaan Parsevalin identiteettid kayttaen

1
U= (| W) = nZ e IR /A Py (W, Plip]) vy, (5.2.4)

d—
7=0

missé k& = Vd(p|¥). Vakion s muoto ei sinilldéin ole tirked, silld se voidaan eli-
minoida normituksessa, koska se on (kaikilla 1;) vakio # =£0,00. Téssd tapauk-
sessa tilanmé&dritys siis onnistuu, kunhan heikot arvot P[y;|* (U, Plpy]) tunne-
taan kaikilla j = 0,...,d—1 (vertaa [2I], kaava (7)]). Kuva [3| havainnollistaa ti-
lanmadrittdmismenetelmén eri vaiheita.

Mainittakoon, ettd vaikkakin tilanmé&éritys edelld esitellylld menetelmalld on-

nistuu aarellisulotteisessa tapauksessa, niin pahimmillaan joudutaan tekemééin d—1

15Tdm4 on artikkelin [21] kaava (6).
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— My

U =7

Pl;]" (¥, Pli)

P (W, Pler])

Plujal]" (¥, Ple])

d—1

U — Z (j127rjln'/(1])[,u;}j]ur (\IJ P[’\Pl.]) /Lc‘bj

j=0

Kuva 3: Koejirjestely mielivaltaisen vektoritilan maarittamiseksi (dimH = d < 00).

Kiinnitetadn jokin kanta {v; ?;(1) C H. Ensimmaéisessi vaiheessa etsitdan (jokin)

{%;}:n Fourier-kannan vektori ¢y, jolle (¢r|¥) # 0. Tamén jdlkeen tehdédén kul-
lekin P[¢;] heikko mittaus alkutilassa W, jonka jélkeen tehd&dén jonomittauksena
projektion P[py] tarkka mittaus. Néin saatavien heikkojen arvojen avulla voidaan
médritd ¥ kannassa {¢;}: ¥ = RZ?;S eI/ Pl ] (U, Pliy]) ;.

("vahvaa”) mittausta sopivan Fourier-kannan vektorin ¢y, jolle (p;|¥) # 0, sel-
vittdmiseksi.

Adretonulotteisen Hilbertin avaruuden tapauksessa menetelmé on monimut-
kaisempi, silld kahta eri ortonormaalikantaa {px}r ja {t;};, joille (pilty;) =
”vaihetermié vaille sama vakio” kaikilla j, k € N ei voida 16ytad. Artikkelissa [21] J.
Lundeen et al. kuitenkin vaittdvit mitanneensa fotonin vektoritilan, vanhaa kvant-
titerminologiaa kayttden aaltofunktion, pisteittiisia arvoja, ja siten kartoittaneensa
koko vektoritilan [21], s.188]. Samaisessa artikkelissa J. Lundeen et al. myos kerto-
vat vastaavan tilanmaéaaritysmenetelmén yleistyvén mielivaltaisille kvanttisysteemeil-
le [21], s.188,190]. Menetelméssa kaytetddn heikkoja mittauksia kytkemélla fotonin

paikka heikosti sen polarisaatioon. Fotoni on kuitenkin relativistinen hiukkanen,
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ja ottaen huomioon, ettd Poincaré-objektin lokalisointisuure ei ole tdysin aukoton
késite, on parempi tutkia tilannetta kayttden (epérelativistisia) spin—% -hiukkasia,
kuten elektroneja. Téllainen koejarjestely on tarkasti kasitelty artikkelissa [14], joten
esittelen seuraavaksi vain koejérjestelyn padkohdat.

Liikkukoon systeemi, spin—% -hiukkanen, pitkin z-akselia, jolloin H = L*(R).
Tilafunktion pisteittiisten arvojen mittaamiseksi z-suuntainen paikka-avaruus jae-
taan erillisiin yhtd pitkiin intervalleihin (I;);en, ja merkitddn kunkin intervallin
keskipistettd x;. Jokaiselle téllaiselle intervallille tehd&dan kaksiarvoisen suureen,
1 — EQ(L) "2 @i, 0 — EQMR\ ) ™2 I — Q;, standardimittaus kytkemélli
kyseinen kaksiarvoinen suure hiukkasen spiniin y-suunnassa. Silloin vastaava uni-
taarikytkentd on muotoa Uy, = e*@@i®ov_[I6] Mittalaitteen alkutilaksi valitaan
|+.) = |+). Télloin jokaisella vektoritilalla ¢ € H; yhdistetty tila ¢ ® |+) kehittyy
kytkennédn myota tilaksi

L — e—ZOéQi@O'y(ID ® |_|_>
= Z %Qiso@ l+) + Z (_fj) Qip @ oy|+) + 9 ® |+)
n=2,4,6... ’ n=1,3,5... ’
= Qip ® (cos(a)[+) +sin(e)|=)) + (I — Qi) ® |+) (5.2.5)

Asteikkosuureeksi valitaan E%¢ tai E% ja asteikkofunktioksi f = f5,. Néin ollen
saadaan standardimittaukset (C?, E% |+), U;%, fou), 1 = T, .
Ensimmaéisen mittauksen jélkeen suoritetaan jonomittauksena hiukkasen lii-

kemédran tarkka mittaus ja valitaan ne arvot, jotka sijaitsevat pienen intervallin

Je = (—%, g) sisdpuolella. Ehdolliset todennékoisyydet saavat silloin muodon

(u

EP(J.) ® Ef ({£1})9*)
(plEF(Je)p) ’

16T 4llaisen kytkennin toteuttaminen on esitelty edellisessi Stern-Gerlach-laitteita kisittelevissi
alaluvussa.

{£1} ~ (5.2.6)
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mistéd saadaan ehdolliset keskiarvot

1 (W ER () ® ;W)
200 (p|lEF(J)p)

Exp(u® * E%, BT (J.),¢) = (5.2.7)

Jj=ux,y. Nyt

1
(P
2a<

= QBT (L)Qi) X
x (cos®(a)(+|oj+) + sin(a) cos(a) ({(—|o;4) + (+]o;—)) + sin*(a)(—|o;—))

(7 = Q0| EP (1)) (cos(a)(+os-+) + sin(a) (+]o;—))

EP(J.) ® a;0%)

200
+%<Q¢¢|EP(J5)(I — Qi)y) (cos(a)(+]oj+) + sin(a)(=|o;+))
" QB (JQ) (Hloy=) + (o)

U = QBB (L)Qug) (Hloy=) + 5 Q| B (L) = @)+,

(5.2.8)
j=ux,v. Saadaanm
EL% Exp(u® x E7* EY(1.),¢) = fRe PfoEf){})jg:;q (5.2.9)
lim Exp(® + B7, E"(J.),¢) = Jm Wﬁ%{}%ﬂ . (5.2.10)
Artikkelin [21] viitd™ on, ettd

@(x;) o< lim (PlE”(J) Qi) (5.2.11)

M8 BT (L))

vélin [; pituuden ldhestyessd nollaa. Jotta téta raja-arvoa voidaan tdsmaéllisesti ana-

lysoida, tarvitaan seuraavia differentioituvuustuloksia.

"Huomaa, etti artikkelin [14] s.15] vastaavissa kaavoissa (15)-(16) on nimitt#ji jitetty virheel-
lisesti pois.

18 Artikkelin [21] kaava (4) yleistettyné.
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Lause 5.1. Olkoon f : [a,b] — C jatkuva funktio. Silloin kaikilla = € (a, b)

1 x+h/2

f(x) = lim . F(t) dt. (5.2.12)

Todistus. Suora seuraus analyysin peruslauseesta. O]

Sanotaan, ettéd funktio f : R™ — R on lokaalisti integroituva, jos f on (Lebesgue-)

integroituva kaikkien kompaktien joukkojen yli, ja kaikkien lokaalisti integroituvien

1

oc(R™). Edellisen lauseen lisiksi pétee

funktioiden joukosta kéytetddn merkintad L

vahvempi tulos:

Lause 5.2 (Lebesguen differentiontilause). Olkoon f € L _(R™). Silloin, melkein

loc
kaikilla x € R™,

1
= lim ———— d 5.2.13
)=t s [ g (521
missd m(B(z,r)) x:n sisdltdvin r-séteisen avoimen pallon (Lebesguen) mitta.

30, 5.285] O

Seuraava lasku osoittaa, ettd kaava (5.2.11) toteutuu vilien I; pituuk-

sien ldhestyessi nollaa, kunhan tilavektori ¢ € L%*(R); toteuttaa riittivit

1

L (R)N L*(R); vektori, jonka Fourier-muunnoksen

saannollisyysehdot: olkoon ¢ € L

itseisarvon neli6 |p(p)|* seké funktio F(¢)(p)F(Qsv)(p) ovat jatkuvia jossakin ori-
gon kompaktissa ympéristossa ja jolle p(0) # 0. Silloin

1 /2

i F F(Q; d

iy (FIE L) e » <j>2<p> (@0)(p) dp
o > [ a1 dp

e—0 € —6/2

[3
c
B
O
S
=
=
Cb@
]
o
5
2
Q.
K

S . (5.2.14)
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Toisaalta

o(1;) 2 52 Jim ‘”/ (5.2.15)

|1;]—0

m.k. 7; € R. Koska itseasiassa L*(R) miiiritelldin vektoreiden ekvivalenssiluokkina,
niin vektoritilan ma&rittdmiseen riittdd tuntea arvot melkein kaikkialla, joten véite
on todistettu. Riittavat sdannollisyysehdot toteuttavia funktioita ¢ ovat esimerkiksi
kaikki kompaktitukiset C*-funktiot, joille lisiksi $(0) # 0 ja ||¢|| = 1.

Yleisen vektoritilan mééaritys téalla menetelméalld kuitenkin epdonnistuu, kuten

seuraava esimerkki osoittaa.

Esimerkki 5.3. Olkoon

\/Esinp, jos p € [0, 7]
o(p) = " (5.2.16)

0, muulloin,

jolloin selviisti $ € L*(R), [|@] = 1. Kiinnitetdsn vili J; C [0, 3]. Laskujen yksinker-
taistamiseksi voidaan olettaa, ettéd € on niin pieni, ettéd e € (0, 27| . @:n médritelmasta
seuraa, ettd ¢(z) = L mk. 2 € R, ja myos ¢ € L*(R), [j¢]| = 1.

Maaritellaan

(0| E(J )QM) (E”(J, )lem
(P EF(J (PlEP (o))

( / 6/2 sz\[ sin(p dp> z) do
/0 (\/;sm@)) ap

Merkitain A(e):n osoittajaa W(e) := 27T/ (/ _W\/751n dp) o(x) dx, jon-

ka ulomman integraalin integrandi on e:n funktiona jatkuva ja derivoituva, joten

Ale) =

(5.2.17)

Leibnizin saannon mukaan

je\l’() - f/ = sin(;) () da. (5.2.18)
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€/2 9 2
Merkitaan A(e):n nimittdjaa e(e) := / (\/j sin(p)) dp, jolloin suoraan
0 T

d 1 2 . € ?
E(I)(e) = 5(\/;5111(5)) . (5.2.19)

Kaikilla n € N ja 2 € I; madritelliin A, (z) = e~ 2np(x). Silloin A, : I; = C on

mitallinen kaikilla n € N, A,, — x1, ¢, kun n — oo, ja liséksi

1/2 .
/I_|An(x)|dxg/1_|¢<x>|dxg/0 LT ) < . (5.2.20)

1— 22

(Kompleksisen) dominoidun konvergenssin lauseen ehdot ovat siis taytetty (avaruu-

dessa I;), joten

n—0o0

lim i A, (z)dr = /1 o(x) dz. (5.2.21)

Selvésti lim,._ % on epamadraista %—muotoa7 ja jo edelld todetun mukaisesti
sekd osoittaja, ettd nimittdja, ovat jatkuvia ja niilld on derivaatta pisteessid € = 0

olemassa, joten L’Hopitalin sddnnon mukaisesti saadaan lopulta

v 4y
limA(e) = lim () = lim % (©
e—0 —0 O(e) =0 LD(e)
1 T
g [
2 1
1 — sin(—
Y 7 g,
= | (z)dx
Ez2n L = 00, (5.2.22)

2 1
lim \/j sin(—)
n—00 s 2n

aina kun [, ¢(x)dx # 0 (voi siis olla myés = co). Tapauksessa [, ¢(x)dz = 0

voidaan kiyttden toistamiseen L’Hoépitalin ja Leibnizin sééntoa (kyseiseen tulevat
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e:n funktiot ovat jatkuvia ja derivoituvia pisteessi € = 0) saadaan

% (%/ eyw(x) dx>
lim A(e) = lim &

e—0 e—0 - e
- - \/gism(E)
v )1
= ——4/ = dz. 2.2
V3 [ o) (5229

Yl1la olevat tarkastelut pétevit siis kaikille véleille I; C [0

1}. Jos nyt viite

'3
(5.2.11)) patisi vektoritilalle , pitéisi olla joko ¢(x) = oo melkein kaikilla z € (0, %),

tai () oc zp(x) kaikilla = € (0, 3), lauseen [5.1| nojalla. Néisté ensimméinen vaih-

toehto ei ole mahdollinen, silli silloin ¢ ¢ L*(R). Jilkimméinen ei ole mahdollista,

l 1+el7r:E
T l—x?

ettéd viite ([5.2.11)) ei pade kaikilla vektoritiloilla .

silld esimerkin alussa laskettiin, ettd p(x) = m.k. z € R. Tdmé osoittaa,

5.2.2 Yleisen tilan mairittidminen

Artikkelissa [22] J. Lundeen ja C. Bamber esittelevit uuden jalostetumman me-
netelmidn maéérittdd mielivaltainen tila kédyttden heikkoja mittauksia, ja téalla
kertaa menetelmi ei rajoitu pelkédstddn puhtaisiin tiloihin. Toisaalta artikke-
lissa keskitytdédn esittelemddn menetelmé vain &dérellisulotteisessa tapauksessa
(dimH =d < 00).

Olkoon {#;|i =0, ...,d—1} jokin Hilbertin avaruuden H ortonormaalikanta. Me-
netelméssd tuntematon tila(matriisi) p € . (H) selvitetddn etsimalld sen matrii-
sialkiot kannassa {t;}=;. Toisin sanoen selvitetdin luvut (v;|pv);) kaikilla 4,5 €
{0, ...,d—1}. Seuraavat kaksi lausetta osoittavat, etta luvut (i;|p1);) ovat todellakin

saavutettavissa sopivien heikkojen mittausten avulla kaikilla ¢, 5 € {0, ...,d—1}.

Lause 5.4. Olkoon {wj};-l;(l) kanta ja o vektori, jolle (poltr) = \/Lg kaikilla
k=0,.., d—lﬂ Suoritetaan jonomittauksena ensin P[y);]m ja sen jilkeen Plpg]:mn
standardimittaukset My = (Hy,, é1, U, B, £1) ja My = (Ha,, ¢o, UL, E<2, )

vastaavasti, missi, U} = e?PWl®Biel [k — cwPlpol@l®B: - ia yksikkdvektorit

9Nyt @g:ksi kelpaa esimerkiksi Fourier-kannan ensimmiinen vektori, katso kaava 1)
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on € 2(C,By) N 2(B,C,) toteuttavat (¢,|Cnd,) = 0 ja (¢n|CrBndy) = T
n = 1,2. Merkitdin ndiden mittausten indusoimia instrumentteja Z* ja I vas-
taavasti. Naiden jonomittausten jélkeen suoritetaan vield projektion P[iy] tarkka

mittaus. Silloin

tim T [y tr [ ()" (4 (dy)* (PLel)) o) = e [(lpus)] (5.2.24)

A—0 p—0 R2
kaikilla p € .S (H).

Todistus. Jélleen riittéé todistaa viite puhtaan tilan p = P[n|, n € H; tapauksessa,
jolloin yleisen tilan tapaus seuraa kyseeseen tulevien operaatioiden lineaarisuudesta

ja tilojen spektraalirakenteesta. Maaritelldan

My (XY) = tr [TNX)"(T"(Y)"(P])) Pln]]
= (ULULn ® ¢1 @ 6| Ply] ® ESH(X) @ EC(Y)ULUZN ® ¢y ® o).
(5.2.25)

Nyt ULUMn®¢10¢s € D (a0, IQEY'QES?) = P(x, IQE @N)N D (2, IRIQES?),
silla esimerkiksi
/ L (UBUIN @ ¢ @ do|I @ ES @ TUAUMN @ ¢y @ o)
R
= / 22 (eMWil®BLy & ) |T @ BT e Wil®Biy & ¢)) < oo (5.2.26)
R
(vrt. kaava [4.2.10)).
Naiin ollen

/ xy M)y, (dz, dy)
RQ

1
= o [(ULULN @ ¢1 @ ¢o| Plihy] @ C1 @ CoURULN @ 1 @ o)

(PP & 61| Pl @ Cre I © 1) (el Cat)] . (5.2:27)

silli [U},1 ® I ® Cs] = 0 (huomaa, ettd U) = e*Wr®B2 @ I). Téten
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lim [ zy M, ,(dz,dy)

u—0 R2

= (Udn @ ¢1 @ |t [Plpg] @ I @ Ba, Pliby] @ C1 @ Co) Un ® ¢1 @ o)

1 | Pl
= (eMPWIRBy @ g | (|o) (Wl + [1) (o) © CeMPHil®Piy @ ¢)

> =

>
5
ISH

i %z—dm ® dult [P[5] ® B, (li20) (el + 1) (0l) ® Cln @ )

= 5 (Ol ad) + (k) (1)

= R Pl (5.2.28)
kaikilla P[n], n € H;. O

Imagindériosakin saadaan samaan tapaan vaihtamalla edeltédvissa lauseessa jom-
man kumman standardimittauksen asteikkosuure kaavan ([3.2.8) mielessé kovarian-
tiksi suureekseen — seuraavassa lauseessa néin on tehty ensimmaéiselle standardimit-

taukselle.

Lause 5.5. Olkoot ¢; € Z(B;) ja ¢2 € Z(CyBsy) N P (ByCy) sellaiset yk-
sikkovektorit, ettd ne toteuttavat (¢1|Bidy) = 0 = (¢a|Cad), (¢1|Bi¢,) = LQ ja

(po|CaBago) = \/Li Tehddan jonomittauksena standardimallin mukaiset mittaukset
N = (Ha, o1, UL EPY fr) ja M = (Ha,, d2, UL, E2| f,) vastaavasti, ja merkitéén
niiden mittausten indusoimia instrumentteja J?* ja I vastaavasti. Niiden jélkeen
suoritetaan vield projektion P[] tarkka mittaus. Silloin

lim lim [y tr [77(de) (Z4(dy)* (P) ] = =Im[(nlpis)],  (5.2:20)

A=0p—=0 Jpo d
kaikilla p € . (H).

Todistus. Todistuksen alkuosa on analoginen edellisen lauseen todistuksen kanssa.

Edelleen riittda tarkastaa véite pelkilld puhtailla tiloilla, joten valitaan p = P[n],
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n € My Nyt ULUAN @ ¢1 @ ¢ € D (v, @ EY* @ 1), silld

/ 2 (UETA0 @ 61 @ boll @ EP' @ IURD A @ 61 @ )
R

— /ﬁ (p1|EY 1) < o0, (5.2.30)
R

Naiin ollen

limy Lt [T (da)* (T (dy)* (Pwx])) T
_ ﬁ (eMPiloBy @ ¢y | (o) (Wr| + |¥n) (@o]) @ Bie?Wil®Biy @ ¢,)

@ b Pl © B (o) (] + [0 o) © Bln @ o)

= (o {wyln) — Gl Cunln))

= am [Pl 65). (5.2:31)
kaikilla P[n], n € H;. O

Lauseet [5.4] ja [5.5] osoittavat, ettd dérellisulotteisessa (dim(H) = d < 0o) yleisen
tilan p € . (H) médrittdminen onnistuu heikkojen mittausten avulla.

Menetelmé ei kuitenkaan sellaisenaan yleisty &daretonulotteiseen tapaukseen
(dim(H) = o0), silld vektoria ¢, jolle (1j]po) = "sama vakio” kaikilla j € N ei
voida 16ytdd. Ongelmaa voisi kuitenkin yrittdéd kiertdéd separoimalla Hilbertin ava-
ruuden H &irellisulotteisten suljettujen aliavaruuksien L,, dim L, < oo kaikilla
n € N, suoraksi summaksi, H = ®,enLy,, joissa kussakin menetelméi jalleen toimii.
Kuitenkin johtuen sekatermeisté (p|py’), missid ¢ € L, ja ¢’ € L, m # n, joita
yleinen tila p ldhtokohtaisesti voi siséltdd, tdma yritys ei tuota lopullista voittoa.
Sekatermit havidisivét tilan p ominaiskannassa, mutta yleisen tuntemattoman ti-
lan tapauksessa myos ominaiskanta on tuntematon. Kaiken kaikkiaan jéa avoimeksi

onnistuuko menetelmén laajentaminen déretonulotteiseen tapaukseen.
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5.3 Heikot arvot ja Ozawan mittausepidtarkkuusrelaatio

Heisenberg ehdotti vuonna 1927 ilmestyneessi julkaisussaan Uber den anschaulichen
Inhalt der quantentheoretischen Kinematik und Mechanik, ettd paikan mittaustark-
kuuden €(Q, M) ja mittauksen liikkem&érassa aiheuttaman héirion n(P, M) vélilla

toteutuu

(@, M)n(P, M) ~ h, (5.3.1)

missd h on Planckin vakio. Heisenberg péétyi yllaolevaan ehtoon varhaisen kvantti-

teorian jokseenkin heuristisen tulkinnan pohjalta ja se oli yksi ensimmaisia yrityk-

_h
21"

sid 16ytéad fysikaalinen tulkinta vuonna 1925 keksitylle relaatiolle PQ) — QP =
Myo6hemmin 20-luvun loppupuolella E. Kennard [31] ja H. Robertson [32] johtivat
Heisenbergin epdtarkkuusperiaatteena tunnetun epédyhtalon, jonka mukaan kahden
(yleisen) suureen A ja B hajontojen Ay (A) ja Ay (B) valilla vektoritilassa ¢ € Hy

patee

Ay(A) Ay(B) = SI(W][A, BlY)|. (5.3.2)

N =

Luonnollisesti herédé kysymys, ettéd voidaanko suureen A mittauksen M tarkkuu-
den €,(A, M) ja mittauksen M suureessa B aiheuttaman héirion tilassa ¢ € H;
tulolle antaa yleisesti jokin alaraja, esimerkiksi kommutaattorin [A, B] avulla muo-

dossa

N | —

Masanao Ozawan mukaan néin ei kily, vaan sen sijaan artikkelissa [33] hén ehdottaa
kaavan tilalle pian esiteltivid Ozawan mittausepitarkkuusrelaatiota. Tassi
tutkielmani viimeisessé alaluvussa kyseisessé relaatiossa esiintyviat Ozawan mittaus-
tarkkuus ja -hdirié johdetaan heikkojen arvojen avulla perusviitteen [23] menetelméaé
myotaillen.

Olkoon A ja B tarkkoja suureita. Oletetaan, ettd tarkka suure A pyritddn
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mittaamaan mittauksella M = (Hu, Z,U, ¢), missd Z valitaan tarkaksi. Télloin

médritelladn Ozawan mittaustarkkuus €, ja -héirié n, seuraavasti:

ep(AM)? = W (UTeZU-Ax]) Yo ¢) (5.3.4)
np(B,M)? = (@@¢|(U'BoIU—-B®I1)*y® ¢). (5.3.5)

Esimerkki 5.6. Osoitetaan, ettd sopivilla valinnoilla Ozawan mittaustarkkuus ja
-héirio rikkovat kaavan mukaista epayhtdlod. Olkoon v € . (H) jokin kiinted
tila ja mééritellisn instrumentti Z kaavalla Z(X)(p) = tr [E9(X)p] v kaikilla p €
S (H) ja X € &/. T4llsin instrumentti Z on esimerkin [3.11 mukaan téyspositiivinen,
joten Z = IM jollekin mittaukselle M. Koska tr [Z(X)(p)] = tr [E9(X)p] kaikilla
p € L (H), kyseinen mittaus on Q-mittaus.

Nyt ratkaiseva artikkelin [34] tulos on, etté rajoitetuille itseadjungoiduille ope-

raattoreille A ja B Ozawan tarkkuus ja hiirié on annettavissa muodossa

2

(A, M) = (W] (EM2] — EM[]?) o) + (4] (BM[1] — A)" ) (5.3.6)
ne(B,M)? = (y| (TM(R)*(B%) — TM(R)*(B)?) ¥) + (| (TM(R)*(B) — B) ).
(5.3.7)

Toisaalta tapauksessa A = ) ja B = P ylldolevat kaavat pétevit, kunhan vain
vaaditaan, ettd ¥ € 2(Q) N Z2(P) (vrt. [34] liitteiden A ja B todistukset). Koska
IM(R)*(B) = tr [Bv] I, aina kun By € 7 (H), niin ylliolevan nojalla

es(QM)? = (W] (Q* = Q%) ¥) + (V] (Q — Q)*¢) =0
ne(P,M)? = (4] (tr [PPA] T — (tr [PA]1)?) @) + (4] (¢r [P ] T — P)*4p)
= tr [P?y] — 2tr [PH] (| PY) + (4| P*), (5.3.8)

aina kun ¢ € 2(Q)NZ(P) jay € Z(P): ndmé ehdot tayttyvit esimerkiksi valitse-
malla 1) = 1y ja v = P[tp], missé ¢y on harmonisen oskillaattorin perustila. Silloin

Ny (P, M) < 00, joten €,(Q, M) ny,(P, M) = 0, mika rikkoo epéyhtélon (5.3.3).
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Seuraava lause osoittaa, ettd Ozawan mittaustarkkuus ja -héirio toteuttavat kui-

tenkin erdén toisen epayhtalon.

Lause 5.7. Olkoon M = (H 4, Z, U, ¢), missi Z valitaan tarkaksi suureeksi. Silloin
edelld maédriteltyjen lukujen e,(A, M) ja n,(B, M) vililld toteutuu epayhtilo

O = ep(A M)ny(B, M) + ey(A, M) Ay(B) + Ay (A) 1y (B, M)
> S4By (539)

Todistus. %] Merkitiin

AP = AT zZ% = UI®ZU
. ) , (5.3.10)
B™ = B®I B = [U*B®IU
ja madritelldan
N(A) — Zout _ Ain
(5.3.11)

D(B) — Bout_Bin ’

Ehtoa [Z°", B®"| = 0 ja kolmioepdyht#lod kiyttamélld saadaan

(¢ @ GI[N(A), D(B)]v @ d)| + [(¥ @ ¢|[N(A), B"]¢ @ ¢)|
+ [ @ ol[A", D(B)ly @ ¢)| > [( @ ¢|[A™, B¢ @ ¢)| = [(¢|[A, Blp)].
(5.3.12)

20Todistus on oleellisesti periisin alkuperiisartikkelista [33].



5 HEIKKOIHIN ARVOIHIN LIITTYVIA TULOKSIA 87

Toisaalta

(4 ® ¢l[N(A), D(B)Y  ¢)
< Aues(N(4) Ayes(D(B))
= 2((WRNA)Y® ) — (¥ ® GIN(A)Y ® ¢)?)?
x (4 ® ¢|D(B) @ ¢) — (v ® $|D(BJv ® ¢)?)*
< 2(W@ N ® ) (0 © DB ®))?
= 2¢ey(A, M) ny(B, M) (5.3.13)

ja vastaavasti saadaan

(¥ @ ¢I[N(A), B v @ ¢)| < 2e4(A, M) Ay(B) (5.3.14)
(¥ @ GI[A™, D(B)J ® §)| < 284(A) ny(B, M). (5.3.15)

Sijoittamalla ndmé& arviot ylldolevaan kaavaan ([5.3.12)) saadaan véite.
O

Kaavaa (5.3.9) Ozawa kutsuu universaaliksi mittausepdtarkkuusrelaatioksi ja ehdot-
taa kaavan (5.3.3) tilalle. Téassé tutkielmassa epayhtalosté (5.3.9) kdytetddn kuiten-

kin vihemmé&n hyokkaavaa nimitysta Ozawan mittausepdtarkkuusrelaatio.
Artikkelissa [34] on tutkittu Ozawan mittaustarkkuuden ja -héirion hyvia ja
huonoja puolia. Mainittakoon tissi, ettd mittauksen M indusoiman suureen EM

ollessa spektraalimitta £, mittaustarkkuus e, (A, M) on kaavan ({5.3.6) mukaisesti

yksinkertaista muotoa
oA, M)? = (6] (C — AP 4). (5.3.16)

Talloin esimerkiksi spinsuureen A = o, mittaustarkkuus e, (A4, M) = 0, kun valitaan

C= ja o =— . (5.3.17)
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Matriiseilla C' ja A ei kuitenkaan ole mitdéan tekemistd keskendén: niiden ominaisar-
vot, (—1,3) ja (—1,1) vastaavasti, eivit kaikki ole samoja ja samatkin ominaisar-
vot esiintyviét eri todennékoisyyksilla tilassa 1. Edeltdvéssa esimerkissé 5.6 ilmenee
erés epakohta myos Ozawan madritteleméssa mittaushédiriossa. Nimittédin hairitty lii-
keméiiriasuure ZM(R)*(P) = tr [P4] I, eli triviaali suure, on kokonaan menettinyt
nopeussysdayskovarianssin, joka on eras litkkeméaralta vaadittava karakteristinen omi-
naisuus. Néin ollen olisi luonnollista olettaa, ettd héirion 7, (P, M) tulisi olla suuri.
Kuitenkin sopivilla vektorin ¢ € H; ja tilan v € #(H) valinnoilla kyseinen héirio
voidaan saada jopa mielivaltaisen pieneksﬂ, mikéd on ristiriidassa edeltdvén olet-
tamuksen kanssa. Ozawan mittaustarkkuus ja -héirio ovat saaneet osakseen vahvaa
kritiikkid myos artikkelissa [35]. Kaiken kaikkiaan vaikuttaakin silté, ettd Ozawan
mittaustarkkuus ja -héirié eivéit ole tdysin hyvin méégriteltyja mittauksen tarkkuu-
den ja hairion mittareita.

Ozawan mittaustarkkuus ja -hiirio ovat kuitenkin matemaattisesti hyvin
médriteltyja ja seuraavaksi tutkin, kuinka ne voitaisiin kokeellisesti mittauk-
silla saavuttaa. Ensimmaéiinen ja ehkd luonnollisin yritys esimerkiksi luvun
(.3.4) maardamiseksi kokeellisesti olisi selvittdd itseadjungoitua operaattoria
Ul ® ZU — A ® I vastaava spektraalimitta, etsid jokin siihen liittyvd mittaus
ja madrdtd mittaustulostilastosta toinen momentti tilassa 1 ® ¢. Usein edeltava
tehtdva voi kuitenkin olla erittdin haastava. Vaihtoehtoinen ldhestymistapa on
madratd Ozawan mittaustarkkuus ja -hairio heikkojen arvojen avulla, kuten on
tehty artikkelissa [23]. Seuraavassa tarkastellaan lyhyesti tdtd menetelméa.

Olkoon C' ja D tarkkoja suureita. Mittaustarkkuuden ja -h&irion mittaamiseksi
tarvitsee oleellisesti mééiriatd muotoa (£](C — D)%) olevia lukuja mittausten avulla.
Artikkelissa [23] tdmi tapahtuu integroimalla funktiota (z,y) — (z — y)? kaksois-
mitan B(R) x B(R) > (X,Y) — pe := Re [((|E(Y)EP(X)E)] € [-1,1] suhteen:

/R (@ =) duay) = (€(C = D)) (5.3.18)

2'Huomaa, ettd esimerkin ehdot ¥ € 2(Q) N P(P) ja v € P(P) tiyttivid tiloja on paljon:
esimerkiksi kaikki Hermiten funktiot ovat téllaisia ja niiden virittdmé aliavaruus ovat tihedssa
H:ssa.
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Huomautettakoon, ettd vaikka luvun (£[(C' — D)%¢) midrdiminen edelld esite-
tyn mukaisesti onnistuu, niin sitd ei tule késittdd kaksoismitan pg toisena mo-
menttina, silld yleisesti e saa myds negatiivisia arvoja eiké siten kelpaa edes to-
dennéikéisyysmitaksilﬂ. Voidaankin osoittaa, ettd pe laajenee todennékoisyysmitaksi
tarkalleen silloin, kun vektori ¢ kuuluu operaattoreiden C' ja D kommutointialuee-
seen com(C, D) = {p € H|EY(X)EP(Y)p = EP(Y)EC(X)p, kaikilla X,Y €
B(R)} [1, s.143].

Lauseen 4.9/ mukaisesti luvut Re [({|EC(Y)EP(X)&)] voidaan saavuttaa heikko-
jen mittausten avulla kaikilla X,Y € B(R), joten kaksoismitta s, ja sitd myGten
Ozawan mittaustarkkuus ja -virhe, on mahdollista méa#rata: esimerkiksi valitsemalla,

C=U1®ZU,D=A®I jaf=1Q® ¢ saadaan
poso(X,Y) = Re[(Q@olU T @ EX(Y)UEA(X) @ Iv @ ¢)], (5.3.19)
ja edelleen

/R (@D duss(g) = (WS (UTHZU - A1)
= ey(A,M)2 (5.3.20)

Vastaavaan tapaan loydetdén myos 7, (B, M).

5.3.1 Kubittiesimerkki

Koko lopun tutkielman ajan merkitéddn kontrolloituun NOT-porttiin (CNOT) liit-

tyvad unitaarimuunnosta

—_
e}
)

(5.3.21)

o O O

o O =

- o o O
_=

22TéHssé mielessé artikkeli [23] kaipaa tarkennusta, silli sielld kaksoismitasta pe puhutaan to-
dennékoisyysmittana ja Ozawan mittaustarkkuus ja -virhe tulkitaan rms-keskiarvona.
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Valitaan mitattavaksi suureeksi spinsuure o, (suure A), joka pyritdin mittaamaan
mittauksella M = (C?,0,,U,¢), missi ¢ = cos(f)|—) + sin()|+). Tarkastellaan
mittauksen M aiheuttamaa hairiotd komplementaarisessa spinsuureessa o, (suure
B). Systeemin alkutilaksi valitaan jokin spinsuureen o, ominaistila ¢ € C?, ||¢]| = 1,
jolloin molempien mittausepatarkkuusrelaatioiden ja oikean puolen
luku (¢ 02, 0] ¥)| = |(¥|oy )| saa maksimiarvonsa |(1|o,)| = 1. Silloin Ozawan

mittaustarkkuudeksi saadaan:

(0, M)? = (WRd|(UT@a.U—0,1) )R )

= AUl |H)(+Yv®e)
= 4sin*(0). (5.3.22)

Vastaavasti Ozawan mittaushairioksi saadaan:

(00, M)? = @W®¢|(U'o,®IU -0, ®1)° ¢ @ ¢)

= 20 @9l ® (I~ o)y ®¢)
= 2(cos(h) — sin(h))”. (5.3.23)

Hajonnat tilassa 1 ovat Ay (0,) = 1 = Ay(0,). Nyt mittausepatarkkuusrelaatioiden

vasemmaksi puoleksi saadaan

= 2V/2|sin(f)]|cos() — sin(0)] (5.3.24)
O = 2v2|sin(0)]|cos(d) — sin(0)| + 2|sin(6)]| + v/2|cos(h) — sin(8)| (5.3.25)

Kuvassa [] on esitetty mittausepitarkkuusrelaatiot #:n funktiona. Erityisesti huo-
mataan, ettd kaavan mittausepatarkkuusperiaate rikkoutuu ja sitd vastoin
Ozawan mittausepatarkkuusperiaate toteutuu vélilla 6 € [0, 1].

Artikkelissa [23] A. Lund ja H. Wiseman esittelevit edelld esitellyn kubittiesimer-

kin ja koejirjestelyn sen toteuttamiseksi. Kokeellinen ty6 on julkaistu L. Rozeman
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- , , . S~
0'%.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Kuva 4: Kaavan (5.3.24) H (alempi vaaleanharmaa kdyréd) ja kaavan ([5.3.25) O

(ylempi tummanharmaa kéyra) esitettyné #:n funktiona vélilla 0 € [0, 1]. Katkoviiva
esittéid epatarkkuusperiaatteiden alarajaa 3|(y| [0, 05] ¥)| = 1.

et al. artikkelissa [24] — tutkielmani lopuksi nédiden papereiden teoreettiset tulokset

johdetaan tésmaéllisesti. Aloitetaan aputuloksilla.

Lemma 5.8. Olkoon ¢ = «|0) + 3|1), o, 8 € R, o? + % = 1 mittalaitteen alkutila.
Mittaus M = (C?, 0., U, ¢) on heikko mittaus, kun 2a* — 1 — 0.

a b
Todistus. Olkoon L = € Z(C? ja ¢ € C? mielivaltaisia. Osittaisen
c d
sisdtulon avulla saadaan
a 2apb
(GIUL @ [U) e = L (5.3.26)

2afc¢  d
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tarkalleen, kun 2a8 — 1. Edelleen kiyttdmilld normitusehtoa a? 4+ 32 = 1 saadaan

w [P L] = (pedlU"Le Upo o)

— tr[P[y] L], (5.3.27)

kun 2a? — 1 — 0, kaikilla p € C? ja L € Z(C?). Kiyttamélld lausetta [2.2 saadaan

viite. O

Lemma 5.9. Olkoon ¢ = «|0) + §|1). Mittauksessa M = (C?,0,,U, ¢) tulee mita-
tuksi suure E(j) = 5 (I + j(2a* — 1)), j € {—1,+1}.

Todistus. Olkoon 7 = +1, jolloin
Ul ® E°*({+1})U = |00)(00| + [11)(11], (5.3.28)

misté edelleen osittaisen sisatulon avulla saadaan

(OIU"T @ E7({+1})U¢)c a?|0)(0] + B2[1) (1
= [1)(1] + o’
% (I + (20” = 1)0.). (5.3.29)

Mittauksessa M mitatuksi tulevaksi suureeksi F saadaan siis kaavan (3.1.13) mu-
kaisesti E({+1}) = 3 (I + (2a* — 1)0.). Vastaava lasku osoittaa, ettd E({—1}) =
(I — (202 — 1)o.). O

Lemma 5.10. Olkoon Sz spin—% -suure, @ € C?, ||| = 1, mielivaltainen vektoritila,

F: o — £(C?) suure ja joukko Y € &7, siten ettd F(Y )y # 0. Silloin
2P[4] (5, F(Y)) = 1+ S2(p, F(Y)). (5.3.30)
Todistus. Lineaarisuuden nojalla

(PIF(Y)Sap) = (bl FYV)E* ({+1})) — (p|F(Y)E¥ ({~1})¢),  (5.3.31)
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mistd saadaan kdyttamilld identiteetti % ({+1}) + E5({—1}) =1
(PIF(V)Sag) = 22| FOOBS((+11)0) F (I F(V)g). (5332

Jakamalla puolittain luvulla (p|F(Y)e) saadaan véite. O

Tarkastellaan ensiksi Ozawan mittaustarkkuutta €,. Aiemman kaavan (/5.3.20))

perusteella
61[1(0-,37-/\/12)2 - Z (k_j)2u¢®¢2(j7 k)
k=41
= dfipgg, (+1, —1) + dppgg, (—1, +1), (5.3.33)
missé

M¢®¢2(j,l€) = %e[<w®¢2|U*I®Eaz(k)UEgz(])®[¢®¢2>]
= Re[(E7()) @ )" (¥ ® ¢2, U] ® E*(k)U)] X
X (1) @ ¢o|U*T @ E% (k)Uth @ ¢s). (5.3.34)

Edelleen

(VU T E=(k)UyY ®¢) = tr[l® E(k)UPR)]® Plg]U"
i w%(ukcos(ze)az)w

1
- 5.3.35
27 ( )

kaikilla £ € {—1,+1}. Kayttamailla vield lemmaa saadaan

2Re [(E7*(j) @ I)™ (v ® ¢2, U*I @ E7*(k)U)]
= 14 jRe[(0. @)% (v ® ¢g, U*I @ E=(K)U)], (5.3.36)



5 HEIKKOIHIN ARVOIHIN LIITTYVIA TULOKSIA 94

kaikilla j, k € {—1,41}. Tdhé&n mennessi on siis saatu

€p(0,, Ma)? = 2+ Re[(0,.@1)" (¥ @ ¢o, Ul ® E7*(=1)U)]
—Re[(0.@1)" (Y ® ¢, U'T @ E7*(+1)U))]
= 24+ ) —kRe[(0. @ )" (¥ © ¢, U'T @ E°(k)U)] .(5.3.37)

k==+1

Lemma 5.11. Tehdééin jonomittauksena ensin mittaus M; = (C? 0,,U;, ¢1) ja
sen jilkeen mittaus My = (C?, 0., Us, ¢bo), missi ¢y = a|0) + S|1), ¢ = sin(0)|0) +
cos(#)|1) ja U; viittaa CNOT-porttia kuvaavaan unitaarimuunnokseen systeemin ti-
lan ja ¢:nnen mittalaitteen vélilld i = 1,2 (katso kuva[p)). Olkoon E; i:nnessa mittauk-
sessa mitattava suure, ¢+ = 1,2. Jonomittauksesta saatavat jonotodennékoisyydet

ovat silloin

Pe(E1(i) & Er(j)) = (0 ® ¢o|Usl @ E7(k)Uz E1(j) ® o @ ¢)
= Pyas,(E1(j) ® 1 & Uy @ E7(k)Us) (5.3.38)

Todistus. Lemman [5.9] nojalla ensimméisessd mittauksessa tulee mitatuksi suure
Ei(j) = 2 (I +j(20% — 1)0.), j = £1, ja vastaavasti jilkimméisessd suure Ey(k) =

% (I + kcos(20)0.), k = +1. Nyt kaikilla systeemin alkutiloilla ¢ € C?

Po(Br() & Ex(k)) P57 tr [Bx(k) TV () (Pli)]
= tr[Ea(k) ® E7(j) UrPly] ® Plé1]U]]
= (@ ¢1|FBa(k) @ TUT @ E°(j)Uip @ ¢1)  (5.3.39)
= (plE2(K)E1(5)¢) (5.3.40)
= (9@ @p|UsT@ E™(k)Us By (j) @ 1o © ¢), (5.3.41)

sills [UF, Ey(k) ® I] = 0. 0
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o — ~ Dol Bil) & Eo(h)
b —€ b —€

Kuva 5: Lemman koejarjestely.
Nyt edellisen lemman [5.11], heikon arvon méritelmén ja lineaarisuuden nojalla®)]

Re (0. @ 1) (¥ ® ¢, UL @ E* (K)U)]

1 , ‘ ) )
= S 2 ienBi() @ 1| UsT@ B (K2
j==*1
(5-3-35) 2 , . . .
= a2 1 > ipvee(B1() @ I & UsT @ E7(k)Us)
j==£1
BT 2 : .
- 221 > ipu(Bi(j) & Ex(k)). (5.3.42)
j==*1

Loppujen lopuksi Ozawan tarkkuus saadaan ilmaistuksi suoraan mitattavien jono-

todennékoisyyksien avulla muodossa

ey (02, My)? = 2+

> —ikpu(Ei(j) & Ey(k).  (5.3.43)

jk=+1

202 — 1

Erityisesti sijoittamalla E;m, ¢ = 1,2 lausekkeet ylldolevaan, saadaan €,(o,, Ms) =
2|sin(0)| niinkuin pitadkin.

Edelld parametri 202 — 1 on oleellinen, sillé siihen liittyvin mittauksen on oltava
riittédvan heikko, jotta vektoritila 1) ei muuttuisi kyseisesséd mittauksessa. Tosiasial-
lisessa mittauksessa ei voida kuitenkaan tehdi rajankiyntid 2o —1 — 0, sill4 silloin
mittauksesta ei saada mitdéan informaatiota. Huomattavaa on kuitenkin, ettd mit-
taus voi ainoastaan laskea mittausepéatarkkuusrelaatioiden vasemman puolen rajaa,
silld se on v:n valinnan nojalla maksimaalinen, eiké siité syystéd voi johtaa virheel-

liseen kaavan ([5.3.3|) mittausepétarkkuusperiaatteen rikkoutumiseen [23].

E1(+1)—E2(—1)

23Huomaa, ettd o, = ST .
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Ozawan mittaushéirio ny(o,, Ms) on ongelmallisempi tapaus. Nimittdin
jalkimmaéisen mittauksen My on sdilyttdvind samana ja luku (p® ¢o|Uso, ®
1U; 0, @ 1p® ¢o) pitaisi pystyd madrittdmadan muuttamalla pelkdstain ensimmaista
mittausta. Artikkeleissa [23] tdmd on pyritty toteuttamaan muuttamalla en-
simméisen mittauksen unitaarikytkentd muotoon V. = H®IU H®I, missa H

on Hadamardin muunnos
H=— . (5.3.44)

Osittaisen sisdtulon avulla saadaan
1
(p2|Us B (k) @ 1Uy ¢o)c2 = 3 (I + ksin(20)0,), k=41 (5.3.45)

Johtuen sin(260)-termista edelld mainittu jonomittausjirjestely ei Voiﬁ kuitenkaan
tuottaa lukua (o ® ¢o|Us E7*(k) @ IUy E°*(j) @ Ip ® ¢a), j, k € {£1} — tarvitaan
jotain muuta. Seuraavaksi on esitelty ehdotus tilanteen korjaamiseksi.

Aiemmin jo mainittiin, ettd téssd kubittiesimerkissd kaavan mit-
tausepatarkkuusperiaate rikkoutuu kaikilla #:n arvoilla vililla 6 € [0,1], joten

riittdd tarkastella tapausta ¢ = %, jolloin siis sin(20) = iz = cos(20).

Lemma 5.12. Tehdéifin jonomittauksena mittaukset M; = (C? E°= V,¢) ja
My = (C* E%, Uy, ¢s), missi ¢y = a|0) + B|1), ¢ = cos(6)[0) +sin()|1), § = £ ja
V =UH®I (katso kuva@. Jonomittauksesta saatavat jonotodennédkdisyydet ovat

silloin

Po(F1(4) & Ea(k)) = (o ® ¢o| U3 E7 (k) @ 1Uy F1(j) ® I @ ¢o)
=t Py, (F1(7) ® I & UyE7 (k) ® 1U,), (5.3.46)

24Ensimmaéisen mittauksen pitéisi vaikuttaa jalkimmaiisen mittauksen mittalaitteen alkutilaan

vrt. lemman kaavat -.
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missd [} (F») on ensimméisessé (jalkimméisessd) mittauksessa mitatuksi tuleva suu-

re.

Todistus. Todistus menee samaan tapaan kuin lemman todistus. Lemmaa [5.9
kéyttden saadaan ensimméisessd mittauksessa mitattuksi tulevaksi suureksi Fi(j) =

(I +j(20* = 1)0,), joten

Po(Fi(J) & Ex(k)) = (@ ¢|VI®E (k)@ E™(j)Ve® 1)
= <¢®¢1\%(I+kcos(2«9))®IV*[®Eaz(j)v@®¢l>
=l T+ kcos(20)0) Fi()e)

= (@ @a|UsE° (k) @ IUF1(j) ® L ® ), (5.3.47)

silld § = T =
Ml M2

o —H] — (R & Ea())
1 —4 2 —4

Kuva 6: Lemman koejarjestely.
Ozawan mittaushéiriokin saadaan loppujen lopuksi ilmaistuksi suoraan mitatta-

vien jonotodennéakdisyyksien avulla muodossa

2
202 — 1

‘Z —jkpy(F1(j) & Bz (k). (5.3.48)

ﬁw(az, M2)2 = 2 +

Tamén alaluvun laskut osoittavat, ettd Ozawan mittaustarkkuus ja -h&irio
ovat johdettavissa heikkojen arvojen avulla ja esitelty kubittiesimerkki rikkoo
kaavan ([5.3.3) mittausepatarkkuusperiaatetta. Kubittiesimerkin tapauksessa jopa
(U] @ E7*(j))U,E°=(i)®@ 1] = 0 = [U*E?*(j)® [U, E%*(i) ® I], kaikilla i,j €

{—1,+1}, joten heikkojen arvojen reaaliosien avulla annetut kaksoismitat (1)
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laajenevat todennédkoisyysmittoiksi. Néin ollen Ozawan mittaustarkkuudelle ja -
hairiclle on annettavissa myo6s todennédkoisyysteoreettinen tulkinta kyseisten to-
dennékoisyysmittojen toisena momenttina. Kuten jo aiemmin mainittua, ei ole
kuitenkaan ilmeistd, ovatko Ozawan mittaustarkkuus ja -h&irié muuten hyvin

médriteltyja mittauksen tarkkuuden ja hairion mittareita.
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