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1 Johdanto

Sen jalkeen kun tietokone alkoi yleistyd arkikidytossd 1980-luvulla, teknolo-
ginen kehitys on mennyt yha kiihtyvid vauhtia eteenpain. Transistorin kek-
siminen johti siihen, ettd tietokoneita pystyttiin valmistamaan helposti ja
edullisesti sekd kotitalouksille ettd yrityksille. Myohemmin kehitetty mikro-
prosessori mahdollisti pienempien ja tehokkaampien laitteiden valmistuksen,
minké seurauksena teknologia oli saatavilla yha useammille.

Viimeisten vuosikymmenten aikana useimmissa maissa on havaittavissa sel-
ked muutos teollisesta yhteiskunnasta tietoyhteiskuntaan. Digitaalisten so-
vellutusten lisddntyessd myos teknologisten laitteiden ja ohjelmistojen seké
niiden tekijoiden ja kehittidjien kysyntd kasvaa. Yha useampien palveluiden
muuttuessa sdhkoisiksi teknologian kdyton osaamista vaaditaan jokapdivéi-
sessd arjessakin. Ympériston jatkuva muutos asettaa vaatimuksia myo6s tyos-
sd toimimiselle. Rutiininomaisella tekemisella ei endd parjai tyoyhteiskunnas-
sa, jossa nykyihmisen tulee osata toimia kunkin tilanteen vaatimalla tavalla.
Muutama vuosi sitten opittu tieto enéé kanna lapi koko eldmén. [1]

Digitalisoituminen ja sen suuri merkitys kaikilla elaméan osa-alueilla ndkyy
uusina odotuksina useimpien aineiden opetuksessa. Erityisesti matematiikan
opetus on mullistunut digitalisaation myo6té, silld matemaattinen tieto on
perustana kaikissa teknologisissa laitteissa ja niiden kehityksessd. Kuiten-
kaan pelkkid matematiikan mekaanisen laskemisen hallitseminen ei end4 riité,
vaan edellytyksend jatko-opinnoissa ja lopulta tyoeldméssd menestymiseen on
vankka matemaattisten kokonaisuuksien syvallinen hallintaa seki erityisesti
kyky soveltaa ja yhdistdd matematiikan abstraktit kisitteet luonnonilmioi-
hin. Opetuksen kannalta tdmé tarkoittaa sité, ettd perinteisen opettajajoh-
toisen opetuksen rinnalle tulisi 16ytd4 uusia luovuutta, ongelmanratkaisuky-
kyéd ja soveltamisen taitoa kehittavad opetusta. Uusien opetustapojen kiyt-
toonotto muuttaa vaistdmattd myos luokan sisdistd dynamiikkaa ja opetta-
jan roolia. Vaikka vastuu oppimisesta nattaisi olevan siirtymasséd opettajalta
oppilaalle, ei opettajan merkitys vihene, vaan jopa kasvaa. On ehdotettu, et-
td ratkaisu teknologisen kehityksen seurauksena syntyneeseen vaatimukseen
opetustapojen tehostamisesta ja kehittdmisestd saattaa loytya teknologiasta
itsestadn. [1]

Teknologian vaikutusta oppimiseen on tutkittu jos siitd asti, kun ensimmai-
sid teknologisia apuvilineitd alkoi nékya opetuksessa ja saadut tutkimustu-
lokset viittaavat vahvasti siihen, ettd teknologian kiyton seurauksena oppi-
mistulokset ovat parantuneet. Téassa tutkielmassa analysoidaan kirjallisuu-



den pohjalta, mihin teknologian oppimistuloksia parantava vaikutus perus-
tuu erittelemilld oppimiseen ja matemaattisen taidon eri osa-alueiden ke-
hittymiseen liittyvid tekijoitd. Opetusteknologian oppimisprosessiin vaikut-
tavien tekijoiden ymmaértamiseksi tutkielman toisessa luvussa tarkastellaan
konstruktivistisen oppimiskésityksen nakokulmasta oppimisen teoriaa. Mate-
maattinen taito jaetaan viiteen osa-alueeseen, ja matemaattisen ymmarryk-
sen analysoimiseksi méaritelldin matemaattisen kisitteen ja kokonaisuuden
termit. Kolmas luku kisittelee eritasoisia teknologisia interventioita ja niiden
vaikutuksia matematiikan oppimiseen. Tutkielman neljinnessé luvussa kési-
tellidn matemaattisen taidon, oppimisen ja oppimisympériston erityispiirtei-
td ja opetusteknologian mahdollisuuksia ndiden piirteiden kehittdmiseen. Li-
siksi sivutaan joitakin ongelmia, joita teknologinen interventio saattaa tuoda
opetukseen ja oppimiseen.



2 Teoria matematiikan oppimisen taustalla

Nykyiseen matematiikan syvilliseen osaamiseen liittyvit vaatimukset ovat
mullistaneet koko matematiikan opettamisen. Aktiivisen ja oppilaslahtoisen
oppimisympériston korostaminen on antanut uudenlaista huomiota oppimi-
sen sisdisiin prosesseihin. Keskeisiksi kysymyksiksi ovat nousseet, mika me-
kanismi on oppimisen taustalla ja mikd oppimista saitelee. Tiedonmuodos-
tusprosessin selittdmiseksi konstruktivististen késitysten voidaan sanoa ole-
van valtavirtaa. Sen perusajatukset esimerkiksi oppimisesta ja sosiaalisesta
vuorovaikutuksesta ovat taustalla monissa pedagogisissa sovelluksissa. Tasséa
luvussa tarkastellaan matematiikkan oppimista konstruktivistisen oppimiskéa-
sityksen ndkokulmasta ja analysoidaan Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin
jaottelun mukaan, mitd matemaattinen taito sisiltdd [2]|. Kilpatrickin ym.
teoksen lisdksi teoriapohjana kiytetadn Haapasalon teosta Oppiminen, tieto,
ongelmanratkaisu [3] ja Jarvelin, Hékkisen ja Lehtisen artikkelikokoelmaa
Oppimisen teoria ja teknologia opetuskdytissa 4].

2.1 Konstruktivismi oppimisen perustana

Konstruktivistisen oppimiskésityksen mukaan kaikki tieto rakentuu aiemman
kokemuksen, tiedon ja kisitteiston pohjalta. Oppiminen ndhdéan aktiivisena
tapahtumana, jossa henkilo konstruoi uutta tietoa aiempien tietorakenteiden
varaan jatkuvasti havainnoimalla ja muokkaamalla saamaansa informaatiota.
Néitd oppimisprosessin seurauksena jasentyneitd rakenteita kutsutaan skee-
moiksi. Syntyneitd, skeemoja voidaan laajentaa tai jopa uudelleenrakentaa
tarvittaessa. Assimiloinniksi kutsutaan tapahtumaa, jossa henkil6 tulkitsee
esitettyéd informaatiota suhteessa aiempaan tietoon ja pyrkii liittdméin sen
sisdisiin skeemoihinsa. Se on siten tietorakenteita tdydentdvid toimintaa, jo-
ka luo yhteyksia kisitteiden tai laajempien kokonaisuuksien vilille. Tietoa
rakentuu myos silloin, kun henkilén skeemat ja havainnoinnin kohteena ole-
va ymparisto ovat ristiriidassa keskenddn. Talloin puhutaan kognitiivisesta
konfliktista, jonka seurauksena uusi tieto akkomodoituu eli se muovaa henki-
16n tietorakenteita niin, etté informaatio sopii siihen. [3, s.80-82]

Kun oppilaan tietorakenteet muuttuvat informaatioiden konfliktin vuoksi,
puhutaan kdsitteellisestd muutoksesta. Késitteellinen muutos voi tapahtua
oppiaineen sisdlld, tai kun oppilaan luomat, usein virheelliset arkikéasitykset
eroavat tieteellisestd selityksestd. [4, s. 19-22]. Matematiikassa késitteellisen
muutoksen vaatii usein esimerkiksi lukujoukkojen laajennus. Varhaisessa lap-
suudessa numerot ymmarretdin naivina méarin mittana, mutta myohemmin
niiden liittyessd algebrallisiin sturktuureihin on mahdollista omaksua yhé
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abstraktimpia késitteitd, kuten negatiiviset tai kompleksiset luvut [5]. Jois-
sain tilanteissa virheelliset tietorakenteet voivat vaikeuttaa tai jopa estidi
oppimista. T&lloin kysessd on kdsitteellisen muutoksen ongelma, jolloin uusi
tieto ei voi rakentua vanhan tiedon varaan. On vaarana, ettd oppiminen jai
vain ulkoaopettelun varaan, mikd heikentdd oppimisen laatua ja erityisesti
tieteellisen tiedon rakentumista merkittévisti. [4, s. 19-22]

Kasvatustieteissa konstruktivistinen suuntaus on laaja joukko tutkimuskoh-
teiden erilaisia painotuksia, jotka kuitenkin jakavat késityksen tiedon kon-
struktiivisuudesta. Painotusten kirjosta huolimatta konstruktivismin erilai-
set muodot voidaan jaotella kahteen osaan sen perusteella, minkd ajatellaan
ensisijassa ohjaavan oppimisprosessia. Yksilokonstruktivismin mukaan ym-
pariston havainnointiin ja tiedonmuodostukseen vaikuttavat vain henkilén
omat kisitykset ja asenteet. Silloin oppimisenkin ajatellaan tapahtuvan ai-
noastaan itsesidatelyn seurauksena. Tama tarkoittaa, ettd uusi tieto rakentuu
henkilon aiemman kokoemuksen pohjalta eikd ulkoisilla tekijoilla voi vaikut-
taa prosessiin. Nykypdivani kuitenkin tiedonmuodostuksen sisdisen raken-
tumisen ajatellaan olevan vain osa kokonaisuutta. Yhi enemmén oppimi-
nen nihdaidn ryhméprosessin seurauksena ja kasvatustieteen alalla kehitys
on mennyt kohti sosiokonstruktivistisia oppimisteorioita. Sosiokonstruktivis-
missa erityisen mielenkiinnon kohteiksi nousee sosiaalisen vuorovaikutuksen
muodot seké fyysisen ympériston ja kulttuurin vaikutus oppimiseen [3, s. 95-
104].

Konstruktivismin mukaan tietoa itsessdén ei voi siirtda yksilolté toiselle, kos-
ka se on henkilokohtaista ja havaitsijan kokemuksen ja késitteiston pohjalta
muodostunutta. Niin ollen opettaja ei voi vilittdd omia tietorakenteitaan
eteenpdin, vaan jokaisen oppilaan tulee konstruoida ne itse |3, s. 95-96]. Kon-
struktivismia késittelevissa kirjallisuudessa usein puhutaankin oppimisen oh-
jaamisesta opettamisen sijaan. Sama nikokulma opettamisesta on nykyisen
aktiivista ja oppilasjohtoista oppimista korostavien pedagogisten teorioiden
taustalla, joissa opettajan tehtavian ajatellaan olevan oppimiselle suotuisien
olosuhteiden luominen [5].

2.2 Metakognitio

Metakognition kasite on keskeisessd osassa, kun pyritdan tunnistamaan teki-
jOitd, jotka johtavat syvéllisempédian oppimiseen. Sen merkitys korostuu var-
sinkin, kun digitalisoituva yhteiskunta vaatii yksiloltd yhi haastavampia tai-
toja itsendiseen kykyyn ajatella ja ratkaista ongelmia. My6s Suomen koulu-
tusjarjestelmassd on huomioitu kognitiivisten ja metakognitiivisten taitojen



tarkeys. Vuoden 2014 perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa meta-
kognitiiviset ja kriittisen ajattelun taidot mainitaan yhtena seitemésti laaja-
alaisen osaamisen taidoista |6, s. 20-21]. Metakognitiolla tarkoitetaan henki-
16n tietoisuutta kognitiivisista toiminnoistaan, kuten ajatuksista, tietdmises-
td ja oppimisesta. Metakognitio jaetaan kahteen osaan, metakognitiiviseen
tietoon ja taitoon, joskin tarkka jako on monissa tapauksissa vaikea tehdi.
Tutkimuksissa on kiynyt ilmi, ettd metakognitiivisen tiedon ja taidon yh-
teisvaikutus itsendisten vaikutusten sijaan on merkityksellisempéaé syvillisen
oppimisen kannalta. [4, s. 40-47]

Metakognitiivisella tiedolla tarkoitetaan sekd oman ettd muiden ajattelun tie-
dostamista. Sen avulla henkild pystyy esimerkiksi tunnistamaan omat vah-
vuutensa ja heikkoutensa seké niihin johtavat tekijit. Henkil6é osaa soveltaa
erilaisia oppimistyylejd tehtdvin vaatimalla tavalla, mutta myos tunnistaa
itselleen parhaimmat oppimisen tavat. Tehtdvinratkaisussa metakognitiivi-
nen tieto vaikuttaa kasityksiin sekd itse tehtidvastd ettd sen ratkaisustrate-
gioista. Kun henkil6 tarkoituksenmukaisesti kidyttda hyvikseen kisitystdan
ajattelusta ja sen prosesseista, on kyseessi metakognititvinen taito. Se on siis
kykya arvioida, sidadelld ja valvoa tiedonmuodostusta ja oppimisprosesseja.
Tiedonkasittelyprosessin tietoisesta sddtelystd ja ohjailusta johtuen metakog-
nitiivista taitoa kutsutaankin usein oppimisen osaamiseksi. Tehtdvanratkai-
sutilanteessa metakognitiivinen taito ndkyy suunnitelmallisuutena ennen itse
ratkaisuprosessia. Télloin henkilo pystyy ennakoimaan, mitkd ovat tehtévin
vaatimukset ja mitd asioita suorituksessa tulee ottaa huomioon. Ennakko-
odotusten perusteella voidaan analysoida eri ratkaisustrategioiden sopivuut-
ta ja tuloksellisuutta. [4, s. 40-47]

Koska kaiken oppimisen kannalta metakognitiivinen ajattelu on niin mer-
kityksellistd, on sen kehittdmisen keinojakin tutkittu laajasti. Tutkimukset
osoittavat, etteivit metakognition tiedot ja taidot harjaannu itsekseen il-
man tietoista padtostd kehittdd niitd. Talléin metakognition kehittymiseen
tarkoituksenmukaisesti pyrkivin oppimisympériston merkitys korostuu. Kun
ohjaaja tukee oppilaan ajatteluprosessia tarkoituksenmukaisesti niin, etta op-
pilas tdmén perusteella pystyy luomaan oman ratkaisunsa, on kyseessé scaf-
folding eli oppimisen ohjattu tukeminen. Oppimisen ohjattu tukeminen pe-
rustuu Lev Vygotskyn vuonna 1978 esittaméan kisitteeseen ldhikehityksen
vyohyke, jolla tarkoitetaan aluetta oppilaan nykyisen ja potentiaalisen osaa-
misen vililla. Talla alueella kehittyneemmaén ohjaajan avustamana oppilas
pystyy ratkaisemaan sen tason tehtdvid, joihin hén ei itsendisesti pystyisi.
Metakognitivisten kykyjen kehittyminen vaatii toimimista korkeamman ta-
son metakognitiivisten tehtdvien parissa lahikehityksen vyohykkeelld ja te-



hostuu erityisesti silloin, kun oppilas on aktiivisesti mukana suunnittelu- ja
arviointiprosessissa. [4, s. 40-50]

2.3 Matemaattinen taito

Perinteisesti matemaattinen osaaminen on jaettu kahteen osaan: proseduraa-
liseen taitoon ja konseptuaaliseen tietoon. Proseduraalisella taidolla tarkoite-
taan mekaaniseen laskemiseen liittyvia osaamista, kuten laskusdéntojen hal-
lintaa ja kykya noudattaa algoritmin vaiheita ennalta méadratyssa jarjestyk-
sessd. Téallaista menetelméllistd taitoa on esimerkiksi yhtalonratkaisu, jossa
henkilo suorittaa peridkkiisid proseduureja ongelman ratkaisemiseksi. Lisdksi
taitoon kuuluu kyky yleistda tunnetut algoritmit ja toimintatavat koskemaan
toisia matemaattisia kokonaisuuksia. Menetelméllisen taidon lisdksi prose-
duraalista taitoa on kyky tulkita ja kiyttaid kisitteiden symbolisia esityksié.
Symbolisilla esityksilld ei kuitenkaan tarkoiteta ainoastaan yksittaisten ma-
temaattisten merkkien tulkintaa, vaan kyse voi olla my6s laajemmista esityk-
sistd, kuten taulukoista ja kuvaajista. Proseduraalisen taidon kehittdmisen
tavoitteena on mekaaninen sujuvuus algoritmien kiytossd ja matemaattisen
tekstin tulkinnassa. [3, s. 58-59]

Konseptuaalinen eli kisitteellinen tieto sen sijaan on vaikeammin rajattavis-
sa osittain sen laajuuden ja yleisyyden vuoksi. Silla tarkoitetaan tiedon osien
vélisten riippuvuuksien ja matemaattisten késitteiden vélilla vallitsevien re-
laatioiden ymmartamisti. Laaja késitteellinen tieto helpottaa oppimista, sil-
la tiedon jarjesteleminen yhtendiseksi kokonaisuudeksi mahdollistaa uusien
ideoiden liittdmisen aiempaan tietoon. [3, s. 51-57|. Kilpatrick ym. kuvailevat
konseptuaalista ymmérrystd kokonaisvaltaiseksi ja kdytannolliseksi késityk-
seksi matemaattisista ideoista. Oppilaat, joilla on konseptuaalista tietoa ma-
temaattisista kokonaisuuksista, ymmaértavit, miksi jokin matemaattinen idea
on tiarked ja millaisissa konteksteissa sen kdytto on hyodyllista. [2, s. 115-133].
Kasitteellisen tiedon laaja hallinta mahdollistaa matemaattisen kasitteistén
soveltamisen todellisiin luonnonilmidihin ja toisaalta ilmididen matemaatti-
sen mallintamisen. Konseptuaalinen tieto nikyy muun muassa kykynéa yhdis-
tda samankaltaiset esitykset toisiinsa. Talloin oppilas ymmaértaéd esimerkiksi
funktion lausekkeen, kuvaajan ja taulukoitujen pisteiden olevan saman asian
erilaisia esitystapoja ja pystyy sujuvasti kidntdmaan esitystapoja toisikseen.
[3, s. 51-57]

Kahtiajako proseduraaliseen tietoon ja konseptuaaliseen taitoon on kuiten-
kin melko yksipuolinen eiki ota huomioon kaikkia matemaattiseen taitoon
liittyvid tekijoitd. Vaikkei mikdan yksittdinen késite voi kasittad kaikkia ma-
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temaattisen osaamisen nakokulmia, Kilpatrick ym. esittelevit termin mate-
maattinen taitavuus (engl. mathematical proficiency), jolla he pyrkivit katta-
maan mahdollisimman suuren osan matemaattisen asiantuntijuuden, kompe-
tenssin, tiedon ja sujuvuuden aspekteista. He vertaavat matemaattista taita-
vuutta kdyden rakenteeseen, jossa viisi toisiinsa kietoutunutta komponenttia,
tai sdiettd, muodostavat sen kompleksisen kokonaisuuden:

1) konseptuaalinen ymmaérrys (engl. conceptual understanding)

\]

proseduraalinen sujuvuus (engl. prosedural fluency)

w

W~

)
)
) strateginen kompetenssi (engl. strategic competency)
) mukautuva pédttely (engl. adaptive reasoning)

)

5) yrittelidisyys (engl. productive disposition).

Kilpatrick ym. esittdmé strategisen kompetenssin kisite on ldhelld kirjalli-
suudessa laajasti tarkasteltua matemaattista ongelmanratkaisukykya. Pelkdn
ratkaisukyvyn lisdksi he huomioivat myos kyvyn muodostaa ja esittda ongel-
mia. [2, s. 115-133|. Matemaattinen ongelma eroaa tavanomaisesta rutiiniteh-
tavista siten, ettei oppilaalla ole sen ratkaisemiseksi valmista ratkaisustrate-
giaa tai algoritmia. Téalloin oppilaan tulee soveltaa tuttuja menetemid, tie-
toja ja sddntdja uudella tavalla tai uudessa tilanteessa. Ongelmanratkaisuun
liitetddn usein myo6s luovuus ja luova ajattelu, joilla tarkoitetaan kykya tuot-
taa uutta ja ennalta-arvaamatonta. [3, s. 16-25]. Téllainen joustavuus on-
gelmanratkaisussa voi kehittyé vain tekemélld muitakin kuin rutiininomaisia
tehtavia [2, s. 115-133].

Jaottelun neljas sdie, mukautuva péaéttely, ei rajoitu ainoastaan formaaliin
todistamiseen ja deduktiivisen paattelyn muihin muotoihin, vaan se sisaltai
my0s informaalin selittdmisen ja intuitiivisen sekd induktiivisen pééttelyn.
Mukautuvalla paattelylld viitataan kykyyn ajatella loogisesti kisitteista ja
tilanteista. Téllainen péddttely on periisin huolellisesta vaihtoehtojen punnit-
semisesta ja sisaltdd tiedon siitd, miten lopputulos on perusteltavissa. Kil-
patrick ym. mukaan mukautuva paattely on kuin liima, joka pitdd kaiken
yhdessi ja ohjaa oppimista. |2, s. 115-133|. Deduktiivisilla taidoilla tiede-
tdankin olevan suora yhteys syvempéén kisitteelliseen ymmérrykseen, sillé
padttelytilanteessa oppilas ei ainoastaan kiytid matemaattista tietoaan, vaan
laajentaa ja uudelleenjirjestai tastéd tiedosta muodostuvia ideoita [7].

Kehittdikseen matemaattisen taitavuuden neljdd ensimmaista sédiettd tulee
opiskelijan ajatella matematiikan olevan ymmaérrettavad, hyodyllista ja vai-



van arvoista. Lisidksi oppilaan tulee luottaa itseensid tehokkaan matematii-
kan oppijana ja laskijana. Kilpatrick ym. huomioivatkin yrittelijdisyyden ja
motivaation yhtend matemaattiseen taitavuuteen vaikuttavista osa-alueista.
Heidén mukaansa oppilaan motivaatio kasvaa, kun hén kehittyy ja kokee
onnistumisen tunteita muissa osa alueissa, mutta korkea oppimismotivaatio
tehostaa myoOs oppimisprosessia. Kilpatrick ym. ehdottavat, ettd tdma pa-
tee myos muiden sdikeiden vilisiin suhteisiin. Matemaattisen taidokkuuden
osa-alueita ei voi téysin erottaa toisistaan, koska séikeet eivit ole itsenéisia.
Ne edustavat matemaattisen taidon eri puolia ja ovat néin ollen riippuvaisia
toisistaan, jolloin yhden osa-alueen kehittdminen vaikuttaa muidenkin siikei-
den kehittymiseen. He kuitenkin huomauttavat, ettei matemaattinen taita-
vuus kokonaisuutena voi kehittyd keskittymaélla vain muutamaan séikeeseen.
[2, s. 115-133|

2.4 Kasitteista kokonaisuuksiin

Menetelmaéllista taitoa on perinteisesti painotettu kouluopetuksessa seki Suo-
messa [5] ettd muualla maailmalla [8], [9]. Tésté johtuen proseduraaliset tai-
dot ovat korostuneet myds arvioinnissa, jolloin menestyminen matematiikan
oppimisessa on tarkoittanut useimmiten sujuvuutta laskennallisissa prose-
duureissa. Proseduraalisia taitoja on korostettu sillikin kustannuksella, et-
td oppiminen on saattanut jidda pinnalliseksi. Yksipuolinen algoritmien ja
ratkaisustrategioiden ulkoaopettelu ei edistd syvéillistd ymméartdmistéi, eikéd
kehitd matemaattisen taidon muita osa-alueita. [2, s. 115-133]. Nyky#in ma-
tematiikan opetuksessa korostetaan yhd enemméan ymmaéartavia oppimista ja
matemaattinen ymmaérrys on yksi tdrkeimmistd opetuksen tavoitteista [10].
Mutta mitd matemaattisella ymmarrykselld oikeastaan tarkoitetaan, miten
se voidaan saavuttaa ja miten se on mitattavissa?

Kirjallisuudessa matemaattista ymmaérrystd on méaéritelty sen mukaan, mita
oppilas kykenee tekemédn ymmérryksensi perusteella [5], [1]. Lakoma kir-
joittaa, ettd jokainen luo oman matematiikkansa kolmen matemaattisen pe-
ruselementin, matemaattisen mallintamisen, paattelyn ja kommunikaation,
varaan. Ymmértiikseen todellisia luonnonilmiéitd oppilaan tulee pystya ku-
vailemaan, yksinkertaistamaan ja 16ytdmaéaén ilmioiden erityispiirteet. Tamén
perusteella hidn pystyy tekeméddn hypoteeseja, ennustuksia ja johtopaatok-
sid sekd yleistdmadn ja todistamaan. Lopulta oppilas pystyy esittdméin ja
selittdméédn tuloksiaan muille. [1]. Oppilaan taitojen lisdksi kirjallisuudessa
nousee esiin myos kisitteiden véliset suhteet matemaattisen ymmértéimisen
indikaattorina. Simon on pyrkinyt jdsentelemédén matematiikan ymmaértami-
sen luonnetta erottamalla toisistaan matemaattisen kdsityksen ja kasitteen



termit. Hinen mukaansa matemaattinen kisitys on tutkijan tai opettajan
luoma teoreettinen malli, jonka avulla voidaan selittdd oppilaan havainnoi-
tuja kykyjé ja rajoituksia liittyen hénen ymmaérrykseensa tietysté aiheesta.
Matemaattisen kisitteen Simon kuvailee koostuvan matemaattisista objek-
teista ja niiden vélisistd suhteista. Lisdksi késitteen hallitseminen sisaltaéd
nédiden suhteiden ymmaértimiseksi vaaditut loogisen paattelyn taidot. [10]

Simonin ja Tzurin mukaan matemaattiseen ymmaérrykseen johtavaa prosessia
voidaan pyrkid selvittdméaan ymmértidmélla paremmin matemaattisen kisit-
teen oppimista. He jakavat kdsitteen oppimisen kahteen vaiheeseen perustuen
sithen, misséd tilanteissa oppilas osaa kidyttdd ymmarrystddn matemaattises-
ta kisitteestd. Kun oppilas on oppinut odottamaan tiettyd tulosta jonkin
aktiviteetin seurauksena, on hinen késitteellinen oppimisensa osallistuvassa
vaiheessa (engl. participatory stage). Tassi vaiheessa oppilas saattaa pystya
selittdméaan tapahtuman, mutta tieto on kiytossi vain niissé tilanteissa, kun
oppilas muistelee tai toistaa aktiviteettia. K&sitteen oppimisen toisessa en-
nustavassa vaiheessa (engl. anticipatory stage) tiedon kiytto ei endé rajoitu
niihin tilanteisiin, joissa ne on opittu, vaan oppilas on luonut abstraktion
opitusta suhteesta tapahtuman ja tuloksen vililld. T&lldin kyseinen suhde on
kiytettdvissd matemaattisen objektin tavoin. [11]

Kilpatrick ym. laajentavat Simonin ja Tzurin ajatusta suhteen objektivoin-
nista myos kisitteiden vilisiin suhteisiin. Heidén mukaansa avain ymmérta-
vaan oppimiseen on oppilaan omat skeemat eli se, miten oppilas esittda ja
yvhdistda tiedon osia. Matemaattisten kisitteiden vélisten suhteiden ja niiden
hierarkisen rakenteen muodostuminen luo jdsentyneitd matemaattisia koko-
naisuuksia. Téllaisista kasitteellisistd kokonaisuuksista on hyotyé, kun uusia
matemaattisia kisitteitd pyritddn lisadméan rakenteisiin. Sen lisiksi, etté ko-
konaisuustavoitteinen oppiminen helpottaa uuden tiedon rakentumista, edis-
taa hyvin organisoitu tieto myos informaation palauttamista muistiin. [2, s.
115-133|

Ymmartavaan oppimiseen tahtadvien opetustapojen 16ytamisen lisiksi mate-
maattista ymmaérrystd korostava oppiminen luo monia uusia haasteita myos
oppimista arvioivien kokeiden muodostamiselle. Simonin mukaan pyrkimyk-
sestd mitata matemaattista ymmarrystd seuraa kaksi merkittdvia haastet-
ta. Yhtdaltd on vaikea madaritelld arvioinnin kohteena olevaa tietoa ja toi-
saalta arvioida, onko tehtédvistd saatu oikea ratkaisu tulosta kisitteen ym-
mértdmisestd vai luokassa opetellusta ratkaisustrategiasta. Matemaattisen
ymmarryksen tavoittelemiseksi Simon esittelee artikkelissaan matemaattisen
kédsitteen uutena potentiaalisena pedagogisena tavoitteena. Hinen mukaansa
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muutos oppimistavoitteissa voi ratkaista molemmat hinen esittdmistdan on-
gelmista. Oppimistavoitteen muuttumisen seurauksena myos arvioinnin koh-
de tarkentuu tehtdvatyyppispesifin ratkaisun tuottamisen sijaan késitteiden
edustamien suhteiden hallintaan. Yksittdinen matemaattinen késite ei liity
mihinkddn tiettyyn tehtdvityyppiin, jolloin pedagogisen tavoitteen saavut-
tamista ei rajoita oppilaan kyky oppia kyseistd tehtivad. Talléin voidaan
ajatella, ettd kaikki késitteeseen liittyvit tehtdvit ovat sopivia ymmarryk-
sen mittaamiseen. Erityisesti kun matemaattisen suhteen késitteellinen ym-
mérrys on siirtynyt Simonin ja Tzurin esittdmaén ennustavaan vaiheeseen,
nikyy ymmaéartdminen kykyné soveltaa tietoa my6s uusiin, opetustilanteen
ulkopuolisiin tehtéviin. [10]

Edella esitettyjen argumenttien perusteella niyttéisi siltd, ettd matemaatti-
nen kokonaisuus pedagogisena tavoitteena on ihanteellinen ja keskittyminen
erilaisten matemaattisten suhteiden ymmartamiseen on vastaus ymmarta-
vaan oppimiseen. Ne eivit kuitenkaan ota kantaa muihin oppimiseen vaikut-
taviin tekijihin, kuten metakognitioon tai ympériston vaikutukseen. Luvussa
2.2 huomautettiin metakognitiivisten kykyjen tapauksessa, etteivit ne kehity
itsendisesti ilman tietoista pdatosti kehittdd néitéd taitoja. Néin ollen pelkké
matemaattisen ymmaéartamisen kasittely riitd kokonaisvaltaisen matematiikan
oppimisen tarkasteluun. T&std johtuen jatkossa matemaattisen kokonaisuu-
den ymmartamisen katsotaan, Simonin ajatuksia mukaillen, olevan opetuk-
sen pedagoginen tavoite, mutta ei kuitenkaan ainoa huomionarvoinen asia
opetuksessa.
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3 Teknologia opetuskaytossa

Termilla teknologiset apuvdlineet viitataan kaikkiin opetuksessa kiytettaviin
teknisiin ja sdhkoisiin apuvilineisiin, kuten interaktiivisiin valkotauluihin, di-
gitaalisiin materiaaleihin tai virtuaalisiin oppimisympaéristéihin. Teknologi-
nen apuviline voi olla joko pedagogiseen kiyttoon suunniteltu tai johonkin
muuhun tarkoitukseen luotu tydkalu. Viime aikoina teknologisilla apuvili-
neilld on tarkoitettu yhi useammin opetuksessa kiytettyji ohjelmistoja [12].

Nykyéadn Suomessa teknologian kiytto on osa koulujen arkea. Tieto- ja vies-
tintdteknologinen osaaminen mainitaan vuoden 2014 perusopetuksen ope-
tussuunitelman perusteissa yhtend seitsemisti laaja-alaisen osaamisen ta-
voitteesta [6, s. 20-24]. Matematiikan oppiainekohtaisessa opetussuunnitel-
massa todetaan, ettd "tieto- ja viestintateknologiaa, kuten taulukkolasken-
taa ja dynaamista geometriaohjelmistoa, hytdynnetddn opetuksen, oppimi-
sen, tuottamisen, arvioinnin sekd luovuuden vélineend" |6, s. 376]. Lukioissa
matematiikan oppiaine siirtyi sihkdéisten ylioppilaskokeiden piiriin kevaélla
2019, jolloin opetuksessakin kiytetddn vilineind erilaisia havainnollistus- ja
laskinohjelmistoja.

Teknologiaa voidaan lisdtd opetukseen monin eri tavoin riippuen sen kaytto-
tarkoituksesta. Osa teknologisista interventioista on hienovaraisempia oppi-
mista tukevia ja helpottavia lisdyksié, kun taas toiset muokkaavat oppimis-
prosessia merkittdvimmin. Eriasteisten teknologisten interventioiden ana-
lysoimiseksi Puentedura on kehittinyt SAMR-taksonomian (Substitution,
Augmentation, Modification, Redefinition), jonka hierarkinen lajittelu pe-
rustuu siithen, milld tasolla matematiikan opettaminen muuttuu intervention
seurauksena (ks. kuva 1). [13]

SAMR-malli jakautuu kahteen péadkategoriaan, muuntamiseen (engl. trans-
formation) ja paranteluun (engl. enhancement), joista jilkimmé&inen on hier-
arkiassa alempana ja muovaa oppimista maltillisemmin. Parantelun katego-
ria sisaltda alaluokat korvaaminen (engl. substitution) ja tehostaminen (engl.
augmentation). Korvaamisella tarkoitetaan jonkin tyokalun vaihtamista vas-
taavaan teknologiseen tydkaluun ilman suurta funktionaalista muutosta. Té-
han kategoriaan kuuluu esimerkiksi digitaaliset etdoppitunnit ja sdhkoisek-
si muutettu oppimismateriaali. Tehostettu tyokalu sen sijaan tarjoaa joita-
kin uusia mahdollisuuksia vanhaan verrattuna. Téllaisia opetustyokaluja ovat
esimerkiksi erilaiset geometriaohjelmistot, kuten GeoGebra. Geometriaohjel-
mistot mahdollistavat muun muassa funktioiden ominaisuuksien, kuten kul-
makertoimien ja nollakohtien, laskemisen. |13]
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REDEFINITION

Technology allows for the creation of new
tasks, previously inconceivable

|\/| MODIFICATION
Technology allows for significant task redesign

AUGMENTATION

Technology acts as a direct substitute, with functional
improvement

NOILYWHO4SNVY L

SUBSTITUTION

Technology acts as a direct substitute, with no functional change

INIWIONVHNI

Kuva 1: Teknologisten interventioiden SAMR-malli [35].

Toiseen padkategoriaan, muuntamiseen, lukeutuu niin ikddn kaksi alaluok-
kaa, mutta parantelevista teknologisista interventioista poiketen ne muutta-
vat opetustapaa kokonaisvaltaisemmin. Muokkaamisella (engl. modification)
tarkoitetaan huomattavien muutosten tekemista tehtaviin seké aktiviteettei-
hin. Tdhén tarkoitukseen dynaamisesti manipuloitavat geometriaohjelmistot
tarjoavat mahdollisuuksia esimerkiksi kolmiulotteisten objektien ominaisuuk-
sien tutkimiseen ja muovaamiseen. Viimeisend SAMR-hierarkian ylin taso,
uudelleenmddarittely (engl. redefinition), viittaa mahdollisuuteen suunnitella
alemmin saavuttamattomia tehtdvid. [13]. Téllaisia tehtévid voidaan luoda
esimerkiksi virtuaalisiin oppimisympéristoihin, jotka mahdollistavat oppilaan
taitotasolle rastaloidyt tehtévit ja oppimispolut [14].

Puenteduran mukaan teknologian integroinnilla tulisi pyrkid SAMR-hierarkian
ylimpéédn tasoon [13]. Puenteduran lisdksi muutkin ovat tehneet samankal-
taisia havaintoja teknologisista apuvilineistd. Rasilan, Malisen ja Tiitun mu-
kaan pelkkd oppikirjojen ja laskutehtdvien muuttaminen digitaaliseen muo-
toon ei takaa edistyksellistd oppimista, vaan teknologian integrointi toimii
parhaiten, kun sen avulla tehdiin asioita, jotka ilman teknologiaa olisivat
vaikeita tai jopa mahdottomia [5]. Zulnaid ja Zamri kirjoittavat, ettd tek-
nologian lisidmisen opetukseen tulee olla harkittua ja tehdién vain silloin,
kun siitd on hyotyd verrattuna siihen, ettd sitd ei tehtiisi |9]. Puentedu-
ran mukaan tdméa vaatii opettajalta teknologis-pedagogista sisdltitietoa (engl.
TPCK, Technological Pedagogical and Content Knowledge), eli tietoa siité,
mitkd pedagogiset ja teknologiset keinot sopivat parhaiten tietyn aihealueen
késittelyyn [13].
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4 Teknologian vaikutus matemaattisten
kokonaisuuksien oppimiseen

Tutkimusten mukaan teknologian lisédminen opetukseen voi poistaa joitakin
yleisid matematiikan opetukseen ja oppimiseen liitettdvid ongelmia. Vaikka
teknologiset apuvilineet tunnistetaan oppimista edistivind tyokaluina ja nii-
den kiytto on viime vuosina lisdéntynyt, teknologian koko potentiaalia ei
kuitenkaan vield tdysin hyodynnetd. [15]. Kuten luvussa 3 késiteltiin, tek-
nologian onnistunut integraatio matematiikan opetukseen riippuu pitkalti
opettajan teknologis-pedagogisesta sisiltotiedosta. Yhdeksi tarkeimmista te-
kijoistd on osoittautunut késitys siitd, mitd pedagogista tarkoitusta varten
teknologisia apuvilineitd kiytetddn ja mitéd niiden kiytolla pyritddn saavut-
tamaan. Téssd luvussa tarkastellaan kirjallisuuden pohjalta, mitd ovat op-
pimisen, oppimisympéristojen ja matemaattisen taidon erityispiirteet ja mi-
ten teknologia-avusteisesti voidaan tahddta juuri ndiden piirteiden kehitta-
miseen.

4.1 Oppimisen tukeminen ja sosiaalinen ymparisto

Matemaattisen kokonaisuuden oppiminen on monitahoinen prosessi, johon
vaikuttaa niin sisdiset kuin ulkoisetkin tekijit. Néin ollen oppimisympéris-
ton merkitysta ei voida jattda huomiotta, kun tarkastellaan oppimiseen vai-
kuttavia tekijoitda. Kirjallisuudessa oppimisympéroihin liittyen esiin nousee
erityisesti erilaiset tukemisen muodot. Luvussa 2.1 keskusteltiin 1dhikehityk-
sen vyOhykkeestéd, joka voidaan saavuttaa oppimisen ohjatulla tukemisella.
Lahikehityksen vyohykkeelld oppiminen tapahtuu kaikkein tehokkaimmin,
kun tehtdvien vaikeustaso on oppilaan taitotasoon niahden sopivan haastava.
Haastavuuden tunne voi rohkaista oppilasta syvéllisempéén tiedon proses-
sointiin, mikéd nikyy parantuneina oppimistuloksina [4, s. 72-73|. Liséksi op-
pilas haastaa itsedén yhé vaativammalle tasolle [16]. Tehtévien vaikeustasoa
sdatdmalla voidaan 10ytdd kullekin oppilaalle ominainen tasoalue. Arroyo,
Woolf, Burelson, Muldner, Rai ja Tai kirjoittavat artikkelissaan adaptiivisis-
ta tuutorointijarjestelmisté, jotka pyrkivat pitdimaéain oppilaan ldhikehityksen
vyohykkeella. Téllaiset oppilaan toimintaan mukautuvat jérjestelmét padt-
televit muiden muassa oppilaan aiemmasta suoriutumisesta ja vaikeuksia
tuottaneista aihealueista sopivan tehtdvitason ja antavat oppilaalle tehta-
vid sen mukaisesti. Ohjelmalta on myos mahdollista pyytad vihjeité, jolloin
jarjestelmd toimii kehittyneempéné oppimisen ohjaajana. [14]

Matemaattisen kisitteen ymmartamiseksi aihe tulee kiyda lapi monta kertaa,
minkd seurauksena siihen liittyvit kognitiiviset perusprosessit, kuten muis-
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taminen ja mieleen palauttaminen, tulevat automaattisiksi. Tall6in osa op-
pilaan kognitiivisesta kuormituksesta vapautuu uuden asian havainnointiin
ja oppimiseen. [5]. Kognitiivista kuormitusta voidaan poistaa myos opetuk-
sen aikana tehostamalla oppimisen ohjattua tukemista. Taéméa voidaan tehd&
kognitiivisten tukien avulla, jotka viittaavat varsinkin teknologian mahdollis-
tamiin tukirakenteisiin. Niiden tarkoituksena on avustaa oppilasta suoriutu-
maan kognitiivisesta tehtavisté esimerkiksi poistamalla osan alemman tason
kognitiivisesta kuormituksesta. Esimerkkiné téllaisesta tilanteesta on virtu-
aaliset oppimisympéristot ja simulaatiot, jotka vihentdvit muistin kuormi-
tusta ja ndin mahdollistavat korkeamman tason ajattelun. Poistamalla osan
matalamman tason kuormituksesta oppilaan on mahdollista padstd kasiksi
korkeamman tason toimimiseen kuin ilman kognitiivisia tukia. Kognitiivisiin
tukiin kuuluu olennaisena osana, etti niiden maéra perustuu oppilaan taito-
tasoon. Teknologisissa oppimisympéristoisséd tietokone arvioi jatkuvasti op-
pilaan suoritusta ja sen perusteella méaarittda kognitiivisten tukien tarpeen.
[4, s. 49-50]

Oppimisen ohjattua tukemista voidaan hyddyntdd myos metakognition ke-
hittdmisessi, silld muun oppimisen tavoin senkin kehitys tehostuu ldhikehi-
tyksen vyohykkeelld |4, s. 48-50]. Kuten luvussa 2.1 todettiin, metakognitio ei
kehity itsekseen ilman siihen tdhtaavia tehtavia. Kirjallisuudessa tutkimusta
onkin tehty varsinkin erilaisten interaktiivisten ja adaptiivisten tuutorointi-
jirjestelmien kontekstissa, silld niiden ominaisuuksia kiyttden pystytdin luo-
maan metakognitiota kehittavid tehtavityyppejd. Arrayo ym. mukaan meta-
kognition kehittdmiseen voidaan ottaa kaksi eri ndkokulmaa: metakognition
opettaminen ja tukeminen. Heiddn mukaansa metakognition tukemisella py-
ritddn tehostamaan oppimista ja sen tuloksia, jolloin metakognitiiviset taidot
itsessdan eivit kehity. Metakognition opettaminen sen sijaan tahtid metakog-
nitiivisten kykyjen kehittymiseen ja mahdollisuuteen kiyttad taitoja myos
ilman oppimisen tukia. Metakognition oppimiseen tihtdiva opetus hyddyt-
taa erityisesti huonosti suoriutuvia oppilaita, silld heikkojen oppimistulosten
taustalla saattaa olla metakognitiivisten tietojen ja taitojen puute. [14]

Kirjallisuudessa teknologisten apuvélineiden metakognitiota kehittivid omi-
naisuuksia on tutkittu paljon. Arroyo ym. kokoavat yhteen niista téarkeimpié
nikokulmia adaptiivista tutorointijarjestelméad, Wayang Outpostia, késitte-
leviissi artikkelissaan [14]. Heidén tekstinsa keskittyy erittelem&én kyseisen
ohjelmiston ominaisuuksia, mutta vastaavanlaisia toimintoja 16ytyy muista-
kin matemaattisista ohjelmistoista, kuten STACK-oppimisymparistosté [5].
Arroyo ym. esittavit artikkelissaan itsesddtelyn taitojen olevan keskeisessé
osassa, kun metakognitiota pyritddn kehittdmé&dn. Heiddn mukaansa itse-
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sadtelyn taitoja on mahdollista oppia adaptiivisten tuutorointijiarjestelmien
edistymisen seuraamiseen tarkoitettuja ominaisuuksien kautta. Oppimisessa
edistymisti voidaan seurata edistysmisnikymissé, joista oppilas nikee aihea-
lueittain oman kehittymisensé ja suoriutumisensa tason. Tamén perusteella
hén valitsee opiskeltavia kokonaisuuksia ja tehtdvien vaikeustason. Ohjel-
miston ominaisuudet mahdollistavat myGs tavoitteiden asettamisen ja niiden
saavuttamisen seuraamisen. Edistymistd on mahdollista seurata myos teh-
tdvien tekemisen aikana. T&ll6in jarjestelmé analysoi oppilaan sitoutumista
tehtidvien tekemiseen niihin kiytetyn ajan, vihjeiden kiyton ja suorituksen
perusteella, minkd mukaan oppilas saa tasaisin viliajoin joko edistymista
esittavid kaavioita tai oppimistapoihin liittyvid vinkkeja. Adaptiivisten tuu-
torointijirjestelmien metakognitiota kehittdva vaikutus perustuu siihen, et-
td kun oppilaat valitsevat tehtdvid oman osaamisensa perusteella, saavat he
enemmén vastuuta omasta oppimisestaan ja pystyvit kontrolloimaan sité.
14

Aikaisemmat proseduraalista kykya korostavat oppimistavoitteet ja opetus-
menetelmit katsovat oppimisprosessia yksilokonstruktivismin kannalta. Ny-
kypaivind kuitenkin keskusteleva ja aktiivinen opetustapa tekee oppimisen
sosiaalisesta luonteesta yha merkityksellisemmaén osan prosessia. Oppimisym-
paristoa koskevien tutkimusten tulokset viittaavat yha useammin sosiokon-
struktivistisia oppimiskésityksid mukailevaan suuntaan ja yhteiséllinen oppi-
manen huomioidaan yhtend merkittdvimmisti oppimiseen vaikuttavista teki-
joistda. Oppimisen kulttuurista ja sosiaalista puolta pidetdén jopa edellytyk-
send korkeamman tason ajatusprosesseille [17].

Vaikka teknologian tuominen sosiaalisen vuorovaikutuksen vilineeksi voikin
tuntua enemmain etdannyttivin oppilaan yhteisollisestd toiminnasta kuin tii-
vistivin sitd, on sen positiivisista vaikutuksista tehty monia tutkimuksia. Eri-
laiset sosiaalisen median alustat ja verkkopohjaiset oppimisympéristot tar-
joavat mahdollisuuksia helppoon sisidllénjakamiseen ja keskusteluun. Muun
muassa Daraei on tehnyt tutkimusta Facebookin virtuaalisen oppimisympé-
riston kaytostd. Tutkimuksen mukaan Facebookin kiyttoé tiedon jakamiseen
ja siitd keskustelemiseen paransi niin oppilaiden tyytyvéisyytti opintoihinsa
kuin my6s heidén oppimistuloksiaan. [18]. Yhteisollisen oppimisen tarkoituk-
sena ei kuitenkaan ole ainoastaan jakaa tietoa, vaan myo6s luoda sitd yhteis-
tyossd muiden kanssa. Erityisesti tdhan luomisprosessiin teknologia tarjoaa
oppimista tehostavia apuvéilineita.

Yhteisollisen oppimisen kannalta virtuaalisissa oppimisympéristoissa erityi-
sen tarkedksi muodostuu kiydyn keskustelun rakenne. Sahkoisissd ympéris-
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toissd keskustelua kidydaan viestein, jolloin viestin kirjoittajan tulee kiinnit-
tdd huomiota sekd viestinsé sisaltoon ettd selkeyteen [4, s. 134-139]. Taméa
ominaispiirre voidaan nahdi joko etuna tai haittana, silli viestien tarkka
harkitseminen vaatii kirjoittajaltaan kykyé perustella mielipiteitddn ja aja-
tuksiaan, mutta toisaalta samalla saattaa estdd spontaanin keskustelun muo-
dostumista. Iiskala, Vauras ja Lehtinen kirjoittavat vertaisoppimista késitte-
levisséi artikkelissaan, ettd yhteistyossi tuotettu matemaattinen ongelman-
ratkaisu on usein tehokkaampaa kuin yksilotyoskentely. He ehdottavat tamén
johtuvan siité, ettd vuorovaikutteisessa ongelmanratkaisussa oppilailla on pa-
rempi tyoskentelyn kontrolli ja siten metakognitiivisia taitoja hyodynnetdan
prosessissa. Frilaisia nakokulmia ja mahdollisia virhekasityksid on mahdollis-
ta kumota keskustelun avulla, kun omia ajatuksia tulee selittdd ja perustel-
la. [17]. Kirjallisuudessa puhutaankin téllaisen sosio-kognitiivisen konfliktin
suuresta merkityksestd oppimisprosessissa [4, s. 126-127].

Sen lisdksi, ettd sosiaalinen vuorovaikutus huomioidaan oppimisprosessin yh-
tend merkittdvina tekijind, myos aiemmin yksilolliseen oppimiseen liitetyt
kéisitteet ovat saaneet uusia sosiaalisia piirteitd. Metakognitioon on aiemmin
suhtauduttu vain yksiloén ominaisuutena, joskin ryhmétilanteessa nousee esiin
sellaisia metakognitiivisia aspekteja, joita ei voida madritelld vain yksilon
oman oppimisprosessin kautta. liskala ym. méérittelevit ilmion sosiaalises-
ti jaetukst metakognitioksi. Heiddn mukaansa sosiaalisissa oppimistilanteissa
muun muassa yhteisen muistin séitely, kognitiivisten prosessien sosiaalisen
puolen tarkkailu ja kyky ymmaértad muiden ajattelua ja tulkintaa tilantees-
ta ovat esimerkkejd siitd, miten sosiaalisesti jaettu metakognitio ndkyy ja
kehittyy ryhmaétilanteessa. He esittavit, ettd hyvat itsesddtelyn taidot ovat
taustalla my0s sosiaalisen sddtelyn kehittymisessi. [17]

Koska kaikilla oppilailla ei kuitenkaan ole yhté laajoja itsesdételyn ja -ohjau-
tuvuuden taitoja, sosiaalisissa ongelmanratkaisutilanteissa esiintyvit meta-
kognitiivinen vuorovaikutus on harvoin spontaania. Tall6in oppilaat saatta-
vat tarvita ohjausta esimerkiksi siind, miten tulisi keskustella ja tehda yhteis-
tyota. Chenin ja Chiun mukaan vastauksena ohjauksen tarpeeseen voidaan
kiyttdd vuorovaikutusprosessien vaiheistamista (engl. collaboration scripts),
joka toimii ikdén kuin yhteisollisen oppimisen késikirjoituksena. Vaiheistami-
sessa nimensd mukaisesti ryhmatyoskentely jaetaan vaiheisiin, joissa oppilaat
suorittavat tehtavia liittyen esimerkiksi ongelman tiivistimiseen ja mahdol-
listen virhekésitysten havaitsemiseen. Chen ja Chiu kirjoittavat, ettd tallai-
nen vaiheistaminen sopii erityisesti virtuaalisiin oppimisympéristoihin, joissa
tehtévid ja erilaisia rooleja on helppo jakaa oppilaiden kesken ja valvoa niin,
ettd varmistetaan kaikkien osallistuminen. |19]
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Vaikka adaptiivisten tuutorointijirjestelmien ja muiden virtuaalisten oppi-
misymparistojen kiyttdminen opetuksessa tarjoaa monipuolisia mahdollisuuk-
sia metakognitiivisten taitojen kehittdmiseen, liittyy sen kiyttoon myos joi-
takin ongelmia. Jotkin oppimisympéristét saattavat antaa oppilaille niin run-
saasti valinnanvapautta ja tukivaihtoehtoja, ettd heikosti itseohjautuvat op-
pilaat voivat kohdata ongelmia jo ennen itse oppimisen alkamista. Myos tuu-
torointijirjestelmien tuen tarpeen madritys saattaa pahimmassa tapauksessa
jopa rajoittaa oppimista, kun jérjestelmédn antamat pinnalliset vihjeet joh-
tavat vain laskun mekaaniseen laskemiseen. [4, s. 53-54]. Arrayo ym. méié-
ritteleviit tehtivien tekotapaan liittyvin pelaamiskdyttiytymisen (engl. ga-
ming) kisitteen, milld he tarkoittavat oppimisympériston ominaisuuksien,
kuten vihjeiden, vadrinkdayttoa ja vastausten arvailua, jolloin tavoitteena on
oikeiden vastausten tuottaminen matemaattisen kisitteen oppimisen sijaan.
Arrayo ym. kirjoittavat téllaisen sitoutumattomuuden taustalla olevan usein
heikot itsesditelyn taidot ja ehdottavatkin, ettd niissa tilanteissa tulisi hyo-
dyntdd virtuaalisten oppimisympéristojen motivaatiota ja sitoutumista edis-
tavid ominaisuuksia itsesddtelyn taitojen kehittémiseksi. [14]

Keskustelua on kiyty myos virtuaalisten opetusympéristojen ja dynaamis-
ten geometriaohjelmistojen konkrettisuuden puuttumiseen. Kirjallisuudessa
ehdotetaan, ettd varsinkin nuoret lapset konstruoivat tietoa sosiaalisen vuo-
rovaikutuksen ja fyysisen materiaalin kautta, eivitkd tietokoneiden symbo-
liset esitystavat vastaa tatd oppimistyylid. Oppimisympéristéjen konkreetti-
suuteen liittyy myos kysymys siité, pystyyko lapsi siirtdméin teknologisissa
oppimisympéristoissi saamansa tietotaidon paperille vai ovatko hinen ky-
kynsd rajoittuneet teknologisessa ympéristossd toimimiseen. Symbolisen ja
konkreettisen ympériston suhdetta ovat tutkineet Steen, Brooks ja Lyon vir-
tuaalisten manipulatiivien tapauksessa. Heiddn mukaansa lapsen konkreetti-
suuden kisityksessd on enemmaéin kyse siitd, mikd on lapselle mielekésti ja
manipuloitavissa olevaa. He huomasivat, ettd virtuaalisten manipulatiivien
avulla oppinut ryhmé pystyi ndyttdmadn oppimansa perinteisessd testissa
kyn#i ja paperia kiiyttiden. [16]. Taménlainen tiedon soveltamisen taito on
mahdollista Tzurin ja Simonin mukaan vasta késitteen oppimisen ennustavas-
sa vaiheessa (ks. luku 2.4). Tamén perusteella voidaankin todeta, ettei kyky
siirtad tietoja virtuaalisista ympéristoistd konkreettisiin tapahdu oppimisen
lomassa, vaan se vaatii tietoista keskittymisté opittavan kisitteen hallintaan.

4.2 Matemaattisen taidon kehittyminen

Seuraavaksi tarkastellaan teknologisten apuvélineiden vaikutusta matemaat-
tisen taidon eri osa-alueiden kehittymiseen. Matemaattisen taidon erittelyn

18



pohjana kdytetdan luvussa 2.3 esitettyd Kilpatrickin ym. matemaattisen tai-
dokkuuden viisisdikeistd jaottelua. Vaikka kaikki osa-alueet ovat yhteydessé
toisiinsa ja usein yhden alueen kehittdminen vaikuttaa myos muiden kehit-
tymiseen, voidaan matemaattisen taidon kustakin osiosta 16ytaa sille tyypil-
lisid erityispiirteitd, joiden kehittymistda on mahdollista tehostaa teknologian
ominaisuuksia apuna kiyttéien.

Konseptuaalinen taito ja kisitteellinen muutos

Koska konseptuaalinen eli kisitteellinen tieto on erilaisten kisiterakenteiden
ja -hierarkioiden havaitsemista ja hyviksikdyttoa, voidaan sitd pyrkid myos
kehittdméadn erilaisten kisitteiden vélisten relaatioiden avulla. Yli- ja ala-
kisitteiden ymmaértdminen yhtendisend kokonaisuutena irrallisten objektien
sijaan tehostaa konseptuaalisen tiedon muodostusta ja erityisesti silloin, kun
oppilas itse etsii kasitteiden vilisia relaatioita, pohtii niiden hierarkiaa ja
konstruoi relevantteja rinnakkaiskéisitteitd. |3, s. 115-116|

Suurempien kokonaisuuksien jakamista késitteisiin ja ndiden kisitteiden va-
listen hierarkioiden esittdmiseen on kiytetty kéisitekarttoja jo yli 40 vuoden
ajan. Késitekartan hyodyllisyys perustuu visualisoitujen relaatioiden konsep-
tuaalista ymmaérrysté ja tiedon linkittymistd tukevaan vaikutukseen. Asian-
mukaisten alaluokkien, relaatioiden ja rinnastusten maird viittaa suoraan
laajempaan ymmarrykseen aiheesta. Tdméan perusteella voidaan sanoa, etta
oppilaat, jotka luovat monimutkaisempia kisitekarttoja, ymmartivat yksit-
tédisen kasitteenkin paremmin. Erityisesti matematiikan opiskelussa kisitteet
ja niiden hierarkia ovat suuressa osassa, silli niiden perusteella voidaan yleis-
tad sadntoji koskemaan muitakin kuin opittua matemaattista kisitetté. [20]

Viimeaikoina teknologinen kehitys on mahdollistanut késitekarttojen siirty-
misen virtuaalisiin ympéristoihin, joissa relaatioiden méadrda ja muokatta-
vuutta ei rajoita fyysinen ymparisto. Téllaisen tietokoneavusteisen késitekar-
tan (CSCM Computer-Supported Concept Maps) vaikutuksia korkeamman
tason oppimiseen ovat tutkineet muun muassa R. Royer ja J. Royer. Heidén
tutkimuksessaan virtuaalisen késitekartan rakentaminen paransi oppimistu-
loksia selkedsti tehokkaammin kuin kéisin piirretty késitekartta. Tutkimus
naytti, ettd tietokoneella piirretyt kartat olivat monimutkaisempia ja oppi-
laat kokivat tietokoneen kanssa tyoskentelyn mielekkdimméksi. Raportissa
ehdotettiin tdméan johtuvan siitd, ettd tietokoneen tyokalut mahdollistivat
selkeimman kommunikoinnin ja késitekartan muokkaamisen vaivattomam-
min, minki seuraksena késitteiden vilisten relaatioiden 16ytdminen helpot-
tui. |20]
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Ymmarrys késitteiden vilisista suhteista ei kehity ainoastaan visualisoimal-
la itse relaatioita, vaan sitd voidaan kehittdd myos tehtdvinteon lomassa.
Zulnaidi ja Zamri tutkivat GeoGebra-ohjelmiston vaikutusta konseptuaali-
seen tietoon ja huomasivat, ettd virtuaalisten manipulatiivien kiytto opetuk-
sessa lisasi kisitteellistd ymméarrystd matematiikasta. Heidan tutkimuksena
mukaan erityisesti huonommin menestyvit hyotyiviat teknologian kaytosta
konseptuaalisen tiedon kehittdmisessd. Téaméan katsottiin johtuvan siité, etta
abstraktien kisitteiden muuttaminen konkreettisempaan muotoon ja niiden
liittAminen oikeisiin luonnonilmi6ihin helpotti myos relaatioiden tekemista
muiden matemaattisten késitteiden vélille. |9]

Se lisdksi, ettd abstraktin kisitteen muuttaminen visuaaliseen ja manipuloi-
tavaan muotoon helpottaa uuden matemaattiseen kiisitteen oppimista, on
tarked huomata, ettd matematiikassa késite voidaan esittda usealla erilaisel-
la tavalla. Opetuksessa saman késitteen erilaiset esitystavat antavat mahdol-
lisuuden uuden tiedon konstruointiin kaiken tasoisille ja oppimistyyliltdin
erilaisille oppijoille. Témaén lisdksi useiden representaatioiden omaksuminen
on vilttdmétonta konseptuaalisen ymmarryksen kannalta, silld késitteellisen
tiedon kiyttdminen vaatii oppilaalta osaamisensa esittdmisté mielekkailld ta-
voilla. Téllaisen tiedon tulee esittad oppilaan omaa kisitteellistd ymmarrysta
opeteltujen representiaatioiden sijaan. Erilaisten esitystapojen linkittdminen
toisiinsa voidaan nahda yhta tarkedna kuin muidenkin tietorakenteiden suh-
teiden konstruoiminen, silla esitysten vilisten relaatioiden puuttuminen voi
jopa estdd oppimista. Algaic kirjoittaa artikkelissaan, ettd joustavuutta esi-
tystapojen vililla voidaan pyrkid opettamaan erilaisten ohjelmistojen avul-
la. Hinen mukaansa esimerkiksi taulukkolaskentaohjelmien yksinkertaiset in-
formaation muokkaamiseen ja esitystapojen valilld siirtymiseen tarkoitetut
ominaisuudet tarjoavat tehokkaan apuvélineen, kun oppilas pyrkii konstruoi-
maan omia representaatioitaan. Algaic kuitenkin huomauttaa, ettd monipuo-
listen késiterakenteiden luomisessa on tiarked kiinnittdd huomioa siithen, etta
rakenteiden konstruktio on todenmukaista. Hinen mukaansa vadranlainen
teknologian kdytto erityisesti useiden representiaatioiden oppimisen yhtey-
dessi saattaa myos luoda vadrinkdsityksid kisitteistd. [21]

Matematiikassa konseptuaalisen tiedon kehittymiseen liittyy oleellisesti kéisit-
teiden tarkentuminen matalammilta abstraktion tasoilta korkeamille [5]. Jos
tallainen késitteellinen muutos ei pddse tapahtumaan, saattavat virheelliset
tietorakenteet haitata uusien késitteiden muodostumista. Muutos kisitteel-
lisessd ymmaérryksessd voidaan saada aikaan kognitiivisen konfliktin avulla,
jossa oppilas ei pysty kidyttdméadn olemassa olevaa matemaattista késitetta
uuden asian oppimiseen. Talloin tulee tarve maaritella uusia tai tarkentaa

20



olemassa olevia késitteitd tietorakenteiden aukkojen tayttamiseksi. Kognitii-
visten konfliktien luomista késitteellisen muutoksen aikaansaamiseksi on tut-
kinut muun muassa Liu simulaatiopohjaisten oppimisympéristéjen tapauk-
sessa. Tutkimuksessaan hin jakaa kognitiiviseen konfliktiin perustuvan la-
hestymistavan neljdidn vaiheeseen: ulkoistamiseen, reflektioon, konstruktioon
ja soveltamiseen. Hanen opetuskokeilussaan simulaatiopohjaista oppimisym-
paristod kiytettiin erityisesti reflektion ja konstruktion vaiheisiin, joissa en-
sin oppilas vertaili omia ja ohjelman tarjoamia kisityksid manipuloitavas-
sa ymparistossd, minké jdlkeen tarkkojen vaiheiden ohjaamana oppilas kon-
struoi opeteltavan késitteen. Liun mukaan teknologian hyodyt kognitiivisten
konfliktien luomiseen perustuvat ennen kaikkea sen tutkimuksellisiin mah-
dollisuuksiin. [22]

Proseduraalinen taito

Kirjallisuudessa teknologisten apuvilineiden vaikutusta proseduraaliseen tai-
toon on tutkittu paljon erityisesti konseptuaalisen tiedon kehityksen yhtey-
dessd. Monet tutkimukset raportoivat oppilaiden proseduraalisten taitojen
parantuneen, kun konseptuaalista ymmérrysta on pyritty syventaméén [26].
Tama voi esimerkiksi johtua siité, ettd kisitteiden ja relaatioiden oppiminen
helpottaa ymmaértidméan myos sen, miksi jokin algoritmi toimii ja missé tilan-
teissa sitd on mahdollista kiyttad. Kuitenkin kirjallisuudessa esiintyy useita
tutkimustuloksia, joiden mukaan teknologisten apuvilineiden kdytto ei mer-
kittavasti paranna proseduraalista osaamista verrattuna perinteiseen opetuk-
seen. Demir viittad tdmén johtuvan siitd, proseduureja on yritetty opettaa
perinteisen kirjaopetuksen tehtévid kdyttamaélla, eiké talloin opetuksessa ole
hyédynnetty teknologian tuomia helpotuksia ja parannuksia. Tutkimukses-
saan hin kirjoittaa virtuaalisista manipulatiiveista, jotka oikein kdytettyna
mahdollistavat myos proseduraalisten taitojen kehittamisen. Hin huomaut-
taa, ettd myos tehtdvanannolla on suuri merkitys sithen, minkd matemaat-
tisen taidon osa-aluetta tehtdvin tekeminen kehittdd. Demir kirjoittaa, etté
algoritminen taito kehittyy parhaiten selkeésti jisennellyissé tehtdvinannois-
sa. [23|. Samaan johtopa#tokseen tulevat Suh ja Moyer fyysisid ja virtuaalisia
manipulatiiveja vertailevassa tutkimuksessaan yhtalonratkaisun kontekstissa.
Heidén tutkimuksensa mukaan virtuaalisia manipulatiiveja kdyttaneet oppi-
laat pystyivit yhdistaméédn visuaalisia ja symbolisia representaatioita, miké
ndkyi suoraan heidén kyvysséin ratkaista lineaarisia yhtaloita [24].

Vaikka konstruktiivisissa teorioissa toistolla on tarkea rooli algoritmisen suju-
vuuden kehittymisessé, ei se ole silti ainoa mahdollinen keino oppia prosedu-
raalisia taitoja. Tutkimukset osoittavat, ettd parhaat oppimistulokset eivit
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tule ainoastaa pitkdjdnteisen toiston kautta, vaan tiedon muodostus vaatii
oikeanlaisen konstruktioprosessin. Kuten muidenkin matemaattisen taidon
osa-alueiden kohdalla, my6s proseduraalisen taidon kehittymisen kannalta
oppilaan itsenéinen tiedon konstruktio tehostaa oppimista. T&ll6in prosedu-
raalisen taidon algoritmisen puolen kehittyminen vaatii algoritmin konstruoi-
mista paloittain ja usein tarkkaakin vaiheittaista perustelua. |3, s. 117-119]

Suh ja Moyer-Packenham kirjoittavat artikkelissaan algoritmisen ajattelun
kehittdmisesta erinimisten murtolukujen yhteen- ja vihennyslaskujen tapauk-
sessa. Heiddn mukaansa algortimin oppimisen sijaan sen konstruoinnin tulisi
olla 1aht6isin oppilaan omasta halusta selventda matemaattista prosessia, jol-
loin algoritmin vaiheet rakentuvat hdnen oman péattelynsi avulla. Ymmaér-
tdmistd ja joustavuutta korostava proseduraalisen sujuvuuden kehittyminen
on mahdollista hyvin suunnitelluissa ja tuetuissa oppimisympéristoissa. Al-
goritmiseen ajatteluun voidaan kannustaa sekd fyysisilld ettd virtuaalisilla
manipulatiiveilla, mutta Suh ja Moyer-Packenham ehdottavat, ettd virtu-
aaliset versiot ovat tehokkaampia varsinkin, kun pyritadn tutkimukselliseen
oppimiseen. He huomasivat, etti erityisesti haastavampien erinimisten mur-
tolukujen laskutoimituksia hankaloitti fyysisten murtokakkujen osien rajal-
lisuus, mika rajoitti oppilaita myos tutkimasta kaikkia haluaminsa tilantei-
ta. Lisaksi sahkoisissd ymparistoissa esimerkiksi murtolukujen laventamisen
merkitys ja vaikutus oli helposti havaittavissa seké visuaalisissa ettd symbo-
lisissa esityksissd. Vaikka virtuaalissa ymparistoissa algortimien opettelua on
mahdollista tehostaa tarkalla vaiheittaisella konsturoinnilla, huomasivat Suh
ja Moyer-Packenham, etté joissain tapauksissa virtuaalisten manipulatiivien
kiaytto teki kyseiset ominaisuudet turhiksi. He raportoivat, ettd virtuaalisia
manipulatiiveja kdyttdneet oppilaat saattoivat tutkimusvaiheessa keksiéd al-
gortimin spontaanisti. [25]

Proseduraalisen taitoon kuuluu olennaisena osana sujuvuus matemaattisis-
sa proseduureissa. Tama on mahdollista saavutta, kun osa matemaattisien
proseduurien suorittamisesta automatisoituu, eikd vaadi oppilaalta endé jat-
kuvaa tietoista keskittymistd. Monet oppilaiden matemaattiseen taitoon liit-
tyvit ongelmat ovatkin perdisin hitaasta tai virheellisestd tiedonpalautuk-
sesta pitkdaikaismuistista tyomuistiin. Arroyo ym. vaittivat, ettd sujuvuus
aritmeettisissa peruslaskutoimituksissa eli yhteen-, vihennys, kerto- ja jako-
laskuissa vaikuttaa matemaattisen taidon kehittymiseen ja sen on tutkittu
parantavan erityisesti heikosti suoriutuvien oppilaiden suoriutumista. He kir-
joittavat artikkelissaan MathSuccess- nimisestd ohjelmistosta, jolla pyritdén
tyomuistin kuormituksen vihentdmiseen matemaattisen tiedon palauttamis-
ta kehittavilla tehtavilla. Ohjelmiston harjoitukset tdhtddvat mahdollisim-
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man virheettoméan tiedonpalautuksen lisdksi my0s nopeuteen, jonka kehitty-
misen Arrayo ym. kirjoittavat olevan tarkedd myos esimerkiksi ongelmanrat-
kaisun sujuvuuden kannalta. MathSuccess-ohjelmiston tehtévit perustuvat
visuaalisten ja auditiivisten ohjeiden ja arvioinnin yhdistelméin. Erityisesti
nopeuden kehittdminen korostuu, kun oppilas kilpailee nopeudessa ohjelmis-
toa vastaan. Oppilas vastaa annettuun tehtdvddn ddneen mahdollisimman
nopeasti, mink4 jalkeen ohjelmisto sanoo déneen oikean vastauksen. [14]

Erilaisten virtuaalisten oppimisympaéristéjen lisdksi proseduraalisen taidon
kehittymistd on mahdollista parantaa myos tavanomaisempienkin teknologis-
ten apuvilineiden avulla. Nykypéivana erilaiset graafiset ja symboliset laski-
met tarjoavat tehokkaita apuvilineitd rutiininomaisten proseduurien ja algo-
ritmien suorittamiseen. Matematiikan aihealueista erityisesti algebran ope-
tus on hyGtynyt nykyajan laskimista, koska niiden CAS-ominaisuudet (engl.
Computer Algebra System) mahdollistavat pitkienkin laskutoimituksien suo-
rittamisen napin painalluksella. Tésta johtuen monien tehtévien painotus on-
kin voitu siirtdd kokonaan pois laskuvaiheiden ulkoa opettelusta ja keskittyé
sen sijaan niiden taustalla olevien matemaattisten ilmididen opiskeluun. [26]

Kuten luvun alussakin todettin, on algoritminen sujuvuus silti tirked osa ma-
temaattista taitoa. Yleisend huolen aiheena onkin, ettd laskimen kiytto mo-
nimutkaisten mekaanisten laskuvaiheiden suorittamiseen voi estdd prosedu-
raalisen taidon kehittymistéd, kun algortimeja ei suoriteta enéi itse. Keskuste-
lua on herdttinyt myds se, onko symbolisen laskimen erilaisten toimintojen
kiytté matemaattista taitoa. Herman ja Milou esittavit, ettd symboliseen
laskentaan kykenevien laskinten kiytto saattaa jopa parantaa proseduraali-
sia taitoja. He raportoivat tutkimuksessaan, ettd laskinten CAS-toimintoja
kiyttdneet oppilaat ndyttivit kiinnostusta sithen, miten laskin paétyi johon-
kin tulokseen. Lisdksi oppilaat usein kyseenalaistivat laskimen antaman tu-
loksen ja padtyivit vertailemaan kiisin laskettua vastausta laskimen tuotta-
maan arvoon. [26]. Hermanin ja Miloun saamat tulokset ovatkin linjassa myds
Suhin ja Moyer-Packenhamin tekemien havaintojen kanssa siitd, miten oppi-
laan oman kiinnostuksen herdaminen ja tutkimuksellinen ote voi hyodyttaa
my6s proseduurien ja algoritmien oppimisessa.

Luovuus ja ongelmanratkaisukyky

Menestyminen opinnoissa ja lopulta tyoeliméssa vaatii nykypéivind henki-
161td enemmaén kuin koskaan ennen. Opintojen aikana hankittu tietdmys ei
endd kanna lapi koko elamén, vaan aikaisempaa tietoa tulee osata kiyttiai
eteentulevien tilanteiden vaatimalla tavalla. Tiedon soveltamisen taito, on-
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gelmanratkaisukyky ja luovuus esiintyvatkin yhd useammin yhtend tarkeim-
mistd matemaattisen taidon osa-alueista. [1]

Ongelmanratkaisukyvyn keskitssd on henkilon itse luomat tiedon struktuu-
rit, joihin késiksi pddseminen vaikuttaa merkittavisti ongelmanratkaisun on-
nistumiseen. Sen vuoksi my6s muistilla ja metakognitiivisilla kyvyilld on on-
gelmanratkaisun kannalta keskeinen merkitys. Ongelmatilanteet ovat kulle-
kin oppilaalle yksilollisia ja riippuvaisia ympéristostd. Tehtévé, joka on on-
gelmallinen yhdelle, saattaa olla rutiinitehtiva toiselle. Talloin mydskadn on-
gelmanratkaisukyvyn kehittdmiseen ei ole olemassa vain yhté kaikille sopi-
vaa tapaa eikd matematiikan opetuksessa voida erottaa yksittiisia tekoja,
jotka kehittaisivit ongelmanratkaisukykyéd kokonaisuutena. |3, s. 16-17 ja s.
124-126]. Osittain tdmén vuoksi ongelmanratkaisukyky on yksi hankalim-
min kehitettivissd olevista taidoista ja sekd oppilaat ettd opettajat kohtaa-
vat siihen liittyvid vaikeuksia. Panaouran mukaan ongelmanratkaisussa epa-
onnistuminen ei johdu matemaattisen osaamisen puutteesta, vaan oppilaan
kyvyttomyydesta kiyttdd tietoa hyvikseen. Omien vahvuuksien ja rajoituk-
sien ymmartidminen ja niiden mukaan toimiminen vaatii itsesiételyn kyvyn
kehittdmista. [27]. Itsesiéitelyn ja metakognition vaikutus ongelmanratkaisu-
prosessissa esiintyykin useissa ongelmanratkaisun kehittymiseen tahtaavissa
tutkimuksissa [27], [28].

Vaikka ei ole olemassa kaikille ongelmatyypeille piateviaa ratkaisuproseduu-
ria, voidaan ongelmanratkaisuprosessi jakaa joihinkin yleistettdviin vaihei-
siin. Ongelmanratkaisun ensimmaéisessd vaiheessa oppilas valitsee, mikd an-
netusta tiedosta on ongelmanratkaisutehtaville vilttamatontd ja mikd tar-
peetonta informaatiota. Téméan perusteella ongelmasta muodostetaan tilan-
nemalli. Seuraavassa vaiheessa tilannemalli muutetaan matemaattiseen muo-
toon, eli keskeiset suureet ja relaatiot ilmaistaan yhtéldiden avulla. Téhén
matemaattisen mallintamisen vaiheeseen oppilas kiyttii olemassa olevaa osaa-
mistaan esimerkiksi matemaattisista késitteistd ja niihen liittyvistd algorit-
meista. Lopuksi saadut tulokset muutetaan vastaamaan annettuun ongel-
maan. [27]. Ongelmanratkaisun onnistumisen kannalta kriittisimmén vaiheen
voidaan ajatella olevan ylla kuvattu tilannemallin luomisen vaihe, silld sillon
oppilas analysoi annettua informaatiota ja pyrkii l6ytdméin omasta tietora-
kenteestaan yhtymaékohtia ratkaisustartegian kehittdmiseksi.

Ongelman hahmottamisessa ja tilannemallin luomisessa visuaalisen repre-
sentaation muodostaminen voi helpottaa oleellisen informaation l16ytdmista
tehtdvinannosta. Visualisaatiot ovat tehokas resurssi matematiikan oppimi-
sessa ja mahdollistavat uudenlaisia tapoja ajatella ja selvittda ongelmaa.
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Visualisaatioiden muodostamiseen ja muovaamiseen voidaan kayttda apuva-
lineiné esimerkiksi geometriaohjelmistoja, joiden dynaaminen muokattavuus
helpottaa ongelmaan liittyvien ndkokulmien hahamottamista seké niiden tut-
kimista. Teknologiset apuvilineet visualisaation tukemisessa tarjoavat mah-
dollisuuksia erityisesti oppilaille, joilla on ongelmia spatiaalisen hahmotuksen
kanssa. Vaikka visualisaation hy6dyt tunnetaan, on osa tutkimuksista paaty-
nyt myos vastakkaisiin tuloksiin. Tietokoneohjelman dynaamisia ja paperilla
esitettyja visualisaatioita vertaillut Lavy huomasi tutkimuksessaan, ettei ma-
nipuloitava representaatio tuonut odotettua helpotusta ongelmanratkaisuun.
Hén pohtii tutkimuksessaan tdméan voivan johtua dynaamisen visualisaation
tuomasta informaatiotulvasta, joka saattaa jopa haitata ongelmanratkaisu-
prosessia. Lavy esittdd, ettd ylimaddrdinen informaatio voi antaa ongelmasta
kompleksisemman mielikuvan kuin se todellisuudessa on. [28]

Liian moninaiset dynaamiset visualisaatiot saattavat hankaloittaa olennai-
sen tiedon loytamistd tehtdvinannosta, mutta informaation havaitsemisessa
ja sen kiyttidmisessd voi esiintyd ongelmia muutenkin. Kuitenkin my&s on-
gelmanratkaisuprosessia voidaan tukea erilaisten kognitiivisten tukien avulla,
jotka helpottavat ongelmatilanteen hahmottamista ratkaisustrategian 16yta-
miseksi. Gonzalez-Calero, Arnau, Puig ja Arevalillo-Herraez kirjoittavat tuu-
torointijirjestelmists, joiden ominaisuuksia voidaan kidyttdd tukemaan on-
gelmanratkaisuprosessia esimerkiksi rajoittamalla mahdollisia toimintoja ja
tarjoamalla vihjeitd ratkaisussa etenemisestd. Tutkimuksessaan he korosta-
vat erityisesti vihjeiden merkitystd ongelmanratkaisukyvyn kehittymisessa.
Heidén kdyttamansd tuutorointijirjestelméd Hypergraph Based Problem Sol-
ver tarjoaa kolmen tasoisia vihjeitéd, jotka vaihtelevat yksinkertaisista vin-
keistd yksityiskohtaisiin ratkaisuohjeisiin. Gonzalez-Calero ym. huomasivat
tutkimuksessaan, ettd virtuaalisien ympaéristGjen antama intensiivinen tu-
ki nidkyi parantuneina tuloksina ongelmanratkaisutehtavissa ja uudenlaisten
ratkaisustrategioiden kiytossa, kun verrattiin sdhkoisiin ympéaristdihin, joissa
intensiivistd tukea ei ollut mahdollista kiyttad. [29]

Piaattely ja perusteleminen

Historiallisesti katsoen todistaminen on ollut matemaatikkojen tyckalu ma-
temaattisten lauseiden todentamiselle ja viitteita tukevien syiden selittami-
selle [30]. Deduktiivisen taidon perustavanlaatuisesta roolista huolimatta to-
distaminen on jafnyt taka-alalle kouluopetuksessa [5], [7]. Taidon vih&isen
huomioimisen liséksi oppilaat kohtaavat monia ongelmia sen saavuttamises-
sa. Kirjallisuudessa on kiyty paljon keskustelua siitd, mitkd ovat parhaat
keinot kehittda deduktiivisia kykyja. Todistamisen ja padttelyn taitoa kehit-

25



tavien tehtdvien muodostamista on pyrkinyt méaritteleméan Oner artikkelis-
saan. Hian luonnehtii todistustehtivien paamaédria kahden erilaisen tietotyy-
pin, apriorisen ja aposteriorisen tiedon, avulla. Apriorinen eli analyyttinen
ja deduktiivisesti padteltava tieto ei vaadi aistihavaintoa, kun taas aposterio-
rinen tieto syntyy kokemuksen kautta. Oner esittdi, ettd ideaali todistusteh-
tavd yhdistelee néitd kahta tapaa tietda ensiksi matemaattista yleistidmisti
harjoittavilla kokeellisilla vaiheilla ja lopulta viitteitd tukevilla osioilla, joi-
den varaan deduktiivinen péittely voidaan rakentaa. Hin huomauttaa, etta
tallainen kaksivaiheinen todistamisharjoitus mukailee myos matemaatikoiden
tapaa muodostaa todistuksia. |7]

Tutkimusta on tehty muun muassa virtuaalisten oppimisymparistojen [31],
dynaamisten geometriaohjelmistojen [7], [32] ja taulukkolaskentaohjelmien
[33] kiytosta deduktiivisten taitojen kehittdmisessd. Suuri osa kirjallisuudes-
sa esiintyvistd tutkimuksista painottaa Onerin mainitsemaa aposteriorista
tietoa ja todistustehtivien kokeellista osuutta [33], [7], [30], [32], mutta tut-
kimusta on tehty myos todistamisen deduktiivisten osioiden vaiheittaisesta
konstruoimisesta [31]. Oppikirjoihin verrattuna teknologiset apuvilineet tar-
joavat parempia keinoja erityisesti empiirisen tutkimuksen tekemiseen. Tut-
kimuksellisuuden kannalta dynaamiset geometriaohjelmistot, kuten Geome-
ter’s Sketchpad ja Cabri Geometry, tarjoavat kaksi tirkedd etua: mahdolli-
suuden dynaamiseen manipulaatioon ja visuaalisen kontrollin. Kuitenkin sih-
kéisten apuvilineidenkin ominaisuuksissa on eroja. Oner huomauttaa, etta
esimerkiksi LOGO-oppimisympériston kdyttdminen vaatii symbolista kont-
rollia, eiké siten ole yhté helposti manipuloitavissa. [7]

Dynaamisten geometriaohjelmistojen etuna nayttdisi olevan niiden soveltu-
minen ilmididen laajaan tutkimiseen. Geometristen objektien dynaaminen
manipuloitavuus mahdollistaa monipuolisempien havaintojen tekemisen. Tek-
nologisia apuvélineita kiyttadmalla voidaan tehda havaintoja, joiden huomaa-
minen olisi vaikeaa ilman teknologiaa. Kuitenkaan pelkkd tutkimuksellisuus
ja ilmion havainnointi ei riitd, vaan oppilaita tulee ohjata tekeméian péa-
telmid ja yleistyksid tutkimuksensa tuloksista. [33]. Erityisesti dynaamisten
geometriaohjelmistojen kiytossa on tarkedd rohkaista oppilasta tekeméan hy-
poteeseja geometristen objektien vélisistd suhteista ja hankkia vilineitd se-
littdd toimintaansa ja tuloksiaan. Sen lisdksi, ettd dynaamisen manipulaa-
tion avulla voidaan tehda havaintoja ja hypoteeseja ilmiostd, mahdollistaa
se my0Os havaintojen perusteella tehtyjen hypoteesien testaamisen useissa eri-
laisissa olosuhteissa. 7]

Erilaisten geometriaohjelmistojen lisdksi myos perinteiset ohjelmistot, kuten
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taulukkolaskentaohjelmat, tarjoavat monipuolisen alustan toistuvien ominai-
suuksien havaitsemiselle ja kokeilemiselle. Taulukkolaskennan kaytt6a hypo-
teesien tekemiseen ja todistamiseen analysoivat pidemmaille Abramovich ja
Sugden algebran aihealueessa. Kun taulukkolaskentaohjelmia kiytetdan mal-
lintamistyokaluna, huonosti ymmérretyt késitteet ja epdintuitiiviset ideat
voivat syntyd prosessin aikana itsestdin. Heidin mukaansa numeerisien ha-
vaintojen rohkaisemana oppilas etsii matemaattisia perusteita havaitseman-
sa ilmion taustalle ja tarve luoda formaaleja todistuksia tulee luonnostaan.
Liséksi erilaiset hypoteesit vaativat erilaisia todistamistekniikoita, joita op-
pilaat oppivat kidyttdmaan testatessaan numeeristen havaintojensa pohjalta
tehtyja hypoteeseja. [33]

Tutkimuksellisen ndkokulman korostaminen todistustehtivissé ei ole saanut
aikaan pelkkéd innostusta tutkijoiden keskuudessa. Oppilailla saattaa olla en-
nakkokasitys, ettd matemaattisen olettamuksen paikkaansapitédvyys varmis-
tetaan empiiriselld tutkimuksella, jolloin deduktiivisen todistuksen tekemi-
nen vaikuttaa mielenkiinnottomalta [30]. Esiin on nostettu huoli siitd, etta
tutkimuksellisuus ja hypoteesien tekeminen havainnoista saattaa vahvistaa
niitd uskomuksia ja saada aikaan vadrinymmérryksii matemaattisen totuu-
den luonteesta |7]. Leen ja Chenin mukaan olisikin térkedd, ettd opetuksessa
luodaan tilanteita, joissa formaalin todistuksen muodostaminen on véltta-
matonta. Heiddn mukaansa tdméa koskee erityisesti kokemattomia todistajia.
[30]. Abramovich ja Sugden ehdottavat, ettd deduktiivisen todistuksen tar-
vetta voidaan korostaa antamalla oppilaille esimerkkeji havaintojen pohjal-
ta tehdyistd virheellisistd yleistyksistd [33]. Lisdksi oppilaiden suhtautumis-
ta todistuksen muodostamisen tarpeellisuuteen voidaan pyrkida muuttamaa
luomalla tilanteita, joissa empiirinen tutkimus johtaa yllattaviin ja ristirii-
taisiin tilanteisiin. Tutkimuksessaan kognitiivisten konfliktien vaikutuksesta
todistusten konstruoimiseen Lee ja Chen huomasivat, etté ristiriitatilantei-
den kohtaaminen sai oppilaat muodostamaan todistuksia luonnollisesti [30].

Vaikka monien tutkimusten perusteella voidaan sanoa, ettd teknologialla on
suuri merkitys niin todistamisen tarpeen 16ytédmisessa kuin padttelyprosessin
tukemisessakin, 16ytyy kirjallisuudesta myos péinvastaiseen lopputulokseen
padtyvid tutkimuksia. Muun muassa Roy, Inglis ja Alcock tekivit térkeita
huomioita audio-visuaalisesti tuetun todistuksen oppimisesta. Opetuskokei-
lussa todistus rakennettiin vaiheittain ja prosessia tuettiin korostamalla to-
distuksen oleellisia seikkoja visuaalisesti esimerkiksi nuolilla. Tutkimuksessa
havaittiin, ettd loogisten suhteiden ymmartamiseksi luodut teknologiset omi-
naisuudet kuitenkin héiritsivit enemmén oppilaiden péittelyprosessia ja he
suoriutuivat huonommin kuin perinteisin keinoin oppineet oppilaat. Yllatta-
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van oppimistuloksen ehdotettiin johtuvan itseniisen padttelyn puuttumises-
ta, kun kiytetyt apuvéilineet poistivat sen tarpeen. Liséksi tarkasti vaiheistet-
tu prosessi ja tietyssa jarjestyksessi esitetyt huomionarvoiset seikat rajasivat
tiedon kisittelyn polun kapeaksi. Tutkimuksessa kiytetty teknologinen in-
terventio ei antanut oppilaalle mahdollisuutta konstruoida informaatota ai-
empiin kokemuksiinsa peilaten, eikd huomioinut oppilaiden erilaisia tapoja
prosessoida tietoa. [31]. Néin ollen Royn ym. tutkimustulokset tukevat teh-
dyn tutkimuksen havaintoja todistamisaktiviteettien empiirisen tutkimuksen
ja omien havainnointien tirkeydesta.

Motivaatio ja oppimisen mielekkyys

Oppilaan oma kokemuksella ja tuntemuksilla oppimisesta on merkittiva vai-
kutus oppimiseen. Esimerkiksi itseluottamukseen, tylsyyteen ja himmennyk-
seen liittyvit tuntemukset ndkyvit suoraan koulumenestyksessé ja ennusta-
vat suoriutumista [14], [34]. Motivaatio onkin suuri osa matematiikan oppi-
mista ja joidenkin tutkijoiden mukaan sen puute on yksi merkittavimmis-
td ongelmista matematiikan opetuksessa [14]. Rasila ym. pédttelevit tdméin
johtuvan osittain siitd, ettd matematiikka esitetddn usein oppikirjamaisesti
sddantojen kokoelmana, jolloin luonnollinen oppiminen yrityksen ja erehdyk-
sen kautta estyy. Toisistaan irrallisten aiheiden ulkoa opetteleminen ei viltta-
méttd tunnu mielekkadltd ja motivaatio kérsii. [5]. Erityisesti ylakouluikaisilla
oppilailla on taipumus negatiiviseen asenteeseen matematiikkaa kohtaan [34].
Negatiivinen kokemus oppimisesta voi vihentdd sitoutumista oppimiseen ja
saada aikaan epitoivottua kiytostd opetustilanteessa [14].

Oppilaan osallistamista ja mielenkiintoa uuden tutkimiseen ja kokeilemi-
seen on pyritty lisidmaan opetusteknologian keinoin. Kirjallisuudessa mo-
nissa tutkimuksissa on saatu viitteitd siitd, ettd teknologian kiytto paran-
taa asennetta sekd oppimista ettd matematiikan oppiainetta kohtaan [16],
[34], [15]. Positiivista vaikutusta on perusteltu muun muassa silld, etti tek-
nologiset apuvilineet vihentivit fyysisten opetusvilineiden kémpelyydesta
johtuvaa turhautumista [16] ja tukevat oppilaan itsendisyyttd sekd omista-
juutta omasta oppimisesta, mikd nikyy vahvistuneena itseluottamuksena ja
mielenkiintona oppiainetta kohtaan [15].

Balentyne ja Varga ovat tehneet tutkimusta sdhkoisté ja ldhiopetusta yhdis-
televiin monimuoto-opetuksen vaikutuksista oppimistuloksiin ja asenteeseen
matematiikkaa kohtaan. Heidin mukaansa oppimisen positiivisia kokemuksia
lisdava vaikutus perustuu monimuoto-opetuksen molempien opetusmuotojen
parhampien puolien hyviaksikidyttoon ja erityisesti sahkoisen opetuksen kom-

28



ponentin mahdollistamaan omatahtiseen oppimiseen (engl. self-paced lear-
ning). Omatahtisessa oppimisessa oppilaat suorittavat tehtévii ja etenevét
uusiin aiheisiin omien valmiuksiensa mukaan. [34]. My6s Arroyo ym. korosta-
vat yksilollisesti radtaloityjen oppimispolkujen motivoivaa vakutusta adaptii-
vista tuutorointijarjestelmad kasitteleviassd tutkimuksessaan. Tutkimuksessa
kiaytetty tuutorointijirjestelmé tekee padtelmia oppilaan tekemistéd valinnois-
ta ja havaituista kdytosmalleista. Jarjestelmd pystyy havaitsemaan oppilai-
den negatiivisia asenteita esimerkiksi tehtdvddn kiytetyn ajan perusteella.
Tallaisiin asenteisiin jérjestelmé vastaa muun muassa antamalla oppilaalle
tehtéviksi helpomman tasoisia tehtévid. [14]

Eras opetusteknologian konkreettinen hy6ty on automaattisen arvioinnin oh-
jelmat, jotka lisddvét tutkitusti motivaatiota ja mielekkyyden tunnetta [5].
Steen ym. vertaavat kirjoituksessaan automaattista arviointia videopeleihin.
Peleisséd pelaaja tekee padtoksid ja ndkee heti valintansa vaikutuksen. Hei-
dédn mukaansa samanlainen viliton palaute toimii myos opetusteknologian ta-
pauksessa. [16]. Rasila ym. kirjoittavat artikkelissaan automaattiseen arvioin-
tiin kykenevistd STACK -ohjelmistosta. Ohjelma antaa palautetta tehtavin
suorituksesta ja virheellisten ratkaisujen tapauksessa antaa yksityiskohtaisen
ja visuaalisen selityksen siitd, miksi annettu ratkaisu on viarin. Liséksi ohjel-
ma kategorisoi automaattisesti virheldhteitd, mikd helpottaa systemaattisten
virheiden 16ytamisté [5].

Mielekkyyden tunteiden lisiksi oppilaan kokemukset omasta dlykkyydestdan
ja mahdollisuudesta sen lisddmiseen ohjaavat oppimista. Arroyo ym. jakavat
Dweckin teorian mukaisesti oppilaat tavoiteorientaatioidensa perusteella kah-
teen kategoriaan: oppimis- ja suoritustavoitteisiin orientaatioihin. Oppimis-
tavoitteiselle (engl. state-based) oppilaalle on ominaista ajatella, ettd dlyk-
kyyttd on mahdollista kehittdéd sinnikkiilla opiskelulla, kun taas suoritus-
tavoitteinen (engl. trait-based) oppilas ajattelee oman alykkyytensd olevan
muuttumatonta. Naiden kahden erilaisen orientaation ero ndkyy erityisesti
tehtdvien valinnassa. Oppimisorientoituneet oppilaat ovat motivoituneempia
etsimiin haasteita oppimisessa toisin kuin suoritusorientoituneet oppilaat,
joilla on tapana valita helpompia ja varmempia tehtavia. [14]|. Tutkimuksissa
on huomattu, ettd opetusteknologiaa kiyttamaélla oppilaat haastavat itsedin
ratkaisemaan vaikeampia tehtévid [16]. Arroyo ym. mukaan silli saattaa ol-
la tekemistd virtuaalisten oppimisympéristojen antaman palautteen kanssa.
Oikein kohdistetut kehut voivat parantaa oppilaan itsetuntoa ja sen seurauk-
sena myds oppimiseen sitoutumista. Oppilaat, joita kehutaan heidén vaivan-
nidstadn ja ponnistelustaan nayttivit enemmén oppimistavoitteiselle oppi-
laalle ominaisia ajatuksia dlykkyydestadn, kun taas dlykkyydestddn kehuja
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saavilla on enemméin taipumusta suoritustavoitteisuuteen. Adaptiivisten tuu-
torointijirjestelmien tapauksessa tdhén on pyritty kiinnittdmaéaan huomioita
animoitujen virtuaalisten oppimiskumppaneiden avulla, jotka kehuvat oppi-
lasta tehtévan kanssa ponnistelusta silloin, kun sille on aihetta. Oikeanlaisen
kehumisen lisiksi Arrayo ym. huomauttavat, ettd emootiot tarttuvat helpos-
ti ja ndin ollen virtuaalisten hahmojen on mahdollista vilittda esimerkiksi
innostuneisuuden tunteita oppilaille. [14]

Viédrin kiytettyna teknologia voi myos hankaloittaa ja hiiritd oppimista. Op-
pilaan motivaatio voi kirsid, jos opetusteknologian kiytto koetaan vaikeaksi
tai turhauttavaksi. Rasila ym. kirjoittavat, ettd ongelmat opetusteknologian
kanssa toimisessa johtuvat useimmiten siitd, ettd painettua opetusmateri-
aalia ja siihen liittyvid opetustapoja on yritetty muuttaa sellaisenaan sih-
koiseen muotoon. Musti-Rao, Lynch ja Plati kutsuvat ilmi6td analogiseksi
jannitteeksi (engl. analog tensions). Heiddn mukaansa turhautuminen ohjel-
mistoihin tai laitteisiin johtuu siitd, etteivit ne vastaa ei-digitaalisten op-
pimisvilineiden ja -ympéristdjen toiminnan pohjalta tehtyjd odotuksia [12].
Rasila ym. huomauttavat, ettd teknologian kanssa toimiminen pitéisi tehda
mahdollisimman helpoksi ja ohjeistusten tulisi olla ymmérrettivissi myos
ilman opettajan avustusta [5]. Onkin tirked huomata, ettei oppilailla véltté-
méattd ole taitoja toimia virtuaalisissa oppimisympéristoissid samalla tavalla
kuin fyysisissd ympéristoissd. Kuitenkin sujuva toimiminen oppimisteknolo-
gian kanssa on taito siind missd muutkin ja se on néin ollen kehitettdvissa
muiden taitojen tavoin.
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5 Johtopaatokset

Teknologian tuominen osaksi opetusta on haastava tehtéva, joka vaatii uu-
denlaista osaamista seké opettajalta etta oppilaalta. Téssd tutkielmassa ana-
lysoidun kirjallisuuden pohjalta voidaan todeta, etté teknologian kiytto osa-
na opetusta tuo selkeitd hy6tyja oppimiseen verrattuna perinteisiin menetel-
miin. Kuitenkaan lapi tutkielman huomataan, ettei teknologisten apuvélinei-
den kiytto yksinddn ei riitd, vaan interventioiden taustalla tulee olla selked
pedagoginen tarkoitus.

Tutkielmassa esitettyjen lihteiden perusteella voidaan sanoa, ettd matemaat-
tisen taidon osa-alueista ja yleisemmin oppimiseen liittyvistd nakokulmista
on mahdollista 16ytaa kullekin ominaisia erityispiirteitd. Nama piirteet an-
tavat selkedn kohteen opetuksen keskittymiselle. Konseptuaalisen taidon ta-
pauksessa esiin nousee sujuvuus kiisitteen erilaisten representaatioiden vélil-
1a siirtymisessd ja kasitteiden vélisten relaatioiden ja niiden hierarkisen ra-
kenteen visualisoiminen. My0s ongelmanratkaisutaidon kannalta hyédyllista
on sujuvuus erilaisten representaatioiden vililld, mutta sen lisdksi ongelma-
tilanteen visualisoiminen ja matemaattinen mallintaminen on keskeistd on-
gelmanratkaisun onnistumisen kannalta. Proseduraalisten taitojen kehitté-
misessa korostuu sujuvuus peruslaskutoimituksissa, joiden hallitseminen luo
pohjaa myos monimutkaisemmille laskutoimituksille. Tutkimukselliset mene-
telméat nédyttivat edistdvan erityisesti deduktiivisen taidon kehittymista luo-
malla tarpeen formaalien todistuksien muodostamiselle. Motivaation niko-
kulmasta hyodyllistd on kiinnittd4 huomiota oppimisen omistajuuteen ja it-
senaisyyteen liittyviin aspekteihin. Lisdksi motivaation lisadmiseksi on tar-
ked huomioida sen taustalla olevia emotionaalisia tekijoita, kuten itseluotta-
musta ja -tuntemusta. Edelld eritellyt nakékulmat voidaan nahd4a erilaisina
lahtokohtina myos opetukseen ja matemaattisten suhteiden oppimiseen.

Kun selkeét keinot matemaattisen taidon osa-alueiden kehittamiseen ovat tie-
dossa, on teknologisten apuvilineiden ainutlaatuiset ominaisuudet mahdol-
lista valjastaa mahdollisimman tehokkaasti tukemaan matemaattisen taidon
kehittdmisti. Tutkielmassa kiytetty kirjallisuus nayttiisi pddosin tukevan
Puenteduran ajatusta siita, ettd teknologian kiiytto toimii parhaiten, kun silla
tehddian aiemmin jopa mahdottomia asioita. Monet tutkimukset tehtiin esi-
merkiksi adaptiivisien tuutorointijirjestelmien ja dynaamisten geometriaoh-
jelmistojen ympéristoissa, mitkd ovat Puenteduran kuvaamia korkeamman
tason teknologisia interventioita. Ympéristot tarjoavat helpotuksia verrattu-
na perinteisiin menetelmiin, mutta antavat myos taysin uudenlaisia ldhesty-
mistapoja sekd oppimistilanteeseen ettd prosessiin. Vaikka voidaan paatelld,
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ettd teknologian kiytto edistdd matemattisten taidon osa-alueiden oppimista,
erityisesti motivaation ja sitoutumisen parantumista tulee tarkastella kriit-
tisesti mahdollisen uutuusefektin vuoksi. Kaytetyn kirjallisuuden perusteella
ei voida tehd& johtopédatoksia siitd, liittyyko teknologian kiyton oppimista
parantavat vaikutukset osittain uutuuden viehdtykseen vai saataisiinko vas-
taavia tuloksia my6s pidemmaélla aikajaksolla. Nain ollen teknologian kiyton
tehokkuuden voidaankin katsoa perustuvan myos sen mahdollistaviin oppi-
laskeskeisiin ja vaihteleviin opetustapoihin.

Vaikka matemaattisen taidon eri osa-alueista pystyttiin 16ytdméan tarkko-
ja ndkdékulmia, joiden kehittdmiseen teknologiaa kdytetddn, 16ytyin monis-
ta osioista my0s yhteisid piirteitd. Erityisesti oppimisprosessin tukemiseen
liittyvat aspektit, kuten kognitiiviset ja metakognitiiviset tuet, korostuivat
lapi tutkielman. Téhdn ndkokulmaan opetusteknologian kiyttd on erityisen
tarkoituksenmukaista ja hyodyllista, silld perinteisissd oppimisymparistoista
poiketen tietokoneohjelmistojen avulla voidaan tarjota jokaiselle oppilaalle
yksilollista ja helposti saatavilla olevaa tukea.

Teknologiset apuvilineet tuovat uusien oppimismahdollisuuksien lisiksi my6s
uudenlaisia ongelmia ja vaatimuksia, joiden huomioiminen on yhta tarkeda
kuin teknologian tarkkaan harkittu kidytto. Lapi tutkielman kay ilmi, ettd mi-
td enemman teknologian kiyttd muovaa opetusta, sitd enemmén oppilaalta
vaaditaan kykya pystya sddtelemdidn omia tunteita ja toimintaa. Vaikka tek-
nologisissa ympéristoissi on mahdollista kehittdd myos itsesdételyn taitoja,
nuoremmilla oppilailla tillaiset taidot ovat vield hyvin varhaisessa vaiheessa.
Tutkielmassa kaytetyt ldhteet eiviat ota kantaa siithen, pitdisiko teknologian
lisdys opetukseen tehdé esimerkiksi SAMR-mallin mukaisesti asteittain. Li-
siksi monimutkaisissa virtuaalisissa ympéristoissé toimimisen vaatimuksena
on myos tietotekniset taidot, joita ei voida olettaa oppilaalla olevan auto-
maattisesti. Erilaisten toimintojen sujuva kidyttdminen on tirkedd varsinkin
silloin, jos opetuksessa kdytetddn monia erilaisia ohjelmistoja.

Jotta teknologisia apuvilineitd voidaan kdyttdd mahdollisimman tehokkaasti
hyodyntien kaikki niiden tuomat mahdollisuudet, on opettajan laaja tek-
nologis-pedagogisen sisaltotiedon hallitseminen valttdmatonta. Tutkielmassa
esitetyt matemaattisen taidon nékokulmat ja niiden kehittamistavat tekno-
logian avustuksella tarjoavat katsauksen siitd, miten laaja huomioon otetta-
vien aspektien joukko on teknologista interventiota suunniteltaessa. Haasteis-
ta huolimatta, harkitusti kiytettyna teknologiset apuvélineet antavat aivan
uudenlaisia mahdollisuuksia kasvattaa oppilaista nyky-yhteiskunnan vaati-
mukset tayttavia, kriittiseen ajatteluun kykenevia jasenia.
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