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Téssé tutkielmassa esitellddn kaksi uutta peittokoodien luokkaa — lokaalisti
identifioivat koodit ja lokaalisti paikallistavat-dominoivat koodit — ja todis-
tetaan naihin liityvid tuloksia eri graafeissa. Tuloksia verrataan vastaaviin
tunnettuihin tuloksiin koskien identifioivia ja paikallistavia-dominoivia koo-

deja. Myos vertailua peittokoodeihin tehdéén.

Tutkielma alkaa lyhyelld johdannolla aiheeseen, jonka jilkeen esitellddn suu-
rin osa tarvittavista késitteistd ja méadritelmista toisessa luvussa. Kolman-
nessa luvussa tutkitaan lyhyesti lokaalisti identifioivia koodeja poluissa ja
sykleissé sekd erityisesti niiden suhdetta identifioiviin koodeihin samaisis-
sa graafeissa. Luvussa nelja tarkastellaan identifiointia bin&érisissd hyper-
kuutioissa ja todistetaan tuloksia lokaalisti 1-identifioiville koodeille néisséa
graafeissa. Viimeisessa luvussa siirrytaén joihinkin darrettémiin hiloihin, jois-
sa tutkitaan lokaalisti 1-identifioivia ja lokaalisti 1-paikallistavia-dominoivia

koodeja.
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1 Johdanto

Sanotaan, ettd epityhjd osajoukko C' graafin G pisteité on r-peittokoodi (r-
covering code), jos jokaisen graafin GG pisteen etiisyys lahimméstd osajou-
kon C' pisteestd on korkeintaan r. Jos lisdksi jokaiselle graafin G pisteel-
le u pétee, ettd ne osajoukon C' pisteet, jotka ovat enintdédn etdisyydella
r pisteestd u, muodostavat yksikésitteisen joukon, sanotaan, ettd C' on r-
identifioiva koodi. Jos tdmé ehto pétee kaikille graafin G pisteille, jotka eivét
ole koodin C' pisteitd, sanotaan, ettd C' on r-paikallistava-dominoiva koodi
(r-locating-dominating code). Identifioivan koodin késitteen esittelivit Kar-
povsky, Chakrabarty ja Levitin artikkelissa [24|. Paikallistavan-dominoivan
koodin késitteen esitteli puolestaan Slater huomattavasti aikaisemmin artik-
keleissa [11, 27|. Niita koodeja on tutkittu laajasti lukuisissa graafeissa eri
peittosdteen r arvoilla vuosien saatossa niiden esittelysta lahtien. Kattava
luettelo aiheeseen liittyvésté kirjallisuudesta 16ytyy nettisivulta [25].
Identifioivia koodeja voidaan soveltaa viallisten prosessorien paikantami-
sessa multiprosessoriverkossa, kun oletetaan, ettd korkeintaan yksi proses-
soreista on viallinen. Téll6in jokaisen graafin pisteen ajatellaan vastaavan
jotakin prosessoria ja graafin viivat kuvaavat prosessorien vélisid yhteyksia.
Olkoon G graafi ja C' epéatyhja osajoukko sen pisteité eli koodi graafissa G.
Jokainen koodin C piste tarkistaa kaikki siitd korkeintaan etéisyydella r ole-
vat pisteet ja lahettad viestin 1, jos jokin niistd on viallinen. Muussa tapauk-
sessa se lahettad viestin 0. Jos C' on r-peittokoodi, jokainen graafin G piste
tulee kaytya lapi vahintaén kerran. Jos lisdksi C' on r-identifioiva koodi, niin
ne koodin C' pisteet, jotka ilmoittivat viallisesta pisteestd, maaraavit yksi-
késitteisen graafin G pisteen ja néin viallinen prosessori saadaan paikannet-
tua. Jos téasséd C' on vain r-paikallistava-dominoiva koodi, tilanne on muuten
samanlainen, mutta liséksi jokaisen koodin C' pisteen on tarkastettava erik-
seen itsensa ja lahetettava viesti 2, jos kyseinen piste on itse viallinen. Muita
sovellutuksia ovat esimerkiksi erilaiset palo- ja varashéalytysjarjestelmat.
Téssa tutkielmassa esitellaan kaksi uutta peittokoodien luokkaa ja tut-
kitaan niitd joissakin graafeissa. Sanotaan, ettd r-peittokoodi C' graafissa

G on lokaalisti r-identifioiva koodi, jos graafin G pisteistd u ja v korkein-



taan etdisyydella r olevat koodin C' pisteet muodostavat eri joukot aina kun
u ja v ovat naapureita. Sanotaan, ettd r-peittokoodi C' graafissa G on lo-
kaalisti r-patkallistava-dominoiva koodi, jos graafin G pisteistd u ja v, jot-
ka eivit ole koodin C' pisteitéd, korkeintaan etédisyydelld r olevat koodin C'
pisteet muodostavat eri joukot aina kun u ja v ovat naapureita. Ndin ollen
jokainen r-identifioiva koodi on lokaalisti r-identifioiva koodi ja jokainen 7-
paikallistava-dominoiva koodi on lokaalisti r-paikallistava-dominoiva koodi.
Néiden koodien viliset suhteet eri graafeissa vaihtelevat ja osoittautuukin,
ettéd joissakin graafeissa lokaalisti r-identifioivien ja r-identifioivien koodien
luokat ovat samat. Osoittautuu myos, ettéd joskus 1-peittokoodien ja lokaa-
listi 1-paikallistavien-dominoivien koodien luokat ovat samat. Téassa tyossa
tutkitaan néita uusia koodiluokkia poluissa ja sykleissd, bindadrisessda hyper-
kuutiossa sekd, ddrettomissd hiloissa 1lahinnd kun r» = 1. Saatuja tuloksia

vertaillaan vastaaviin tunnettuihin tuloksiin.



2 Perusteet

Téassa tyosséa tarkasteltavat graafit ovat yksinkertaisia, yhtenéisia ja suun-
taamattomia. Graafin G = (Vg, Eg) pistejoukko on Vg # (0 ja viivajoukko
on Eg C {H C Vi | |H| = 2}. Jos graafin G pistejoukko Vi on &érellinen
joukko, graafia G sanotaan ddrelliseksi graafiksi. Jos Vi on ddretén joukko,
graafia G sanotaan dadrettomdksi graafiksi. Graafi on triviaali, jos se sisal-
tda vain yhden pisteen ja epdtriviaali muussa tapauksessa. Kahden graafin
G = (Vg, Eg) ja G' = (Vigr, E¢r) sanotaan olevan isomorfiset, jos on sellainen
bijektio
a: Vo = Ve,

ettd {u,v} € Eg, jos ja vain jos {a(u),a(v)} € Eg. Kaytetddn merkintdé
u—>v

pisteiden u € Vi ja v € Vg vilisestd polusta. Pisteiden u ja v (graafinen)
etdisyys dg(u,v) = d(u,v) on jonkin lyhimmé&n niitd yhdistdvan polun vii-
vojen lukumé&édra. Pisteen etdisyys itsestddan on 0. Maaritellddan r-sidteinen

u-keskinen pallo joukkona
B, (u) ={v e Vg | d(v,u) <r}.

Sanotaan, ettd w ja v r-peittdvdt toisensa jos d(u,v) < r eli jos u € B,(v)
ja v € B,(u). Lisdksi sanotaan, ettd osajoukko S C Vg r-peittdé pisteen u,
jos u on r-peitetty jollain joukon S pisteelld. Jos d(u,v) = 1 eli jos pisteita
u,v € Vg yhdistéda viiva, niin pisteet u ja v ovat naapureita. Pisteen u suljettu
naapurusto on joukko Nu] = Bi(u) ja avoin naapurusto on joukko N(u) =
Nu] \ {u}.

Epétyhjaa osajoukkoa C graafin G = (Vi, E) pisteitd sanotaan koodiksi
(graafissa G). Koodin pisteitd sanotaan koodisanoiksi. Joukon Vi \ C' pisteité
sanotaan ei-koodisanoiksi. Koodi C' on r-peittokoodi eli r-dominoiva joukko,

jos C' r-peittaé jokaisen graafin G pisteen eli jos
Io,(u) = B.(u)yNC #0

kaikilla v € Vg.



2.1 Identifioivat ja paikallistavat-dominoivat koodit

Maaritelma 2.1. Epétyhjéd osajoukko C' graafin G = (Vg, E¢) pisteitd on
r-identifioiva koodi (graafissa G), jos joukot

Io, (u) = B, (u)ynC
ovat epéatyhjia kaikilla u € Vi ja

Loy (u) # 1o (v),

kun u, v € Vi jau # v. Sanotaan, ettd graafi G = (V, E¢) on r-identifioituva

graafi, jos on sellainen C' C Vg, ettd C on r-identifioiva koodi.

Joukkoja I, (u) sanotaan yleisesti r-identifiointijoukoiksi tai lyhyesti I-
joukoiksi ja ne on jarkeva madritelld vaikkei koodi C olisi edes r-peittokoodi.
Silloinhan jotkin néista joukoista olisivat vain tyhjid. Sanotaan, ettd pisteet
u,v € Vg r-erottuvat koodin C suhteen tai ettd C r-erottaa pisteet u ja v,
jos Io,(u) # Ic,(v). Erityisesti siis r-identifioiva koodi graafissa G r-peittaa

jokaisen graafin GG pisteen ja r-erottaa jokaisen parin graafin G pisteité.

Huomautus 2.2. Ekvivalentisti koodi C' C V; on r-identifioiva, jos joukot

Ic,(u) ovat epétyhjid kaikilla v € Vi ja symmetrinen erotus

chr(u) AN [ar(v) = (IC’T<U> \ [Cm(v)) U ([C,T(U) \ IC’T(U))
on epatyhjé aina kun u # v.

Esimerkki 2.3. Olkoon G = (Vg, Eg) ja oletetaan, ettd G on epétriviaali.
Oletetaan, ettd r > 0 ja B,.(u) # B,(v) kaikilla u,v € Vg, u # v. Téll6in
C = Vi on r-identifioiva koodi graafissa G, silld Ic,(u) # 0 kaikilla u € Vg
ja Ic,(u) = B.(u) # B.(v) = I, (v) kaikilla u,v € Vg, u # v.

Oletetaan, sitten, ettd C' C Vi on r-identifioiva koodi graafissa G. Jos
olisi sellaiset u,v € Vg, u # v, ettd B.(u) = B,(v), niin talléin olisi myos
Ic,(u) = Io,(v), mikd olisi ristiriita sen oletuksen kanssa, ettd C' on -
identifioiva koodi.

Siis graafi G = (Vi, Fg) on r-identifioituva, jos ja vain jos B, (u) # B,.(v)
kaikilla u, v € Vg, u # v.



Vaatimalla, ettd koodi erottaa vain ei-koodisanat toisistaan, saadaan hei-

kompi versio identifioivista koodeista.

Maaritelma 2.4. Epityhjé osajoukko C' graafin G = (Vg, E¢) pisteitd on

r-paikallistava-dominoiva koodi (graafissa G), jos

[C,r (U) 7& @

kaikilla u € Vg ja
[C,r<u) 7& IC,?"(”);
kun u,v € Vi \ C ja u # v.

Esimerkki 2.5. Koodi C' = Vj; on r-paikallistava-dominoiva koodi graafissa
G = (Vg, Eg). Néin ollen graafeissa, jotka eivét ole r-identifioituvia, voidaan
kuitenkin tutkia r-paikallistavia-dominoivia koodeja, silla téllaisia on aina

olemassa.

Olkoon G = (Vg, E¢) aédrellinen graafi. Jos G on r-identifioituva, kéyte-
taan pienimmén r-identifioivan koodin koodisanojen lukumaéréistd merkin-
tad MIP(G). Vastaavasti kilytetéiéin pienimmén r-paikallistavan-dominoivan
koodin koodisanojen lukumiiristi merkintia MIP(G). Sanotaan, etti r-
identifioiva koodi C' C Vg on optimaalinen, jos |C| = M!P(G). Vastaavasti r-
paikallistava-dominoiva koodi C’ C Vg on optimaalinen, jos |C'| = MIP(G)

2.2 Lokaalisti identifioivat ja lokaalisti paikallistavat-

dominoivat koodit

Esitelldaan nyt kaksi uutta peittokoodien luokkaa.

Maaritelma 2.6. Epityhjd osajoukko C' graafin G = (Vg, E¢) pisteita on

lokaalisti r-identifioiva koodi (graafissa G), jos

IC,T (U) # @

kaikilla u € Vi ja
IC,r<u) 7£ IC,T<U)7



kun u,v € Vi ovat naapureita. Sanotaan, ettd graafi G = (Vg, Eg) on lo-

kaalisti r-identifioituva graafi, jos on sellainen C' C Vg, ettd C' on lokaalisti

UI
u o O

Kuva 1: Graafi, joka on lokaalisti 2-identifioituva mutta ei 2-identifioituva.

r-identifioiva koodi.

O O O

Esimerkki 2.7. Vastaavaan tapaan kuten esimerkissd 2.3 todetaan, etta
graafi G = (Vg, Eg) on lokaalisti r-identifioituva, jos ja vain jos B,(u) #
B,.(v) aina kun u € Vg ja v € Vg ovat naapureita. Tapauksessa r = 1 tdméa
ehto ja esimerkin 2.3 ehto ovat samat, silld jos By(u) = Biy(v), niin u ja v
ovat naapureita. Siis G on lokaalisti 1-identifioituva, jos ja vain jos G on
1-identifioituva. Kun r > 2, néin ei aina ole. Kuvassa 1 on graafi, joka on
lokaalisti 2-identifioituva mutta ei 2-identifioituva. Tosiaankin Bs(u) = Bs(v)

mutta kuitenkin By(w) # Bs(x) aina kun w ja x ovat naapureita.

Maaritelma 2.8. Epétyhja osajoukko C' graafin G = (Vg, E¢) pisteitd on

lokaalisti r-paikallistava-dominoiva koodi (graafissa G), jos

Ioy(u) # 0

kaikilla u € Vi ja
]C,T<u) 7£ ]C,r<v)7

kun u,v € Vi \ C ovat naapureita.

Osoittautuu, ettd tietyt ehdot téayttavissd graafissa jokainen 1-
peittokoodi on my6s lokaalisti 1-paikallistava-dominoiva koodi. Sanotaan, et-
ta graafi G on kolmiovapaa, jos se ei sisdlld kolmioita eli jos silld ei ole 3-syklid

indusoituna aligraafina.

Lause 2.9. Olkoon G = (Vg, E¢) kolmiovapaa graafi. Télloin koodi C' C
Vi on lokaalisti 1-paikallistava-dominoiva koodi, jos ja vain jos C' on 1-

peittokoodi.



Todistus. Jos C' on lokaalisti 1-paikallistava-dominoiva koodi, niin t&lldin se
on myos 1-peittokoodi.

Oletetaan sitten, ettd C' on 1-peittokoodi graafissa G eli Ici(u) # 0
kaikilla u € V. Tehdaén vastaoletus, ettd C' ei ole lokaalisti 1-paikallistava-
dominoiva koodi. T&ll6in on olemassa sellaiset ei-koodisananaapurit u,v €
Ve \ C, ettd Io1(u) = Ioi(v). Koska G ei sisilld kolmioita, niin By (u) N
By (v) = {u,v}. Koska u,v ¢ C, niin Ic1(u) = Io1(v) = 0, miké on ristiriita.

Siis C' on lokaalisti 1-paikallistava-dominoiva koodi. O

Olkoon G = (Vg, E¢) dérellinen graafi. Jos G on lokaalisti r-identifioituva,
kiytetddn optimaalisen lokaalisti r-identifioivan koodin koodisanojen luku-
méiristd merkintdid MLIIP(G). Vastaavasti kiytetéifin optimaalisen lokaa-

listi r-paikallistavan-dominoivan koodin koodisanojen lukumaérasté merkin-
tad MI~IP(@Q).

2.3 Koodisanan osuus

Seuraavan hyodylliseksi osoittautuneen késitteen esitteli Slater artikkelissa
[28].

Maaritelma 2.10. Olkoon C' r-peittokoodi graafissa GG. Koodisanan ¢ € C

osuus (share) s(c) méadritelladn kaavalla
s(c) = Z 1
u€B(c) |IC’T(U)‘

Seuraava lause osoittaa, kuinka koodisanojen osuuksien avulla saadaan

alaraja koodisanojen lukumaéarélle.

Lause 2.11. Olkoon C r-peittokoodi dérellisessd graafissa G = (Vi, Eg) ja
oletetaan, ettd s(c) < « kaikilla ¢ € C. Téllin

01> el
— a .



Todistus. Olkoon G = (Vig, Eg) &érellinen graafi ja olkoon C' C Vg r-

peittokoodi. Laskemalla koodisanojen osuudet yhteen saadaan

2.50=2 2

ceC ceC ueBy,(

1
= 2 Mertl )

ueVg

|C’r

= Val.
Koska s(c) < a kaikilla ¢ € C| niin

Vol = Y s(e) < IC]-a

ceC

Siis v
o) > Vel

3 Lokaalista identifioinnista poluissa ja sykleis-

sa

Téassa luvussa tutkitaan lokaalisti identifioivia koodeja poluissa ja sykleis-
sé. Tuloksia verrataan vastaaviin tunnettuihin tuloksiin koskien identifioivia
koodeja. Identifioivia ja paikallistavia-dominoivia koodeja poluissa ja sykleis-
sd on tutkittu esimerkiksi artikkeleissa |2, 7, 15, 13, 19, 22, 26]. Aloitetaan
esittelemélla graafit.

Adretén polku on graafi Po, = (Va, By ), missid Voo = {u; | i € Z} ja
E. = {{uij,uis1} | i € Z}. Adrellinen n-pituinen polku on graafi P, =
(Viy ), missd Vi, = {ug, ..., un_1} ja B, = {{uj,ui1} | 1€ {0,...,n—2}}.
Sykli C,, saadaan polusta P, yhdistdmélla sen ensimmaéinen ja viimeinen
piste. Siis C, = (V,!, E!), missa V] = {w; | i € Z,} ja E, = {{us,uis1} | i €
Zy}, missi Z, = {0,1,...,n — 1} on jddnnosluokkarengas (mod n).

Tehddén joitain huomioita ndiden graafien identifioituvuudesta.



e Graafi GG on r-identifioituva, jos ja vain jos se on lokaalisti 7-
identifioituva, kun G on mikéa tahansa polku tai sykli. Tosiaankin, jos G
on r-identifioituva, niin silloin se on myos lokaalisti r-identifioituva, silla
jokainen r-identifioiva koodi on erityisesti myos lokaalisti r-identifioiva
koodi. Jos taas G on lokaalisti r-identifioituva, on oltava B, (u) # B,(v)
aina kun u ja v ovat naapureita. Poluissa ja sykleissa tastd seuraa,
ettd B,(u) # B.(v) kaikilla eri pisteilld u ja v. Siis G on my6s r-
identifioituva. Taméa kiy selviksi myos tulevien lauseiden todistuksis-

Sa.

e Polku P, on r-identifioituva ja lokaalisti r-identifioituva kaikilla r» > 0,
silld B, (u) # B,(v) aina kun u # v.

e Polku P, on r-identifioituva ja lokaalisti r-identifioituva, jos ja vain jos
n > 2r + 1, silld jos n < 2r + 1, niin B, (u,—1) = B.(u,) = V,, ja jos
n > 2r + 1, niin B,(u) # B,(v) aina kun u # v.

e Sykli C, on r-identifioituva ja lokaalisti r-identifioituva, jos ja vain jos
n > 2r+ 2, silld jos n < 2r + 2, niin B, (u) = V! kaikilla u € V! ja jos
n > 2r 4 2, niin B,(u) # B,(v) aina kun u # v.

Olkoon C' C V, koodi graafissa P,. Talloin sen tiheys D(C') mééritelldén

kaavalla

CNK
D(C) = limsup M,
missi K, = {u_p,...,u,}. Kiytetddn optimaalisten r-identifioivien ja lokaa-

listi r-identifioivien koodien tiheyksistd merkintdja /P (Py) ja v 1P(Py).

3.1 Lokaalisti identifioivat koodit poluissa

Osoittautuu, ettd poluissa r-identifioivat koodit ja lokaalisti r-identifioivat

koodit ovat sama koodiluokka.

Lause 3.1. Olkoon G = P, tai G = P,.. Koodi C on lokaalisti r-identifioiva



graafissa GG, jos ja vain jos C' on r-identifioiva graafissa G. Néin ollen

MITP(P,) = MIP(P,),
%{J_ID(POO) = %{D(poo>'

Todistus. Jos C' on r-identifioiva koodi graafissa GG, niin tallin se on myos
lokaalisti r-identifioiva koodi graafissa G.

Oletetaan sitten, ettd C' on lokaalisti r-identifioiva koodi graafissa G.
Tehdéan vastaoletus, ettd C ei ole r-identifioiva koodi. Talldin on olemassa
sellaiset graafin G pisteet w; ja u;, ettd Io,.(u;) A Io,(u;) = 0. Koska C
on lokaalisti r-identifioiva, niin d(u;,u;) > 2. Liséksi d(u;, u;) < 2r, koska
on oltava Ic,(u;) = Ic,(u;) # 0. Lisdksi voidaan olettaa, ettd ¢ < j. Siis
2 <5 —14 < 2r. Talloin

Io(ui) A Iop(uig) C Iop(ui) O Ioy(uy).
eli Io,(u;)) A Io,(uip1) = 0, mikd on ristiriita, koska C' on lokaalisti 7-
identifioiva koodi. Siis C' on r-identifioiva koodi. O
3.2 Lokaalisti identifioivat koodit sykleissa
Luvulle M!P(C,) on voimassa seuraava alaraja.
Lause 3.2 (|2]). Olkoon r > 1 ja n > 2r 4 2. Télléin
MP(C) = [ 3]

Todistus. Olkoon C' r-identifioiva koodi syklisséd C,. Jos u; ¢ C, niin tél-
16in on oltava u;i9.11 € C, koska symmetrisessd erotuksessa B, (u;i,) A
B (twiyry1) = {ui, uiror11} on oltava vahintddn yksi koodisana. Koska n >
2r+2, niin ¢ # 1+2r+1. Siis jokaista ei-koodisanaa kohti on oltava véhintdan
yksi koodisana. Koodisana u;,9,.1 on yksikasitteinen, joten

MP(C) = [5]-

Sama alaraja pitee myos luvulle ME~1P(C,) samalla todistuksella.
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Lause 3.3. Olkoon r > 1 ja n > 2r + 2. Télloin
e [2]

Kun n on tarpeeksi suuri lauseen 3.2 alaraja saavutetaan parillisen pitui-

sissa sykleissé.

Lause 3.4 (|2]). Olkoon r > 1 ja n > 2r + 4 parillinen. Tall6in

MrID (Cn) -

SIE

Kun n = 2r 4+ 2 tarvitaan huomattavasti suurempi koodi, jotta se olisi

r-identifioiva syklissa C,,.
Lause 3.5 ([2]). Olkoon r > 1. T&ll6in
M,'{D(CQT+2) =2r + 1.

Todistus. Olkoon C' = V3, ., \ {u;}, missé ¢ € Zoyyo. Nyt Io,(tisrq1) = C
ja Ioy(uj) = C\ {ujrri}, kun j # i+ + 1. Siis I-joukot ovat epétyhjia
ja yksikasitteisia eli C' on r-identifioiva koodi syklissd Cs,..o ja ndin ollen
MIP(Cypyn) < 2r + 1.

Todistetaan vield alaraja MIP(Co,i9) > 2r + 1. Olkoon C' r-identifioiva
koodi syklissé C,,. Talloin B, (u;) = Vi, 49 \ {@iyr41} kaikilla u; € V5., ja jos
7 # j, niin

B, (ui) A Br(uj) = {titri1, Ujprin }-
Koska C' on r-identifioiva koodi on toisen symmetrisen erotuksen pisteista
oltava koodisana. Naytetddn, ettd graafin pisteistd korkeintaan yksi voi olla
ei-koodisana. Oletetaan, ettd u, ¢ C ja olkoon j # k + r + 1. Té&ll6in on
oltava

By (tpyri1) A Br(ug) = {ug, wjpria } # 0.

Siis on oltava u;y,41 € C, koska u; oletetiin ei-koodisanaksi. Koska tdma
padttely on voimassa kaikilla j € Zg, 1o\ {k+r-+1}, on oltava C' = V5, ,\{us}.

Tamaé todistaa alarajan ja néin ollen véitteen. O
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Lauseiden 3.3 ja 3.4 nojalla

n
MrL_ID(Cn) = MTID(Cn) = 97
kun n > 2r + 4 on parillinen. Osoittautuukin, ettd kun n on tarpeeksi suuri,
niin lokaalisti r-identifioivien koodien ja r-identifioivien koodien luokat ovat
samat. Nain ei kuitenkaan kiy lyhyissé sykleisséd kuten seuraava esimerkki

osoittaa.

Esimerkki 3.6. Koodi C' = {ug, us} C V] (kuva 2) on lokaalisti 1-identifioiva
koodi syklissa Cy. Siis
METP(Cy) =2

lauseen 3.3 nojalla. Koodi C' ei ole kuitenkaan 1-identifioiva. Lauseen 3.5
nojalla onkin M{P(C,) = 3.

U U
Uus (5]

Kuva 2: Lokaalisti 1-identifioiva koodi, joka ei ole 1-identifioiva graafissa Cy.

Edellinen esimerkki yleistyy seuraavaksi lauseeksi, joka parantaa mer-
kittavasti lauseen 3.5 tulosta syklissd Cs,.19, kun tutkitaankin lokaalisti r-

identifioivia koodeja r-identifioivien koodien sijaan.

Lause 3.7. Olkoon r > 1. Talloin
MrLilD(CQTJFQ) =r—+1

Todistus. Lauseen 3.3 nojalla ML=1P(Cy,,5) > 1+ 1.

Yldrajaa varten ndytetdan, ettd C' = {ug,us,...,us } on lokaalisti 7-
identifioiva koodi syklissé Cs,., 5. Koska jokainen syklin piste on joko koodin C'
koodisana tai sen naapurit ovat koodisanoja, niin I¢,(u) # 0 kaikilla pisteilla

u. Néytetddn vield, ettd Ic,(u) # Ic,(v) aina kun u ja v ovat naapureita.
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Olkoon ¢ € Zsg,, 5 ja olkoon u = u; ja v = u; 41 eli u ja v ovat naapureita. Nyt

kuten lauseen 3.5 todistuksessa

Br(ui) A Br(uz’+1) = {ui+r+17 Uz‘+r+2}‘

Koska toinen jakojaannoksista ¢ +r +1 ja ¢ + 7+ 2 on parillinen, niin toinen

symmetrisen erotuksen pisteistd ;1,41 ja %i4,4+2 on koodisana. Siis

[C,r(ui) A IC,r(uiJrl) a 0.

Nain ollen C on lokaalisti r-identifioiva koodi syklissa Co,1 4 ja

MTLilD(CQTuFQ) =r—+1

Siis

n

2 )

kun n > 2r 4+ 2 ja n on parillinen. Seuraava lause osoittaa, ettd lokaalisti

METP(C,) -

r-identifioivien koodien luokka ja r-identifioivien koodien luokka on sama

koodiluokka syklissé C,,, kun n on tarpeeksi suuri.

Lause 3.8. Olkoon n > 4r ja olkoon C' C V,, koodi syklissé C,. Téalloin C

on lokaalisti r-identifioiva koodi, jos ja vain jos C' on r-identifioiva koodi.

Todistus. Jos C' on r-identifioiva koodi syklissd C,,, niin talléin se on myos
lokaalisti r-identifioiva koodi.

Oletetaan sitten, ettd C' on lokaalisti r-identifioiva koodi syklissa C,, eli
joukot I, (u) ovat epétyhjia kaikilla pisteilld u ja Io,(u) # Io,(v), kun u ja
v ovat naapureita. Tehdaédn vastaoletus, ettd C' ei ole r-identifioiva. T&ll6in
on olemassa sellaiset erisuuret i, j € Z,, ettd Ic,(u;) = Ic,(u;). Koska C on
lokaalisti r-identifioiva koodi, on oltava d = d(u;,u;) > 2. Toisaalta, koska
I-joukot ovat epéatyhjid, on oltava d < 2r. Yleisyytta loukkaamatta voidaan
olettaa, ettd j =1 + d.

Koska n — d > 2r, kun n > 4r, niin unioni B, (u;) U B,(u;1+4) koostuu
polun w;_, —> ;144 pisteisté ja leikkaus B, (u;) N B, (u;1+q) koostuu polun

Uitd—r — Uiy, pisteistd. Siis
Br(ui) A Br(ui+d) = {Ui—r, e ,Ui+d—r—1} U {U¢+r+1, e 7ui+d+r}-
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Koska
By(u;) A By (tig1) = {tizr, Uiy14r} € Br(us) A By (Uiva),

on
Io, () A Ior(uis) = Ior(w;) & Io, (tia) = 0,

miké on ristiriidassa sen kanssa, ettd C' on lokaalisti r-identifioiva koodi. Siis

C on r-identifioiva koodi syklissa C,,. m

Esimerkki 3.9. Edellisen lauseen ehto n > 4r on esimerkin 3.6 nojalla valt-
tdmaton, kun » = 1. Suuremmilla peittosédteen r arvoilla ehtoa voidaan hie-
man heikentdd. Esimerkiksi tapauksessa r = 2 riittda vaatia, ettd n > 7.
Perustellaan tétd hieman. Voidaan olettaa, ettd n € {7,8}. Edellinen lause-
han toimii, kun n > 8. Oletetaan, ettd C' on lokaalisti 2-identifioiva koodi
syklissd C;. Tehdéén taas vastaoletus, ettd C ei ole 2-identifioiva eli ettd on
sellaiset eri pisteet u ja v, ettd Ioo(u) = Io2(v). Voidaan olettaa, ettd u = ug
ja v = ug, missé d = d(u,v). Jos n—d > 4, niin todistus on sama kuin edelli-
sessé lauseessa. Voidaan siis olettaa, ettd d € {3,4}. Syklissi C7 ei ole pisteita

etéisyydelld 4 toisistaan, joten voidaan olettaa, ettd d = 3. Talloin
B2(U0) JAN B2(U3) = {U07 us, U4,U6}-

Vastaoletuksen mukaan o o(uo) A Ioa(us) =0, joten |C| < 7—4 = 3, mikd
on mahdotonta, silld lauseen 3.3 nojalla |C| > 4. Kun n = 8, menetelldin

samaan tapaan.
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4 Lokaalista identifioinnista binaarisessa hy-

perkuutiossa

4.1 Binaarinen hyperkuutio ja binaariset koodit

Téassé osiossa tarkastellaan binddristd n-ulotteista hyperkuutiota eli bindd-
ristd n-ulotteista Hammingin avaruutta FY, missd Fy = {0,1} on kertalu-
kua 2 oleva kunta ja n on positiivinen kokonaisluku. Siis bin&drinen hy-
perkuutio siséltda kaikki mn-pituiset binddrisanat. Tunnetusti F5 on vekto-
riavaruus yli kunnan Fy ja silld on luonnollinen kanta {ei,...,e,}, mis-
si e; = (e1,...,e,) € FY on se bindérisana, jolle ¢; = 1 ja e; = 0 ai-
na kun j # ¢. Jos ei ole sekaannuksen vaaraa, voidaan merkitd lyhyesti
x = (r1,%9,...,%,) = T1To- - T,. Tamén alaluvun esitys seuraa pitkalti
kirjaa [10] ja luentomonisteita [16, 17].

Madritelladn kahden bindérisanan @ = (x1,...,2,),y = (Y1,.-.,Yn) € Fy

summa kuten vektoreille eli
T+yY=(T1+y, T2+ Y2 Tn + Yn)

ja pistetulo
(,y) = 2191 + 2292 + .+ TuYn.
Sanojen x ja y (Hammingin) etdisyys dy(x,y) = d(x,y) on niiden kohtien

lukumaéadra, joissa ne eroavat toisistaan eli

d(z,y) = [{i | ©:i # vi}|-

Bindérisanan x (Hammingin) paino w(x) on siiné esiintyvien ykkosten luku-

madrd. Sanojen ¢,y € F etédisyys on Hammingin painon avulla ilmaistuna

dlz,y) =w(x +vy).

Huomautus 4.1. On luonnollista ajatella bindérista n-ulotteista hyperkuu-
tiota graafina G = (F}, F), jonka pisteitd ovat kaikki n-pituiset bindérisanat
ja {x,y} € E, jos ja vain jos d(x,y) = 1. Ilman sekaannusta sanotaan, etti
F% on graafi, kun viitataan graafin G = (Fj, F). Kuvassa 3 on piirrettyné

hyperkuutio Fs.
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010 CF o011

Kuva 3: Hyperkuutio F3 graafina.

Maaritelladn r-sateinen a-keskinen pallo kuten yleiselle graafille
B(x) = {y € F3 | dy, =) <r}.

Kutsutaan tata erityisesti Hammingin palloksi. Kéytetdan r-sateisen Ham-

mingin pallon sanojen lukumaéaéaralle merkintéa

n
V(n,r) = ; (z)
Esimerkki 4.2. Perustellaan nyt, ettd bindarinen hyperkuutio F} on kol-
miovapaa graafi. Olkoot € F} ja y € Fy sellaiset sanat, ettd d(x,y) =1 ja
olkoon i € {1,...,n} se kohta missd ndmé kaksi sanaa eroavat eli y = x +e;.
Riittad nayttad, ettd By(x) N Bi(y) = {x, y}. Tehddin vastaoletus, ettd on
sellainen z € F}, ettd z # x, z # y ja z € By(x) N By (y). Talloin on sellaiset
Jke{l,....n},j#kFi,etthz=xc+e;=y+e,=x+e; + e, Tami

on ristiriita, koska e; # e; 4 e;. Siis [ on kolmiovapaa.

Koodia binaérisessa hyperkuutiossa [y sanotaan binddriseksi n-pituiseks:
koodiksi. Koodin C' peittoside R(C') on pienin sellainen positiivinen koko-
naisluku, ettd jokaisen bindérisanan x € FJ etdisyys jostakin koodisanasta
c € C on korkeintaan R(C) eli

R(C) = max{d(x,C) | x € Fy},

missd d(x,C') = min{d(z,c) | ¢ € C}. Siis C C Fy on R-peittokoodi, jos
sen peittosidde on korkeintaan R. Kéytetddn merkintdd K (n, R) pienimmén

R-peittokoodin koodisanojen lukuméarasta avaruudessa 5.
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Lause 4.3 (Pallopeittoraja).
K(n,R) > 2
n —_—.
7= V(n,R)

Todistus. Olkoon C' C [} R-peittokoodi eli jokainen & € Fj on R-peitetty

vahintddn yhdelld koodisanalla ¢ € C. Siis @ € Bg(c) ja néin ollen

| Br(c) = F3.

ceC
Siis
> |Br(e)| > |Fy|
ceC
eli
V(n, R)|C| > 2",
josta saadaan
2n
Cl > )
cl= V(n, R)

Lause 2.9 ja esimerkki 4.2 antavat seuraavan lauseen.

Lause 4.4. Koodi C' C 7 on lokaalisti 1-paikallistava-dominoiva koodi, jos

ja vain jos C' on 1-peittokoodi. Néin ollen
M{~HP(F3) = K(n,1).

Esimerkki 4.5. Olkoon x,y € Fj. Tutkitaan pallojen B;(x) ja Bi(y) leik-
kausta
By(x) N Bi(y)

eli sanoja, jotka sekéd x ettd y 1-peittavit. Perustellaan, etta tassé leikkauk-

sessa on joko 0,2 tai n + 1 sanaa.
e Jos x =y, niin |Bi(x)NBi(y)| = |Bi(x)| = |Bi(y)| = V(n,1) = n+1.
e Jos d(x,y) =1, niin By(x) N Bi(y) = {x,y}.

e Jos d(x,y) = 2, niin By(x) N Bi(y) = {x + e;,x + e}, missd i,j €

{1,...,n} ovat ne kohdat, joissa  ja y eroavat.
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e Jos d(x,y) > 3, niin By(x) N By(y) = 0.

Tutkitaan viela kolmen pallon leikkausta. Olkoot &, # x5 # @3 ja olete-

taan lisdksi, etta
A= Bl(wl) N Bl(332> N Bl(wg) 7é @

Télloin on oltava d(x;, ;) < 2, kun 4,5 € {1,2,3}. Jos x; € A, niin télléin
d(x1,22) = 1 ja d(xy,x3) = 1. Koska A C By(x1) N By(xs) = {1, x2} ja
A C By(x1) N By(x3) = {x1, 3} on oltava A = {x;}. Tapaukset o, € A
ja x3 € A ovat samankaltaisia ja saadaan ylla olevasta vaihtamalla sanojen
rooleja sopivasti.

Oletetaan sitten, ettd y € A,y # ®,y # x2,y # x3. Nyt on oltava
d(x;, x;) = 2, kun 4,5 € {1,2,3},i # j. Muutoinhan muodostuisi kolmio.
Nyt y = 1 + ey, = 2+ €, = T3 + ey, missa k; on se kohta, missd x; ja
y eroavat. Selvasti ky # ko # ks, silld &1 # xo # x3. Luvut k; madraytyvit

yksikésitteisesti. Siis pallojen leikkaus A siséltda yksikésitteisen sanan.
Madéritelladn koodien suora summa.

Maaritelméa 4.6. Olkoon C) C 3, Cy; C F3' koodeja. Niiden suora summa

on koodi
Cl D 02 = {(01,02) € Fngm ’ Cc| € 01,02 € Cg} Q ]FSer

Koodin C & (5 peittosdde on Ry + Rs, kun R; on koodin C] peittosiade ja
R5 on koodin C5 peittosade.
4.1.1 Lineaariset koodit

Esitetdan nyt lyhyesti lineaarisia koodeja koskevat asiat. Téassa vektoriava-
ruuden F7 alkioita ajatellaan vaakavektoreina ellei toisin mainita. Viitataan

edelleen kirjaan [10] ja luentomonisteisiin [16, 17].

Maaritelméa 4.7. Koodin C C [} sanotaan olevan lineaarinen, jos se on

vektoriavaruuden F3 aliavaruus. Kun lineaarisen koodin C' dimensio on k,

18



niin |C] = 2*. Lineaarisen koodin C, jonka dimensio on k, generaattorimat-

71181 on matriisi

Ci
Co
G=G{)= :
Cr
missé {¢1, ¢y, ..., ¢} on jokin koodin C' kanta. Lineaarista koodia C' C F%,

jonka dimensio on k, sanotaan [n, k|-koodiksi. Jos lisdksi halutaan korostaa,
ettd koodin C' peittoséde on R, sanotaan, ettd C' on [n, k] R-koodi.

Lineaarisen koodin C' duaalikood: on koodi
Ct ={x € F} | (x,c) = 0 kaikilla ¢ € C}.

Jos koodin C' dimensio on k, niin sen duaalikoodin dimensio on n—k eli [n, k|-
koodin duaalikoodi on [n,n — k]-koodi. Duaalikoodin generaattorimatriisia
H sanotaan koodin C' tarkistusmatriisiksi. Koodi C' voidaan kirjoittaa sen

tarkistusmatriisin avulla joukkona
C={xcFy| Hz" =0}.
Sanaa Hx! sanotaan sanan x € F} syndromiksi koodin C' suhteen.

Esimerkki 4.8. Olkoon C' C [Fj lineaarinen koodi jonka dimensio on k
ja olkoon G sen generaattorimatriisi. Koska generaattorimatriisin G' vaa-
karivit muodostavat koodin C' kannan, muodostavat ne lineaarisesti riippu-
mattoman joukon eli matriisin G aste on k. Siis vaakarivimuunnoksia teke-
maélld saadaan vaakariviekvivalentti matriisi, joka sisaltda k-pituiset pystyri-
vit (1,0,...,0)%,(0,1,0,...,0)7,...,(0,0,...,0,1)T. Niiden pystyrivien vii-
lissd voi kuitenkin olla muita pystyriveja. Vaihtamalla sopivasti pystyrivien
paikkoja saadaan matriisi G’, joka on muotoa (Iy, P), missd I on kxk-
identiteettimatriisi ja P on jokin kx(n — k)-matriisi. Td4t4 muotoa sanotaan
standardimuodoksi. On huomattava, ettd matriisit G ja G’ voivat méarata
eri koodit. Nama koodit ovat kuitenkin siind mielessa ekvivalentit ettd niiden
parametrit ovat samat eli esimerkiksi ndiden koodien peittositeet ovat samat.
Kun koodin C' generaattorimatriisi on standardimuodossa G = (I, P), niin

tillsin sen tarkistusmatriisi on H = (P71, I, 4).
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Otetaan kiyttoon seuraava perustulos.

Lause 4.9. Olkoon C' [n, k]-koodi ja olkoon H = (hT|hI|...|hT) sen tarkis-
tusmatriisi, missi hy, ho, ..., h, € F27" Koodin C peittoside R on pienin
sellainen kokonaisluku, etté jokainen & € F}~* voidaan kirjoittaa korkeintaan

R-pituisena summana matriisin H pystyrivejé.

Maaritelma 4.10. Olkoon Hj sellainen sx (2% — 1)-matriisi, joka sisiltda jo-
kaisen nollasta eroavan s-pituisen binaérisanan pystyrivindan tdsmalleen ker-
ran. Koodia H, C F2 !, jonka tarkistumatriisi on H,, sanotaan binddriseksi
Hammingin koodiksi. Hammingin koodi on téydellinen [2° —1,2° — 1 — s]1-
koodi.

Esimerkki 4.11. Tarkastellaan biniéristd hyperkuutiota F} ja erdsti Ham-

mingin koodia Hz C F5. Olkoon tdméin Hammingin koodin tarkistusmatriisi

1001011
H;=|10 101101
0010111

Tarkistusmatriisi H3 on standardimuodossa, joten koodin Hj generaattori-

matriisi on esimerkin 4.8 nojalla

1 101000

01 1 0100
G —

1 01 0010

1 110001

4.2 Lokaalisti identifioivat koodit binaarisessa hyper-

kuutiossa

Lauseen 4.4 nojalla lokaalisti 1-paikallistavien-dominoivien koodien luokka on
sama kuin 1-peittokoodien luokka bindérisessd hyperkuutiossa, joten kaik-
ki 1-peittokoodeja koskevat tulokset ovat myos lokaalisti 1-paikallistavia-
dominoivia koodeja koskevia tuloksia (n#itd on esimerkiksi kirjassa [10]).

Esimerkiksi artikkelissa [21] on tutkittu 1-paikallistavia-dominoivia koodeja
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bindarisessd hyperkuutiossa. Aloitetaan kdymaélla lyhyesti ldpi joitain tun-
nettuja tuloksia koskien 1-identifioivia koodeja binédéarisessa hyperkuutiossa.
Sen jélkeen esitetddn vastaavia tuloksia lokaalisti 1-identifioiville koodeille
binaarisessa hyperkuutiossa. Kéaytetdan pienimméan bindérisen n-pituisen 1-
identifioivan koodin koodisanojen lukumaérasta merkintad M;(n) ja pienim-
mén bindérisen n-pituisen lokaalisti 1-identifioivan koodin koodisanojen lu-
kumiiristi merkintdd ML (n). Koska 1-identifioivat koodit ovat lokaalisti 1-
identifioivia koodeja, niin ML (n) < Mi(n) aina kun n > 2 (lukuja ME(1) ja
M;(1) ei ole mééritelty).

4.2.1 Tunnettuja tuloksia 1-identifioiville koodeille bindarisessa

hyperkuutiossa

Esimerkki 4.12. Tarkastellaan hyperkuutioita Fy, kun n = 1 tai n = 2.
Hyperkuutio Fs on isomorfinen polun P, kanssa eikd néin ollen ole 1-
identifioituva. Téllsinhdn N[0] = N[1] = {0,1} = Fy. Hyperkuutio F3 on
puolestaan isomorfinen syklin C4 kanssa ja niin ollen M;(2) = M{"(C,) = 3.

Yleisesti I} on r-identifioituva, kun 0 <r <n — 1.

Esimerkki 4.13. Niytetdén, ettd M;(3) = 4. Oletetaan, ettd C' C F3 on
1-identifioiva koodi ja olkoon ¢ € C'. Voidaan olettaa, ettd ¢ = 000. Koska C

on l-identifioiva koodi, niin sen taytyy l-erottaa suljetun naapuruston
Nlc] ={c,c+e;,c+ ey, c+es}

sanat ja 1-peittdd kaikki painoa kaksi olevat sanat. Tahan tarvitaan viela
vahintddn kolme koodisanaa. Siis |C| > 4.

Toisaalta esimerkiksi koodit C; = {000,110,011,101} ja Cy =
{000, 100,010, 111} ovat 1-identifioivia koodeja. Néin ollen M;(3) = 4.

Seuraavat kolme lausetta esitettiin ja todistettiin artikkelissa [3]. Sivuu-
tetaan kahden ensimmaisen todistukset. Myohemmin esitetdan vastaavat tu-
lokset lokaalisti 1-identifioiville koodeille ja néiden todistukset ovat hyvin

samankaltaiset vanhojen todistusten kanssa.
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Lause 4.14. Olkoon C C F7 1-identifioiva koodi. Télloin koodi
C'=F,®C CFyt!

on l-identifioiva, jos ja vain jos |I¢1(c)| > 2 kaikilla ¢ € C'.

Lause 4.15. Olkoon C C F7 1-identifioiva koodi. T&ll6in my6s koodi
C'=F;®C CFyt?

on l-identifioiva ja néin ollen M;(n + 2) < 4M;(n).

Lause 4.16. Olkoon C' C F% sellainen koodi, ettd |Ic;(x)| > 3 kaikilla
x € [F}. Télloin C' on 1-identifioiva koodi.

Todistus. Olkoon x € 5. Oletuksen mukaan on olemassa sellaiset koodisanat
ci,cy,c3 € Cettd ey € Ioi(x),c0 € Ioi(x) ja ez € Ioi(x). Esimerkin 4.5
nojalla & on yksikésitteinen sana, jonka koodisanat ¢, cy ja c3 1-peittévit.
Niin ollen /¢ () on yksikésitteinen ja epétyhjé eli C' on 1-identifioiva koodi.

O

Seuraava alaraja esitettiin ja todistettiin jo artikkelissa [24], jossa esitel-

tiin identifioivan koodin késite. Artikkelissa [3] sille esitettiin uusi todistus.

Lause 4.17. Olkoon n > 2. Talloin

Seuraavat luvun M (n) tarkat arvot vield tunnetaan.
o Mi(4) =7 ([3]).
e M;(5) =10 ([24]).
e M;(6) =19 ([14)]).

o My(7) =32 ([3]).
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4.2.2 Lokaalisti 1-identifioivista koodeista binAarisessid hyperkuu-

tiossa

Esimerkki 4.18. Kuten esimerkissa 4.12 todettiin Fy on isomorfinen polun
P, kanssa eikil niin ollen ole lokaalisti 1-identifioituva. Hyperkuutio F3 on
puolestaan isomorfinen syklin C, kanssa ja niin ollen M{(2) = MF1P(C,) =
2 < 3= M;(2). Koodi C' = {00, 11} on optimaalinen lokaalisti 1-identifioiva
koodi.

Esimerkki 4.19. Perustellaan, ettd hyperkuutiossa F3 lokaalisti 1-
identifioivien koodien ja 1-identifioivien koodien luokat ovat samat. Olete-
taan, ettd C' C F3 on lokaalisti 1-identifioiva koodi ja tehddén vastaoletus,
ettd C ei ole 1-identifioiva. Tallin on olemassa sellaiset © € F3 jay € 3, etté
Ici(x) = Ic1(y). Koska C on lokaalisti 1-identifioiva, on oltava d(x,y) > 2.
Toisaalta ei voi olla d(x,y) = 3, silld talloin olisi Nz] N N]y] = 0 eli on
oltava d(x,y) = 2. Yleisyytta loukkaamatta voidaan sanoa, ettd & = 000 ja

y=x+ e + ey =110. Koska Io;(x) = Ic1(y), on oltava
N[z] A Nly] = {000,001,110,111} CF3\ C
ja néin ollen
C CF;\ N[z] A N[y] = {100,010,011,101} = C".

Nyt erityisesti koodin C” on oltava lokaalisti 1-identifioiva koodi, koska C' on
lokaalisti 1-identifioiva koodi. Kuitenkin ¢ 1(010) = I 1(011) = {010,011}
ja Icr1(100) = Iev 1(101) = {100, 101}. Tamé on ristiriita. Néin ollen lokaa-
listi 1-identifioivien ja 1-identifioivien koodien luokat ovat samat hyperkuu-
tiossa 5 ja M[(3) = M, (3) = 4.

Esimerkki 4.20. Tarkastellaan hyperkuutiota F; ja koodia C =
{0000, 0100,0010,0111,1111,1101}. Tutkimalla I- joukkoja ndhd&én, ettd C
1-peittid jokaisen avaruuden Fj sanan ja l-erottaa kaikki naapurit eli C' on
lokaalisti 1-identifioiva koodi. Koodi C' ei ole kuitenkaan 1-identifioiva koo-
di, silld esimerkiksi /¢1(0001) = {0000} = I 1(1000). Liséksi huomataan,
ettd ottamalla koodin C 0-alkuiset sanat ja poistamalla néistd sanoista en-
simméinen koordinaatti, saadaan koodi C’ = {000, 100,010,111} C F3, joka
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todettiin aiemmin 1-identifioivaksi koodiksi. Tétd menetelméd sanotaan ly-

hentimiseksi (shortening).

Lause 4.21.
Ml(4) =6.

Todistus. Edellisen esimerkin nojalla riittdd niyttid, etti ML (4) > 6. Ole-
tetaan, ettd M{(4) < 6. Tilldin on olemassa lokaalisti 1-identifioiva koodi
C C T3, jolle |C] = 5. Selvistikdén ei voi olla |I¢(x)| = 1 kaikilla « € F3.
Voidaan olettaa, ettd |Ic;(0000)| > 2. Jos |I¢1(0000)| = 5, niin talloin C' ei
1-peité kaikkia sanoja. Jos |1¢1(0000)| = 4, niin jaljelld oleva yksi koodisana
el riita 1-erottamaan sanaa 1111 naapureistaan.

Kasitelladn jaljelle jadvat tapaukset erikseen.

e Oletetaan, ettd |Ic1(0000)] = 3. Namé kolme suljetun naapuruston
N[0000] koodisanaa eivét 1-peité joukon N[1111] sanoja. Tarvitaan vé-
hintdan kolme koodisanaa tdman joukon sanojen 1-peittamiseksi ja 1-

erottamiseksi naapureistaan. Tamé on ristiriita.

e Oletetaan, ettd |I-1(0000)] = 2 ja 0000 € C. Voidaan olettaa, et-
ta 1000 € C. Jotta C' 1-erottaisi koodisananaapurit 0000 ja 1000, on
koodisanalla 1000 oltava vield vahintaan yksi koodisananaapuri. Tama
koodisana on jokin painoa kaksi oleva sana, jonka ensimméinen koor-
dinaatti on 1. Namé kolme koodisanaa eivit 1-peitd suljetun naapu-
ruston N[0111] sanoja. Tarvitaan vihintdén kolme koodisanaa néiden
viiden sanan 1-peittdmiseksi ja 1-erottamiseksi naapureistaan. Tama

on ristiriita.

e Oletetaan, ettd |I-1(0000)] = 2 ja 0000 ¢ C. Voidaan olettaa, ettd
1000 € C ja 0100 € C'. Nama kaksi koodisanaa eivit 1-peita joukkojen
N[1111] ja N[0011] sanoja. Naiden joukkojen sanat voidaan 1-peittaa
ja l-erottaa naapureistaan tédsmaélleen kolmella koodisanalla kahdella
eri tavalla: ottamalla koodisanoiksi pisteet 0011,0111 ja 1111 tai pisteet
0011,1011 ja 1111. Ensimmaisesséa tapauksessa koodi C' ei 1-erota sanaa

1000 naapureistaan 1010 ja 1001 ja toisessa tapauksessa koodi C' ei
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l-erota sanaa 0100 naapureistaan 0110 ja 0101. Siis tarvitaan vield

vahintddn kuudes koodisana. Ta4mé on ristiriita.
Niin ollen ME(4) > 6, miki todistaa viitteen. O

Lauseista 4.14 ja 4.15 saadaan versiot my0s lokaalisti 1-identifioiville koo-
deille.

Lause 4.22. Olkoon C C F% lokaalisti 1-identifioiva koodi. Téll6in koodi
C'=F,®C CFyt!
on lokaalisti 1-identifioiva, jos ja vain jos |Ic1(c)| > 2 kaikilla ¢ € C.

Todistus. Oletetaan, ettd C’ on lokaalisti 1-identifioiva. Tehdadn vastaoletus,
etté on sellainen ¢ € C, ettd Ic1(c) = {c} ja todetaan, ettd télléin C” ei 1-
erota naapureita (0, c) ja (1, ¢), miké on ristiriita. Siis on oltava |I¢;(€)| > 2
kaikilla ¢ € C.

Oletetaan sitten, ettd |Ic1(c)| > 2 kaikilla ¢ € C. Olkoon ¢’ = (a,x) €
Fy*! missi a € Fy ja & € FE. Jos & € C, niin Ior (2') = {(a + 1,2)} U
{(a,e) | e € Ig1(x)}. Jos @ ¢ C, niin Ior1(x') = {(a,c) | ¢ € Io1(x)}. Siis
Icr1(x') # 0, koska oletuksen mukaan I (x) # 0. Olkoon ' ja y' = (b, y)
naapureita. Jos a = b, niin télléin @ ja y ovat naapureita. Koska C' on
lokaalisti 1-identifioiva koodi, niin I (x) # I (y). Talloin myos Ior i (2') #
Icr 1(y'). Oletetaan sitten, ettd a # b eli on oltava = y, koska @’ ja y’ ovat
naapureita. Oletuksen mukaan on sellainen ¢ € I¢ (x) = Ic1(y), ettd ¢ #
x =1y. Nyt {(a,¢),(b,e)} C Ioa(x') Alca(y') eli Ioni(x') A Toa(y') # 0.
Siis C” on lokaalisti 1-identifioiva koodi. O

Lause 4.23. Olkoon C' C I} lokaalisti 1-identifioiva koodi. T&lloin myos
koodi
C'=F;®C CFyt?

on lokaalisti 1-identifioiva ja niin ollen MF(n + 2) < 4MF(n).

Todistus. Olkoon z = (x,a,b), missd « € F} ja a,b € Fy. Jos € C, niin

talloin esimerkin 4.5 nojalla z on yksikésitteinen sana, joka on 1-peitetty
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koodisanoilla (x,a,b) € C’, (x,a + 1,b) € C" ja (x,a,b+ 1) € C'. Jos © &
C, niin talloin kaikki koodisanat, jotka 1-peittédvat sanan z, ovat muotoa
(c,a,b),c € I (). Siis Io1(z) # 0 kaikilla 2 € Fyt? ja Ior1(2) # o1 (2))
aina kun z ja z’ ovat naapureita, koska C oletettiin lokaalisti 1-identifioivaksi

koodiksi avaruudessa . O]

Lauseen 4.16 ehtoja voidaan hieman heikentéd. Saadaan seuraavat kaksi

lausetta.

Lause 4.24. Olkoon C' C F7 sellainen koodi, ettéd |Ic1(c)| > 3 kaikilla ¢ € C
jallci(x)| > 1 kaikilla € F4\C. Talloin C' on lokaalisti 1-identifioiva koodi.

Todistus. Oletusten mukaan Ic;(x) # 0 kaikilla @ € F}. Olkoon = € FY ja
y € [F} naapureita. Jos ¢ on koodisana, on se 1-peitetty vahintdan kolmella
koodisanalla ja koska kolme koodisanaa voi 1-peittda yhteisesti korkeintaan
yhden sanan esimerkin 4.5 nojalla, on joukko I¢(c) yksikésitteinen. Siis jos
vahintdan toinen sanoista @ ja y on koodisana, koodi C' 1-erottaa ne. Jos taas
x ja y ovat ei-koodisananaapureita, niin ne l-erottuvat, koska lauseen 4.4

nojalla C' on 1-peittokoodina lokaalisti 1-paikallistava-dominoiva koodi. [

Lause 4.25. Olkoon C' C F7 sellainen koodi, etté |I¢1(c)| = 1 kaikilla ¢ € C
jallci(x)| > 2 kaikilla € F4\C. Télloin C on lokaalisti 1-identifioiva koodi.

Todistus. Oletusten mukaan Ic;(x) # 0 kaikilla € F5. Olkoon = € F3
ja y € F7 naapureita. Jos toinen néistd on koodisana, niin on sen /-joukko
oletusten nojalla yksikésitteinen. Jos taas molemmat ovat ei-koodisanoja,
niin ne l-erottuvat, koska lauseen 4.4 nojalla C' on 1-peittokoodina lokaalisti

1-paikallistava-dominoiva koodi. O

4.2.3 Alaraja luvulle M{(n)

Luvulle M{(n) saadaan alaraja tutkimalla koodisanojen osuuksia. Aloitetaan

todistamalla ylaraja lokaalisti 1-identifioivan koodin koodisanan osuudelle.

Lemma 4.26. Olkoon n > 3 ja olkoon C' C F¥ lokaalisti 1-identifioiva koodi.

Talloin

3n —2
<
s(e) < 2

26



kaikilla ¢ € C.

Todistus. Oletetaan, ettd C' C F7 on lokaalisti 1-identifioiva koodi ja olkoon

c € C. Talloin koodin C' taytyy l-erottaa avoimen naapuruston
N(c)={c+ey,...,c+e,}

sanat koodisananaapuristaan c.

Jos mikddn sanoista ¢ + e; (j € {1,...,n}) ei ole koodisana eli jos
Ici(c) = {c}, niin tdlléin jokainen niistd on 1-peitetty vihintdén kah-
della koodisanalla, jotta C' 1l-erottaisi ne naapuristaan c¢ eli on oltava
|Ic1(c+ e;)| > 2 kaikilla j € {1,...,n}. Siis

1 = 1
sl)= —— 4y — <14 .
©) = @] T L ot e =3

Oletetaan sitten, ettd koodisanalla ¢ on vahintéddn yksi koodisananaapuri
eli ettd ¢ + e, € C jollakin k € {1,...,n}. Talloin ¢ + e l-erottaa sanan c
joukon N(c)\ {c+ ey} sanoista. Jotta C' 1-erottaisi myos koodisananaapurit
c ja c+ ey, on toisella niista oltava vahintdéan kaksi koodisananaapuria eli on
oltava |Ic1(c)| > 3 tai [Io1(c+ e;)| > 3. Molemmissa tapauksissa |Ic;(c +
e;)| > 2 jollakin [ € {1,...,n} \ {k}. Siis suljetussa naapurustossa N|c] on
vahintdan yksi sana, joka on 1-peitetty vdhintdan kolmella koodisanalla ja
vahintdan kaksi sanaa, jotka on 1-peitetty vdhintdéan kahdella koodisanalla
ja néin ollen
3n —2
7

1 1
< Z .z —92) =
s(c)_3+2 2+(n 2)

Kun n >4, niin 1+ § < 3"3_2.
Tutkitaan tilannetta, kun n = 3. Koska koodisanalla ¢ on kolme naapuria,
ei ole mahdollista, ettd jokainen niistd olisi 1-peitetty tasmélleen kahdella

koodisanalla, kun I 1(c) = {c} eli téssékin tapauksessa

S(c)§3n3—2(: g)
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Edellinen lemma ja lause 2.11 antavat seuraavan lauseen.

Lause 4.27. Kun n > 3, niin

My (n) 2 3n—2

Esimerkki 4.28. Myohemmin nahdéén, ettd edellisen lauseen antama ala-
raja saavutetaan, kun n = 5, miké tarkoittaa, etté sitd ei voida enéé yleisesti
parantaa. Myos lauseen 4.17 saavutetaan, kun n = 5 (M;(5) = 10) eli sité-
kdan ei voida yleiseti parantaa. Taulukossa 1 on vertailtu edellisen lauseen
antamaa alarajaa luvulle M[(n) ja lauseen 4.17 antamaa alarajaa luvul-
le M;(n) sekd pallopeittorajan (lause 4.3) antamaa alarajaa 1-peittokoodin
koolle eli luvulle K(n,1), kun 3 < n < 10. Edellisen lauseen antaman ala-
rajan luvulle M (n) ja pallopeittorajan antaman alarajan luvulle K(n, 1)

suhde on g
Pt 5

3n—2
3n—2

o =1+
n+1

Taméa suhde lahestyy lukua 1, kun n — oo. Lauseen 4.17 antaman alarajan
luvulle M (n) ja pallopeittorajan antaman alarajan luvulle K (n, 1) suhde on
puolestaan

nV(n,1) 4

V(n,2) T Rt int2
Tamé suhde ldhestyy lukua 2, kun n — oco. Namé ovat mielenkiintoisia ha-
vaintoja ja antavat viitteita siihen suuntaan, ettd bindérisessa hyperkuutios-
sa lokaalisti 1-identifioivien koodien luokka olisi lahempéné 1-peittokoodien

luokkaa kuin 1-identifioivien koodien luokkaa.

4.2.4 Ylarajoja luvulle ME(n)

Esitetddn nyt joitain yleisida konstruktioita lineaarisille lokaalisti 1-

identifioiville koodeille.

Lause 4.29. Olkoon m > 3 ja n = 2™ — 2. Talloin

Ml (n) <221
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n | Alaraja luvulle M (n) | Alaraja luvulle M;(n) | Pallopeittoraja
3 4 4 2
4 ) 6 4
5 8 10 6
6 12 18 10
7 21 31 16
8 35 o6 29
9 62 101 52
10 110 183 94

Taulukko 1: Lauseen 4.27 antamia alarajoja luvulle M{(n) ja lauseen 4.17
antamia alarajoja luvulle M (n) seké pallopeittorajan antamia alaroja luvulle

K (n, 1) pienilld luvun n arvoilla.

Todistus. Tarkastellaan koodia C' C [y, jonka tarkistusmatriisi on
H = (Hmfl ’ Hmfl)a

missd H,,_; on binddrisen (2! — 1)-pituisen Hammingin koodin tarkis-
tusmatriisi. Néin ollen matriisi H sisdltdd jokaisen (m — 1)-pituisen nolla-
sanasta eroavan binddrisanan pystyrivindan tdsmaélleen kaksi kertaa. Olkoot
hT ... hT matriisin H pystyrivit.

Olkoon ¢ € C. Koska H(c+ e;)" = He" + He! = 0+ h! # 0 kaikilla
i € {1,...,n},niin Ic1(c) = {c}. Oletetaan sitten, ettd ¢ C'eli Hx" = hy,
jollakin k € {1,...,n}. Koska matriisi H sisiltda jokaisen pystyrivinsé kaksi
kertaa, niin hy, = h; jollakin [ € {1,...,n},l # k. Néin ollen

H(x+e,) =0=H(x+¢e)"

eli Ic1(x) = {x+ex, x+ €}, koska H siséltad jokaisen pystyrivinsd tasmél-
leen kaksi kertaa. Lauseen 4.25 nojalla C' on lokaalisti 1-identifioiva koodi ja

lisdksi sen koodisanojen lukumaéré on

|C| _ 22m727(m71) _ 22m7m71

Y

miki todistaa vaitteen. ]
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Esimerkki 4.30. Edellisen lauseen nojalla koodi C' C ]Fg, jonka tarkistus-

matriisi on
1 1 1
- 0 01 ’
01 1011

on lokaalisti 1-identifioiva koodi ja nain ollen
ME(6) < 16.

Lauseen 4.27 nojalla

3.926
M{(6) 2 35— =12

eli ME(6) € {12,13,14,15,16}.

Esimerkki 4.31. Olkoon n = 2™ — 2. Lause 4.27 antaa alarajan

3. 22”—2 3. 22m—5
ME(n) > = -
()= 3.2m—2)—2 3.2m3_1
ja lause 4.29 antaa ylarajan
Mi(n) <227 —m=t =y,

Naiden lukujen suhde on

y 227mmmbo3.omei—1) 5 1

a 3.22m5 7 3.2m

ja £ — 2, kun m — oo. Tdmé tarkoittaa sité, ettd suurilla luvun m arvoilla

lauseen 4.29 antama yldraja antaa ldhes kaksi kertaa liian suuren koodin, jos

optimaalisen lokaalisti 1-identifioivan koodin koko on ldhelld alarajaa.

Lause 4.29 antaa ylirajan luvulle M (n), kun n on tiettyd muotoa. Tut-
kitaan nyt 16ydettaisiinkd yleisimpikin konstruktio antamalla sopiva tarkis-
tusmatriisi. Lahdetaén taas liikkeelle Hammingin koodin tarkistusmatriisista
H,.. Tarkastellaan talld kertaa lineaarista koodia C' C ]F%S’Hk, jonka tarkis-
tusmatriisi on

H = (Hs ’ Osxk)

— siis (2% — 1)-pituisen Hammingin koodin tarkistusmatriisi, jonka peréén on

lisitty k kappaletta nollasarakkeita. Jos k = 0, niin C' on (2° — 1)-pituinen
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Hammingin koodi, jolloin jokainen sana on 1l-peitetty yksikésitteiselld koo-
disanalla eikd C' néin ollen ole lokaalisti 1-identifioiva koodi. Jos £ = 1, on
jokaisella koodisanalla tédsmaélleen yksi koodisananaapuri eikd C' néin ollen
l-erota naita koodisananaapureita.

Oletetaan sitten, ettd &k > 2. Jos ¢ € C, niin |Ig (c)] = k+1 > 3.
Oletetaan sitten, ettd & ¢ C. Télloin |Io1(x)| = 1, koska jokainen nollasta
eroava pystyrivi esiintyy tasmalleen kerran tarkistusmatriisin H pystyrivina.
Nain ollen C' on lauseen 4.24 nojalla lokaalisti 1-identifioiva koodi ja lisdksi

sen koodisanojen lukumaéaré on
O] =27 = 2% ~1Hk=s,
Saadaan seuraava lause.
Lause 4.32. Olkoon n = 2™ + k — 1, missd m > 2 ja k > 2. Tall6in
ML(n) < 92" +k-m=1,

Huomautus 4.33. Edellinen lause antaa yksikésitteisen konstruktion, kun
n € {5,6,7,8}. Kun n > 9, saadaan useampi konstruktio. Naistd pienimmén
ylarajan antaa kuitenkin se konstruktio, misséd m on mahdollisimman suuri

ja k mahdollisimman pieni.

Lause 4.34.
ME(5) =8.

Todistus. Lauseen 4.27 nojalla M[(5) > 8. Toisaalta 5 = 2242 —1 ja lauseen
4.32 nojalla
M1L(5) < 92242-2-1 _ ¢

]

Esimerkki 4.35. Olkoon n = 2™ — 2. Lauseen 4.32 nojalla koodi C}, jonka

tarkistusmatriisi on

H = (Hy 1 | Opn1)xm-1-1))
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on lokaalisti 1-identifioiva koodi. Lauseen 4.29 mukaan my6s Cs, jonka tar-
kistusmatriisi on

H/ - (Hm—l | Hm—l)a

on lokaalisti 1-identifioiva koodi. Ndméa ovat samankokoiset koodit mutta
olennaisesti erilaiset. Koodi O 1-peittié jokaisen koodisanan 2™~ !:114 koo-
disanalla ja jokaisen ei-koodisanan yhdelld koodisanalla kun taas koodi C,
1-peittad jokaisen koodisanan yhdelld koodisanalla ja jokaisen ei-koodisanan
kahdella koodisanalla.

Esimerkki 4.36. Olkoon n = 2™ + k — 1, missd m > 2 ja k > 2. Taas
saadaan lauseesta 4.27 alaraja
3. 22m+k71

MEn) > =
1<")—3-(2m+k;—1)—2

a

ja lause 4.32 antaa yldarajan y. Néiden suhde on

y 92" tk—m—1, (3 . (2m + k- 1) — 2)
a - 3. 92m+k—1

3k —5

3.2m’

Huomataan, ettd kun & on pieni, niin £ — 1, kun m — oco. Témai tarkoittaa,

ettéd pienilld luvun k arvoilla paédstédan lahelle alarajaa. Saadaan esimerkiksi,
etta

ME(9) € {62,63,64}.

5 Lokaalista i1dentifioinnista aarettomissa hi-

loissa

Tutkitaan vield, mitd voidaan sanoa lokaalisti 1-identifioivista ja lokaalisti
1-paikallistavista-dominoivista koodeista joissakin ddrettomissd hiloissa eli
graafeissa, joiden pistejoukkona on Z? = Z x Z. Mairitelldin seuraavaksi

tutkittavat hilat. Nama graafit on esitetty kuvassa 4.
e Nelidhila on graafi S = (Z?, Es), missi
Es ={{u,v} |u—v € {(£1,0),(0,£1)}}.
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o Tiiliseind on graafi H = (Z?, Fy), missi

By = {{u=(i,j),v} | w —v € {(£1,0), (0, (=1)"*)}}.
e Kolmiohila on graafi T = (Z*, E7), missi

Er ={{u,v} | u—v € {(£1,0),(0,£1),(1,1),(=1,-1)}}.
o Kuningasgraafi on graafi K = (Z?*, Ex), missi

B = {{u,v} |u—v e {(£1,0), (0, £1), (£1, £1)}}.

Olkoon G jokin niistd neljistd ddrettomastéd hilasta ja olkoon C' C Z?2
koodi graafissa G. Koodin C' tiheys D(C') méadritelladan kaavalla

cnNaQ,
D(C) = limsup ﬂ,
missi @, = {(i,5) € Z* | |ii < n, |j| < n}. Identifioivia

koodeja ja paikallistavia-dominoivia koodeja niissd graafeissa on tutkit-
tu laajasti esimerkiksi artikkeleissa [1, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 18, 20, 23,
24, 28|. Taulukossa 2 on listattu optimaalisten 1-identifioivien ja 1-
paikallistavien-dominoivien koodien tiheyksiad néissa graafeissa. Merkinnoil-
14 vIP(G), vEP(G), v 1P(G) ja 4E~LP(G) tarkoitetaan optimaalisten r-
identifioivien, r-paikallistavien-dominoivien, lokaalisti r-identifioivien ja lo-
kaalisti r-paikallistavien-dominoivien koodien tiheyksid graafissa G. Huo-

maa, ettid luvun 77P(H) tarkkaa arvoa ei tunneta. Tiedetiiin kuitenkin, etti
1" (H) = 15 (123]).

G| S H T K
¥P(G) | 55 (D) |55 (112]) - 2 (8D | 3 (124 | § (16, 9])
P (G) | 15 (128)) 3 ([20]) 5 ([18]) | 5 ([20])

Taulukko 2: Tunnettuja arvoja optimaalisten 1-identifioivien ja 1-

paikallistavien-dominoivien koodien tiheyksille darettémissa hiloissa.
Lauseen 2.11 tulos yleistyy luonnollisella tavalla dérettomille hiloille.
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Kuva 4: Kuvia aarettomista hiloista osajoukossa @)s.
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Lause 5.1. Olkoon G jokin esitellyisti ddrettomisté hiloista. Olkoon C' C Z2
r-peittokoodi graafissa G ja oletetaan, ettéd s(c) < « kaikilla ¢ € C. Téll6in

D(C) > é

Todistus. Olkoon C' r-peittokoodi graafissa G ja oletetaan, ettd s(c) < «
kaikilla ¢ € C'. Saadaan

)SERCEND DD pipu s

ceCNQn+r ceCNQn+r u€By(c)
1
> e (u)| -
2N

Koska oletuksen mukaan s(¢) < « kaikilla ¢ € C, niin

Qi < Y. s(e) <ICNQuy|-a

ceCNQn+r

ja nain ollen

. CNQul . €N @yl 1
D(C) =limsup ———— > limsup ———— > —.
( ) n—o0 |Qn’ n—o0 |Oan+r| e’ (67
[
Tutkitaan seuraavaksi lukujen 7+ 'P(G) ja v P(G) arvoja, kun G on

jokin néista neljasta hilasta.

5.1 Neliohila ja tiiliseina

Lause 5.2. .
WE(S) =

ja
1
W) = 7.

Todistus. Koska S ja H ovat kolmiovapaita graafeja, niin lokaalisti 1-
paikallistavien-dominoivien koodien luokka on sama kuin 1-peittokoodien

luokka néissé graafeissa lauseen 2.9 nojalla.
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Koodi (kuva 5)

C= U{(x,2x+5k)|x€Z}

keZ

on 1-peittokoodi graafissa S. Koodi (kuva 6)

C' = J{@uz,x+2k) |z € Z}

kEZ

on 1-peittokoodi graafissa H. Nama koodit ovat optimaalisia, koska koodisa-

nakeskiset 1-séteiset pallot partitioivat joukon Z2.

O S ® O ®; ®; ®; L 4 S O
O & & & L 4 O O O & ®

> ® > > C C L 4 C > D)
O & & ® O O O O ® O
® & & & O L 4 O O & O
O & ® & O O O L 4 & O
O & & & L 4 O O O & ®
O L 4 & & ®; ®; L 4 ®; & O
O & & L 4 ®; O O O L 4 O
e O O O O L O O O O

]

Kuva 5: Optimaalinen 1-peittokoodi ja lokaalisti 1-paikallistava-dominoiva

koodi nelichilassa.

Lemma 5.3. Olkoon C' C Z? lokaalisti 1-identifioiva koodi graafissa S. Til-

16in
23

s(e) < 5

kaikilla ¢ € C.
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Kuva 6: Optimaalinen 1-peittokoodi ja lokaalisti 1-paikallistava-dominoiva

Oo—@
oO—e

koodi tiiliseinalla.

Todistus. Olkoon C'lokaalisti 1-identifioiva koodi graafissa S ja olkoon ¢ € C.
Jos Ic1(c) = {c}, niin télléin jokaisella koodisanan ¢ naapurilla on oltava
toinenkin koodisananaapuri, jotta koodi C' 1-erottaisi ne naapuristaan c. Tél-
16in s(c) < 1443 =3 < &, Oletetaan sitten, ettéd koodisanalla ¢ on vihin-
tadn yksi koodisananaapuri eli ettd |Ic;(c)| > 2 ja olkoon ¢’ koodisanan ¢
koodisananaapuri. Jotta koodi C' 1-erottaisi koodisananaapurit ¢ ja ¢ toisis-
taan, on toisella niisté oltava vahintaan kaksi koodisananaapuria eli on oltava
[Ici(e)| > 3 tai |Ici ()| > 3. Jos |Ici(e)| > 3, niin s(e) < 54+2-2+2-1=

%<%. Jos |I¢1(c')| > 3, niin s(c)§%+%+3.1:%3‘ ]

Edellinen lemma ja lause 5.1 antavat seuraavan lauseen.

Lause 5.4. 6
L—ID
S) > — (= 0.26).
WIP(S) 2 o (% 0.26)

Kuvassa 7 on esitetty konstruktio lokaalisti 1-identifioivalle koodille ne-

lichilassa. Nain ollen saadaan seuraava lause.
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Lause 5.5.

3
L—ID ~
7 TE(S) < — (= 0.27).
11
® O O L 4 O O L 4 O O O
O & O ® O O L 4 O & ®

——O0—0O & O—O0—0O—0O—@
——0O0—0O— 6 —0O—0O @ —0O—0
(0,0)
—O—O—O—¢—O—O—@—O—O

D D L 4 D C L 4 C C D D)
O O ® O O L 4 O O ® O
® O O O O L O O L O

Kuva 7: Lokaalisti 1-identifioiva koodi neliohilassa.

Lemma 5.6. Olkoon C' C Z? lokaalisti 1-identifioiva koodi graafissa .

Talloin
17

s(e) < 0

kaikilla ¢ € C.

Todistus. Olkoon C' lokaalisti 1-identifioiva koodi graafissa H ja olkoon
c € C. Jos Ic;(e) = {c}, niin talloin jokainen koodisanan ¢ naapuri on 1-
peitetty vihintdén kahdella koodisanalla ja talloin s(e) < 1+ 3- % = g < %.
Oletetaan sitten, ettd koodisanalla ¢ on véhintddn yksi koodisananaapuri
eli ettd [Ic1(e)] > 2 ja olkoon ¢ koodisanan ¢ koodisananaapuri. Jotta ¢
ja ¢ l-erottuisivat, on toisella niisté oltava vahintadn kaksi koodisananaa-
puria eli on oltava |Io;(c)| > 3 tai |[Ic1(c')| > 3. Jos |Ic1(e)| > 3, niin
s(e) < 342341 =1 <L Jos |l ()| > 3, niin s(e) < 3+3+2-1 =4 O
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Saadaan seuraava lause.

Lause 5.7.

| w

6
D~ L-ID <
17 = T (H) >

Todistus. Edellisen lemman ja lauseen 5.1 nojalla "7 (#H) > &. Toisaalta,
koska jokainen 1-identifioiva koodi on lokaalisti 1-identifioiva, saadaan yldraja
WP (H) < AP(H) < 2 taulukosta 2. O

5.2 Kolmiohila

Lemma 5.8. Olkoon C' C 72 lokaalisti 1-paikallistava-dominoiva koodi graa-

fissa 7. Talloin
11

s(e) < 5

kaikilla ¢ € C.

Todistus. Olkoon C' lokaalisti 1-paikallistava-dominoiva koodi graafissa T ja
olkoon ¢ € C. Jos koodisanalla ¢ on koodisananaapuri, niin s(c) < 4-3+3-1 =
5 < 5. Oletetaan sitten, ettd Ic1(c) = {c}. Koodi C' voi 1-peittié korkein-
taan kolme avoimen naapuruston NN (¢) pisteistd ainoastaan koodisanalla c,

silld sen on 1-erotettava ei-koodisananaapurit toisistaan. Néin ollen

1 11
<4-143--=—.
sl@=d-143-5=73
]
Saadaan seuraava lause.
Lause 5.9. 5 13
£ < JL-LD <2
1= T (T) < 57
Todistus. Edellisen lemman ja lauseen 5.1 nojalla & =P (T) > 12—1 Toisaalta
saadaan taas yliraja v~ "7 (T) < +FP(T) = £ taulukosta 2. O

Lemma 5.10. Olkoon C' C Z? lokaalisti 1-identifioiva koodi graafissa 7.
Talloin

s(c) <4
kaikilla ¢ € C.
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Todistus. Olkoon C' lokaalisti 1-identifioiva koodi graafissa T ja olkoon ¢ €
C. Jos I¢1(c) = {c}, niin jokainen joukon N(c) piste on 1-peitetty vihintédén

kahdella koodisanalla ja n&in ollen
1

Oletetaan sitten, ettd koodisanalla ¢ on vihintdéan yksi koodisananaapuri
ja olkoon ¢ € N(¢). Voidaan olettaa, ettd ¢ = ¢+ (1,0). Koodisana ¢’ ei
1-peitéd joukon N|c| pisteitd ¢ + (0,1),¢+ (—1,0) ja ¢ + (—1,—1). Voidaan
olettaa, ettd naistd kaksi on 1-peitetty ainoastaan yhdelld koodisanalla eli
koodisanalla ¢, silli muutoinhan olisi s(¢) < 1+ 61 = 4 kuten edelld. Jos
c+ (—1,0) on l-peitetty ainoastaan yhdellid koodisanalla on sen naapureilla
c+ (0,1) ja ¢ + (—1,—1) oltava vihintdén kaksi koodisananaapuria, silld
C' on lokaalisti 1-identifioiva koodi. Voidaan siis olettaa, ettd ¢ + (0,1) ja
c+(—1,—1) on 1-peitetty ainostaan yhdelld koodisanalla eli koodisanalla ¢ eli
ettd Io1(c+(0,1)) = Io1(e+(—1,—1)) = {c}. Télléin |Ic1(c+(—1,0))] > 2
jaIca(c) = {e, c'}. Koodisana ¢’ 1-peittad joukon Nlc| pisteet ¢, ¢/, e+ (1,1)
ja e+ (0,—1). Koska Ic1(c) = {e, '}, on pisteet ¢/, ¢+ (1,1) ja c+ (0,—1)
1-peitetty vahintadan kolmella koodisanalla, silld koodin C' on 1-erotettava ne
naapuristaan c.

Siis tassakin tapauksessa

s(e)<2-14+2-

Lause 5.11. .
nw (T =m"(T) = 7

Todistus. Edellisen lemman ja lauseen 5.1 nojalla v*~'2(T) > }L. Toisaalta
Y P(T) <~A{P(T) =1 (|24]). Saadaan viite. O

5.3 Kuningasgraafi

Olkoon € Z? ja katsotaan avointa naapurustoa N(x) = {x + (&1,0),z +
(0,£1), z+(£1, £1)} kuningasgraafissa . Sanotaan pisteita x4+ (£1,0), x+
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(0,£1) pisteen @ sisinaapureiksi ja pisteitd a + (+1,£1) pisteen x kulma-
naapureiksi. Jos y on pisteen @ sisénaapuri, niin |N[y] N Nz]| = 6. Jos y
on pisteen @ kulmanaapuri, niin |N[y] N N[z]| = 4. Pisteen x sisinaapureita
sanotaan vierekkdisiksi, jos niiden euklidinen etéisyys on v/2 ja vastakkaisik-
st, jos niiden euklidinen etdisyys on 2. Pisteen & kulmanaapureita sanotaan
vierekkéisiksi, jos niiden euklidinen etéisyys on 2 ja vastakkaisiksi, jos niiden
euklidinen etéisyys on 21/2. Pisteen @ sisénaapuri on pisteen a vierekkiisten

kulmanaapurien valissé, jos sen euklidinen etéisyys molemmista on 1.

Lemma 5.12. Olkoon C' C Z2 lokaalisti 1-paikallistava-dominoiva koodi
graafissa KC. Talloin
(0) < 17
s(e —
- 3

kaikilla ¢ € C.

Todistus. Olkoon C' lokaalisti 1-paikallistava-dominoiva koodi graafissa K ja
olkoon ¢ € C. Todetaan aluksi, ettd joukossa N(ec) voi olla korkeintaan
kaksi pistettd, jotka koodi C' 1-peittdd ainoastaan koodisanalla c. Olete-
taan, ettd on sellaiset kolme koodisanan ¢ naapuria w,v,w € N(c), ettd
Icq(u) = Ioi(v) = Igi(w) = {c}. Namé kaikki eivét voi olla koodisanan
c sisanaapureita, silld muutoin yksi néista olisi kahden muun naapuri eika
koodi C' 1-erottaisi néitd naapureita. Jos kaksi néistd on koodisanan c sisé-
naapureita, on niiden oltava vastakkaisia, silla vierekkaiset sisdnaapurit ovat
keskendidn naapureita. Mutta télloin jokainen koodisanan ¢ kulmanaapuri
on naista toisen naapuri eikd koodi C' 1-erota naitd naapureita, jos koodi C
1-peittdd ne ainoastaan koodisanalla c. Jos kaksi naisté pisteistd on koodisa-
nan c¢ kulmanaapureita ja yksi koodisanan ¢ sisénaapuri, on ndiden kulma-
naapurien oltava vierekkéisié, silld jos ne olisivat vastakkaisia, olisi jokainen
koodisanan c sisdnaapuri naisté toisen naapuri. Voidaan siis olettaa, etta esi-
merkiksi u ja v ovat koodisanan ¢ vierekkéisia kulmanaapureita ja w on se
koodisanan ¢ sisdnaapuri, joka ei ole kulmanaapurien w ja v naapuri. Mut-
ta talloin C' ei 1-erota kulmanaapurien w ja v vélissd olevaa koodisanan ¢
sisénaapuria naapureistaan w ja v. Kuvan 8 asetelmassa 1 on kuvattu téta
tilannetta, kun w = ¢+ (1,1),v = ¢+ (—1,1) jaw = ¢+ (0, —1). Jos kaikki

namaé pisteet u, v ja w ovat koodisanan ¢ kulmanaapureita, on kaksi néistéa
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vierekkéisié, eikd koodi C' taaskaan 1-erota niistd nédiden vélissé olevaa sisé-
naapuria. Néin ollen joukossa N(c) voi olla korkeintaan kaksi pistettd, jotka
C' 1-peittdaa ainostaan koodisanalla c.

Oletetaan, ettd |Ic1(c)| > 2. Télléin juuri todetun nojalla joukossa N(c)
voi olla korkeintaan kaksi pistettd, jotka koodi C' 1-peittdd ainoastaan koo-
disanalla ¢ ja koska oletuksen mukaan koodisanalla ¢ on vahintédan yksi koo-
disananaapuri, joukossa N|[c| voi olla korkeintaan kaksi pistettd, jotka koodi
C 1-peittdd ainoastaan koodisanalla ¢. Néin ollen

1 17
S(C)§2-1+7"§< 3

Oletetaan sitten, ettd Ic1(c) = {c} ja ettd on olemassa sellaiset kaksi
koodisanan ¢ naapuria u ja v, ettd Ic (u) = Ic1(v) = {c}. Muutoinhan
olisi s(¢) < 214735 < & kuten edelld. Niytetién, ctté talloin vihintédin
kaksi joukon N(c) pisteista on 1-peitetty véhintdan kolmella koodisanalla.
Talléinhan

11 17

<3-14+4-—-+2--—= .
s(e) < + 2-!— 3 5

Pisteet u ja v ovat joko koodisanan ¢ samaa tyyppia olevia naapureita tai
eri tyyppia olevia naapureita.

Oletetaan aluksi, ettd molemmat u ja v ovat koodisanan ¢ kulmanaapu-
reita. Nama eivit voi olla vierekkiisid koodisanan ¢ kulmanaapureita, silla
talloinhén C' ei 1-erottaisi niitd niiden vélissa olevasta sisdnaapurista kuten
ylla todettiin. Voidaan olettaa, ettd u = ¢+ (1,1) ja v = ¢+ (—1,—1).
Koska koodi C' on lokaalisti 1-paikallistava-dominoiva koodi, niin sen on 1-
erotettava ei-koodisanat ¢ + (0,1) ja ¢+ (1,0) ei-koodisananaapuristaan u,
jolle Ic1(u) = {c} eli on oltava ¢ + (—1,2) € C jac+ (2,-1) € C. Sa-
moin koodin C' on l-erotettava ei-koodisanat ¢ + (—1,0) ja ¢ + (0,—1) ei-
koodisananaapuristaan v, jolle Io;(v) = {c} eli on oltava ¢ + (=2,1) € C
ja ¢+ (1,-2) € C. Saadaan asetelma 2. Siis |Io1(c + (1,—1))] > 3 ja
[ Ica(c+ (—1,1))] > 3.

Oletetaan sitten, ettd u ja v ovat molemmat koodisanan ¢ sisdnaapureita.
T4lloin niiden on oltava vastakkaisia, silla muutoinhan ne olisivat naapureita.
Voidaan olettaa, ettd v = ¢+ (1,0) ja v = ¢ + (—1,0). Koodin C on 1-

erotettava ei-koodisana ¢ + (0,1) ei-koodisananaapureistaan w ja v, joten
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on oltava |Ic1(e + (0,1))] > 2 eli e+ (1,2) € C,e+ (0,2) € C tai ¢+
(—1,2) € C. Koska jokainen néisté on pisteen ¢+ (1, 1) tai pisteen ¢+ (—1, 1)
naapuri, on viahintddn yksi pisteista ¢ + (—1,1),¢ + (0,1) ja ¢ + (1,1) 1-
peitetty vahintadn kolmella koodisanalla. Tekemalld sama péadttely pisteelle
c+ (0,—1) todetaan, ettd vahintddn yksi pisteistd ¢ + (—1,—1),¢ + (0, —1)
ja ¢+ (1,—1) on 1-peitetty vahintdén kolmella koodisanalla. Siis vahintaén
kaksi joukon N(c) pisteistd on 1-peitetty véhintddn kolmella koodisanalla.
Asetelma 3 havainnollistaa tétéd tilannetta.

Oletetaan vield, ettd w ja v ovat eri tyyppid olevia koodisanan ¢ naa-
pureita. Voidaan olettaa, ettd u = ¢+ (1,1) ja v = ¢+ (0,—1). Nyt on
oltava ¢ + (2,—1) € C ja ¢+ (—1,2) € C, jotta koodi C l-erottaisi ei-
koodisanat ¢ + (1,0) ja ¢ + (0,1) ei-koodisananaapuristaan u. On oltava
myos ¢ + (2,—2) € C, jotta C' l-erottaisi ei-koodisananaapurit ¢ + (1,0) ja
c+(1,-1). Siis | Io1(e+(1,—1))| = 3. Lisdksi on oltava |I¢1(c+(—1,1))| > 3,
jotta C' l-erottaisi ei-koodisananaapurit ¢+ (—1, 1) ja ¢+ (0, 1). Siis téssakin
tapauksessa vahintaan kaksi joukon N(c¢) pisteistd on 1-peitetty vdahintdan

kolmella koodisanalla. Tata kuvaa asetelma 4. O
Saadaan seuraava lause.

Lause 5.13.

3 L—LD
— < <
17 = " (’C) >

o] =

Todistus. Edellisen lemman ja lauseen 5.1 nojalla 47 *”(K) > £. Saadaan

yliraja 77" (K) < 4P (K) = 1 taulukosta 2. O
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Asetelma 1 Asetelma 2

0 0 0 0 0 ° 0 0 0
O Ohf O 0O O e O O 0, O
© O e, O O O O e, O O
O Oy O O O, O O e
@) @) @) O O O o
Asetelma 3 Asetelma 4
O O O O O [ ) O O O
O OU o c Ou O O O Ou O
O O O O O O [ ) c O O
0 0 0 °

Asetelma 5 Asetelma 6
O O O o O O O [ J
O Oy O o, @ O Oy O @,
O O e, O O O O e, O
®@ O O 0, O e O 0, O

o O O O ([ J O O O

Kuva 8: Asetelmia kunigasgraafissa. Viivat on jétetty piirtdmétté yksinker-

taisuuden vuoksi.
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Lemma 5.14. Olkoon C' C Z2 lokaalisti 1-identifioiva koodi graafissa K.
Talloin
19

s(e) < T

kaikilla ¢ € C.

Todistus. Olkoon C' lokaalisti 1-identifioiva koodi graafissa K ja olkoon
c € C. Oletetaan aluksi, ettd Io;(c) = {c}. Tallin jokainen koodisa-
nan c naapuri on l-peitetty vahintdan kahdella koodisanalla, jotta ne 1-
erottuisivat naapuristaan c. Vihintaan kaksi koodisanan ¢ naapureista on
1-peitetty vdhintdan kolmella koodisanalla. Taméa ndhdaén toteamalla, et-
td koska Ic1(c) = {c} ja [Ici(c + (1,0))] > 2, on oltava ¢ + (2,1) € C,
c+(2,0) € C tai ¢+ (2,—1) € C ja koska koodin C' on 1l-erotettava piste
c + (1,0) naapureistaan ¢ + (1,1) ja ¢ + (1, —1), on koodin C' 1-peitettéava
vahintddn yksi pisteistd ¢+ (1,1), e+ (1,0) ja ¢+ (1, —1) vihintdén kolmella
koodisanalla. Tekemélld samanlainen paattely pisteelle ¢+ (—1,0), todetaan,
ettd koodin C' on 1-peitettavé vihintdén yksi pisteistd ¢+ (—1,1), ¢+ (—1,0)
ja ¢+ (—1,—1) vahint&dén kolmella koodisanalla. Siis
1 1 19

s(c)§1+6-§+2~§<z.

Oletetaan sitten, ettd koodisanalla ¢ on vihintdéan yksi koodisananaapuri
ja olkoon ¢ € N(e¢). Oletetaan aluksi, ettd ¢’ on koodisanan ¢ sisédnaapuri.
Voidaan olettaa, ettd ¢ = ¢ + (1,0). Koodisana ¢ ei 1-peitd joukon N|c]
pisteitd ¢+ (—1,1), ¢+ (—1,0) ja ¢+ (=1, —1). Néista korkeintaan yksi voi
olla 1-peitetty ainoastaan yhdelld koodin C koodisanalla. Koodin C' on 1-
erotettava naapurit ¢ ja ¢ eli toinen niistd on 1-peitetty vahintdan kolmella
koodisanalla. Samoin koodin C' on 1-erotettava naapurit ¢+ (0,1) ja c+(1,1)
eli toinen niistd on 1-peitetty viahintadn kolmella koodisanalla seké naapurit
c+(0,—1) ja c+ (1,—1) eli toinen niistd on 1-peitetty vdhintddan kolmella
koodisanalla. Néin ollen

1 1 19
s(c)§1+5-§+3-§<z.

Oletetaan sitten, ettd koodisana ¢’ on koodisanan ¢ kulmanaapuri. Voi-
daan olettaa, ettd ¢ = ¢+ (1,1). Todetaan heti, ettd joukossa N|c| on ol-

tava vahintdan kaksi pistettd, jotka koodi C' 1-peittda vahintddn kolmella
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koodisanalla. Tosiaankin koodisana ¢ 1-peittdéd joukon N|c| pisteet ¢, €,
c+ (0,1) ja ¢+ (1,0). Koodin C' on l-erotettava naapurit ¢ ja ¢’ eli toinen
néistd on 1-peitetty vahintdan kolmella koodisanalla. Samoin naapureiden
c+ (0,1) ja ¢+ (1,0) on l-erottuva koodin C' suhteen, joten myds toinen
néaista on 1-peitetty vahintddn kolmella koodisanalla. Koodisana ¢ ei 1-peité
joukon N|c] pisteitd ¢ + (—1,1), ¢ + (—1,0), ¢+ (—1,-1), ¢+ (0,—1) ja
c+ (1,—1). Koska C' on lokaalisti 1-identifioivana koodina erityisesti lokaa-
listi 1-paikallistava-dominoiva koodi, niin edellisen lemman todistuksen no-
jalla korkeintaan kaksi naistéd pisteistd voi olla 1-peitetty ainostaan yhdelld
koodisanalla eli koodisanalla c. Oletetaan, ettd u ja v ovat téllaiset pisteet.
Muuten olisi s(¢) < 1+6-1+2-3 < 2. Koska ne koodisanan ¢ sisénaapurit,
joita koodisana ¢’ ei 1-peité, ovat keskendén naapureita, on vihintéén toinen
pisteistd u ja v koodisanan ¢ kulmanaapuri.

Oletetaan, ettd w ja v ovat molemmat koodisanan ¢ kulmanaapureita.
Pisteet u ja v eivat voi olla vierekkaisia koodisanan ¢ kulmanaapureita, silla
silloin koodi C' ei 1-erottaisi niiden vélissé olevaa koodisanan ¢ sisénaapuria
niistd eli on oltava u = ¢+ (—1,1) ja v = ¢+ (1, —1) (tai toisin péin). Jos
c+ (—1,—1) € C, niin télloin se on 1-peitetty neljilld koodisanalla, koska
koodin C on l-erotettava se naapureistaan ¢+ (—1,0) ja ¢+ (0, —1), joista vé-
hintdén toinen on 1-peitetty kolmella koodisanalla, jotta koodi C' 1-erottaisi
ne toisistaan. Samoin todetaan, ettd koodisana ¢’ on 1-peitetty vihintéén nel-
jalld koodisanalla silla koodin C' on l-erotettava ne naapureistaan ¢ + (0, 1)
ja ¢+ (1,0). Mutta tallsinhén s(c) < 21423435421 < 2. Voidaan
siis olettaa, ettd ¢+ (—1,—1) ¢ C. Siis I¢;1(c) = {c, ¢'}. Koska koodin C' on
l-erotettava piste ¢ + (—1,0) naapuristaan u, on oltava ¢ + (—2,—1) € C.
Samoin koodin C' on l-erotettava piste ¢ + (0, —1) naapuristaan v, joten on
oltava ¢ + (—1, —2) € C ja koska koodin C' on 1l-erotettava pisteet ¢+ (0, 1)
ja ¢+ (1,0) naapuristaan ¢, on oltava ¢+ (1,2) € C' ja c+ (2,1) € C. Tata

tilannetta on havainnollistettu kuvan 8 asetelmassa 5. Nain ollen

(c)<2-1+3 1—1—3 1+1 19
c . .- .- - = —
= 2 374 4

Oletetaan vield, ettd w on koodisanan ¢ kulmanaapuri ja v sisénaapuri.
Kulmanaapuri u ei voi olla ¢+(—1, —1), koska v € {e+(—1,0),¢c+(0,—1)} ja
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pisteet u ja v eivit voi olla naapureita, silla silloin koodi C' ei 1-erottaisi niité.
Voidaan olettaa, ettd u = ¢+ (—1,1) ja v = ¢+ (0, —1). Muut vaihtoehdot
ovat symmetrisid. Talloin Ic;(e) = {c,c'}. On oltava ¢ + (—2,—1) € C,
jotta C' l-erottaisi pisteen ¢ + (—1,0) naapuristaan u ja jotta C' l-erottaisi
myo6s naapurit ¢+ (—1,0) ja ¢+ (—1, —1), on oltava liséksi ¢+ (-2, —2) € C.
On oltava ¢ + (1,2) € C, silld koodin C' on l-erotettava piste ¢ + (0,1)
naapuristaan ¢. Koska koodin C on 1-erotettava naapurit ¢+(0, 1) ja c+(1,1),
on piste ¢+ (1, 1) 1-peitetty vahintaén neljilla koodisanalla ja koska koodin C'
on l-erotettava naapurit ¢+ (1,0) ja ¢, on piste ¢+ (1, 0) 1-peitetty vahintaan
kolmella koodisanalla. Jotta C' 1-erottaisi naapurit ¢+ (1, —1) ja v, on piste
c+ (1,—1) 1-peitetty vihintdén kahdella koodisanalla. Tata havainnollistaa

asetelma 6. Téassdkin tapauksessa

s(c)<2-1+3-

Saadaan seuraava lause.

Lause 5.15.

4
2~ L-ID <
19 = M (}C) >

Nel i\

Todistus. Edellisen lemman ja lauseen 5.1 nojalla v= 2 (K) > 1%. Taulukosta

2 saadaan yliraja v- P (K) < +1P(K) = %- 0
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