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Tutkielman tarkoituksena on selvittdd kirjallisuuden avulla matematiikan sidhkoisten
tehtdvien ominaisuuksia, etuja sekd haasteita. Sihkodiset tehtdvit sekd tieto- ja
viestintiteknologian hyddyntdminen osana opiskelua on ilmid, joka on saavuttanut
tirkedn ja vankan aseman opetussuunnitelmissa sekd opetuksessa. Tutkielmassa kdydaan
my0ds ldpi kirjallisuudesta 10ytyneitd tutkielman kannalta olennaisia ydinasioita
matematiikan opiskeluun ja oppimiseen liittyen.

Aikaisempien tutkimusten mukaan sdhkoisilla tehtdvilli on toistaiseksi ristiriitaisia
vaikutuksia opiskelijan oppimiseen. Matematiikan opiskelu ja oppiminen ovat hyvin
monimutkaisia ja yksilollisid prosesseja, jolloin ei voida 16ytid selkedd yksimielisyyttd
siitd, minkélaiset tehtdvit ja opetus tuottavat parhaat oppimistulokset. Aiempien
tutkimusten valossa voidaan kuitenkin todeta, ettd sidhkoisten tehtdvien olennaisimmat
edut oppimisen kannalta ovat mahdollinen motivaation kasvu ja ylldpito, opiskelijan
saama viliton ja adaptiivinen palaute sekd sdahkoisten tehtdvien vuorovaikutteisuus ja
joustavuus.

Lisdksi tutkielmassa tuotetaan matemaattisia tehtidvid sdhkdiseen oppimisympéristoon.
Sdhkoisend oppimisymparistond tdssd tutkielmassa toimii Turun yliopistossa kehitetty
ViLLE-jérjestelmd. Matematiikan sdhkoisid tehtdvid tuotettaessa tavoitteena on ollut
ottaa huomioon kirjallisuudesta 16ydettyjd sdhkoisten tehtidvien etuja ja hyddyntda niitad
tehtavissd. Tuotettuja tehtdvid on viisi kappaletta ja ne ovat kohdistettu Turun yliopiston
kurssille Todenndkoisyyslaskennan peruskurssi. Kurssi on yliopiston perusopintotason
kurssi, joka késittelee todennikoisyyslaskentaa.

Tutkielmassa tuotetut tehtdvét esitelldéin osana raportointia. Jokaisesta tehtdvéstd on
toteutettu esimerkkisuoritus ViLLE-jéarjestelméssd. Suoritukset kdydddn kuvien ja
selostuksen avulla ldpi vaiheittain. Selostuksessa perustellaan tehtdvien luonnissa
kéytettyja ratkaisuja sekd sdhkdisiin tehtiviin liittyvid ominaisuuksia.
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1 JOHDANTO

Tdmidn tutkielman tarkoituksena on tuottaa sdhkdiseen oppimisymparistoon
matemaattisia tehtdvid. Oppimisympéristond toimii Turun yliopistossa kehitetty ViLLE-
oppimisympéristd, jossa tietokoneavusteinen oppiminen on pelillistetty. Tuotetut
matemaattiset tehtdvit ovat todennikdisyyslaskennan tehtévid, jotka on suunnattu Turun
yliopiston kurssille 7TILM3553 Todenndkoisyyslaskennan — peruskurssi. Lisdksi
tutkielmassa selvitetddn kirjallisuuden avulla matematiikan tehtdviin liittyvad
pedagogiikkaa ja tietokoneavusteista oppimista sdhkoisissd oppimisympéristoissd seka
sithen liittyvid pedagogisia ratkaisuja ja niiden vaikutusta oppimistuloksiin.

Nykyisessd suomalaisessa koulutuksessa, aina peruskoulusta korkeakouluihin saakka,
tieto- ja viestintiteknologia on nostettu tarkedksi tyokaluksi kaikessa opetuksessa ja
oppimisessa. Opetus- ja kulttuuriministerion hallitusohjelman yhdeksi strategiseksi
painopisteeksi on nimetty osaaminen ja koulutus. Erityisesti hallitus ndkee tdrkedna tilla
hetkelld oppimisympéristdjen modernisoinnin, digitalisaation sekd uuden pedagogiikan
mahdollisuuksien hyddyntdmisen oppimisessa. (Opetus- ja kulttuuriministeriéo 2017.)
Digitalisaatiolla tarkoitetaan tidssé yhteydessi tieto- ja viestintdteknologisten laitteiden ja
sovellusten sekd niiden hyddyntdmisen yleistymistd. Ndin ollen voitaisiin siis sanoa, ettd
tieto- ja viestintdteknologia (my6h. tvt) ja sen myd6td sdhkoiset oppimisympdiristot ja -
alustat ovat tulleet pysyviksi ja merkittdvéksi osaksi timénhetkistd opetusta.

Esimerkkind digitalisaatiosta toimii ylioppilaskokeiden sédhkdistiminen. Ruth (2015,
242) kertoo artikkelissaan, ettd perusteluna ylioppilaskokeen sdhkdistdmiselle on
argumentti siitd, ettd tietotekniikan soveltamisen tulisi olla osa jokaisen ihmisen
yleissivistystd. Vaatimukset tietotekniikan soveltamisesta kasvavat jatkuvasti ja nopeasti
sekd tyoeldmdssa ettd tavallisessa arjessakin. Myds OECDn (2015, 100) raportissa
kerrotaan tietokoneiden kdyton yleistyneen niin tyOpaikoilla kuin jokapdivdisessd
eldmdsséd. Tietokonetta kdytetddn numeroihin, lukumaiériin, kaksi- ja kolmeulotteisiin
kappaleisiin sekd dataan liittyvissa tilanteissa ja tehtdavissd. Digitaalisten oppimateriaalien
ja oppimisympdristdjen kayttd opetuksessa ja opiskelussa voisi mahdollistaa tirkedn
tavoitteen toteutumisen: opiskelija oppii kéyttdmadn tyotapoja, jotka valmistavat
yhteiskunnassa toimimiseen ja tulevaisuuden tydeldméédn (Sakomaa 2015, 116).

Suurimmaksi osaksi tietotekniikka on ollut irrallinen osa, jolla ei ole toimivaa kytkosta
jokapdividiseen opetukseen (Ruth 2015, 242). Digitalisaation nopea vauhti ja sen luomat
mahdollisuudet haastavat koulujen toimintakulttuurit muutokseen. Perinteiset opettajan

ja oppijan roolit muuttuvat samalla kun opetusmenetelmiin ja oppimateriaaleihin
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kytkeytyvét tarpeet muuttuvat. Jotta muutos kohti toimivaa digitalisoitunutta opetusta
tapahtuisi, vaaditaan isompia muutoksia rakenteellisella tasolla. Pelkdstddn
pintapuoleinen tvt-laitteiden kdyttd ei onnistu vapauttamaan digitalisaation mukana
tulevan muutoksen todellista potentiaalia. Opetukseen liittyvdt materiaalit ja rakenteet
tulee luoda ja kehittdd uudelleen digitalisoituneeseen opetukseen sopivaksi. Liséksi
muutoksia vaaditaan my0s opetussuunnitelmaan, arvioinnin viitekehykseen seké
opettajankoulutukseen. (OECD 2015, 62.)

Vuonna 2019 voimaan tullut matematiikan ylioppilaskokeen jérjestiminen
digitaalisesti on aiheuttanut muutoksia lukion opetukseen ja kéaytettdviin
opetusmenetelmiin sekd oppimisymparistoihin. Ylioppilastutkintolautakunnan (2018, 1)
antaman tiedotteen mukaan digitaalisen ylioppilaskokeen tarkoituksena on edelleen saada
selville, milla tasolla opiskelija on onnistunut sisdistiméédn lukion opetussuunnitelman
mukaiset tiedot ja taidot. Digitaalisuus antaa mahdollisuuksia tuottaa erilaisia tehtdvié
seki ratkaisutapoja aiempaan verrattuna. Tiedotteen mukaan parhaiten kokeeseen voi
valmistautua opiskelemalla opetussuunnitelman mukaisia taitoja ja tietoja.
Opetussuunnitelmassa tvt:n osaaminen katsotaan osaksi matematiikan opiskelua, joten
sen opiskelusta on hydtyd myods ylioppilaskokeessa. Lukion opetussuunnitelman
(Opetushallitus 2019, 221) mukaan matematiikan opiskelun tehtivdnid on kehittdd
opiskelijan kykyd hyodyntdd digitaalisia tietoldhteitd ja tietokoneohjelmistoja
oppimisessa, ongelmanratkaisussa sekd tutkimisessa. Digitaalisuus sekd tieto- ja
viestintdteknologiset apuvilineet ovat nykyddn myds merkittdvdssd roolissa
monenlaisissa tyOtehtivissé aina talonmiehesta 1d4kéreihin. Tadméan pohjalta tutkielmassa
on tarkoitus luoda tehtdvid, jotka ovat sdhkoisessd muodossa ja nédin kannustavat
opiskelijaa harjoittelemaan sekd hyodyntdmddn tvt:n kayttdd opiskelussaan ja
mahdollisesti myohemmin tydeldmassaan.

Kevailla 2020 alkanut Korona-pandemia johti tilanteeseen, etté 1dhes kaikki Suomessa
tapahtuva opetus siirtyi etdopetukseen. Etdopetusjakso osittain pakotti opettajat
tilanteeseen, jossa tvt:std tuli 1dhestulkoon pakollinen osa opetusta. Merkittdvimpana
syyné tdahén oli opetuksen toteuttamisen vaikeus ilman minkéanlaisia tvt-laitteita, joiden
avulla opetus pyrittiin toteuttamaan edelleen jollain tavalla vuorovaikutteisena
lahiopetuksen puutteesta huolimatta. Opetustyd sisdltdd tavallisesti  paljon
vuorovaikutusta opiskelijoiden, muiden opettajien sekd myds huoltajien vililld, jolloin
melkein ainoaksi jirkeviksi vidyldksi toteuttaa vuorovaikutus on tvt-laitteiden avulla
etdyhteytend. Loppukevadstd 2020 tehdyssd kyselytutkimuksessa opetusalan

ammattilaisille saivat Kangas, Kemppinen, Mékeld, Pensar & Tanskanen (2021, 23)
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tulokseksi, ettd n. % opettajista oli alkanut kéyttdmddn live-videopuheluita
opetusvilineend. Kyselyssd kysyttiin opettajien asenteita etdopetusta kohtaan. Kaikkein
tyytyvéisimpid etdopetukseen olivat korkeakoulujen ja ammattioppilaitosten opettajat.
Mielenkiintoista olisi pohtia, mistd tdma johtuu? Onko syyni korkeakouluissa opettajien
suhteellisen pieni vastuu opiskelijoiden opiskelusta, toisin kuin alemmilla
koulutusasteilla, jossa opettajien tulee enemmissd mddrin huolehtia opiskelijoiden
hyvinvoinnista ja opetuksessa mukana pysymisestd? Vai onko korkeakouluopetuksessa
jo valmiiksi oltu enemman valmiudessa etdopetukseen? Kankaan ym. (2021, 29) mukaan
opettajat pitiviat yhtend etdtyohon siirtymisen parhaana puolena digitaalisen tyonteon
sovellusten ja laitteiden oppimista sekéd niiden hyddyntdmistd pedagogisesti tyontekoa
tukemassa. Pandemia johti monien opettajien kohdalla tilanteeseen, jossa ei ollut muuta
vaihtoehtoa kuin opetella hyodyntdmdidn ja kayttdméddn digitaalisia tyokaluja ja
apuvilineitd opetuksessa. Tdma opetti monille opettajille keinoja hyddyntdd sdhkdisid
oppimisvélineitd entistd tehokkaammin opetuksessa, my0s ldhiopetukseen palatessa.
Tvt:n mahdollisuuksien sisdistimisen my0td opettajat kokivat pystyvénsd keskittymain
entistd tehokkaammin opetuksessa olennaisiin asioihin.

Sdhkoisten oppimisympéristdjen ja tvt-laitteiden kdyton hyddyllisyydestd on tehty
melko paljon ja mittaviakin tutkimuksia. Téstd huolimatta tutkimuksissa ei ole onnistuttu
toistaiseksi  10ytdmddn yhteyttd sdhkoisten oppimisympéristdjen sekd tvtin
hyodyntdmisen ja opiskelijoiden oppimistuloksien vilille (OECD 2015; 146, 162).
OECDn (2015, 153) raportin mukaan on olemassa viitteitd siitd, ettd kaikkein parhaimmat
oppimistulokset saadaan, kun opiskelijat kdyttavit tvt-laitteita ja sdhkoisid ympéristoja
rajatusti. Mikali kdyttoaste on suuri tai hyvin pieni saadaan raportin mukaan heikompia
oppimistuloksia. Matematiikan kohdalla on olemassa viitteitd, ettd sosioekonominen
tausta huomioon ottaen oppilaat, jotka kdyttdvdt vihemmaén tvt-laitteita matematiikan
opiskelussa  ja tunneilla, suoriutuvat paremmin matematiitkan tehtavissd. Téastd
poikkeuksena on kolme valtiota; Belgia, Tanska ja Norja, joissa tavataan viitteitd siitd,
ettd tvt:n suurempi kayttdaste korreloi paremman matemaattisen menestymisen kanssa.
Mielenkiintoisesti ndistd maista Tanska ja Norja ovat maita, joissa OECD:n raportin
mukaan tvt:td hyddynnetddn kaikkein eniten opetuksessa. Johtuuko tdma siité, ettd ndissa
maissa tvt:n ja sdhkoisten oppimisympdristdjen hyodyntiminen on toimivampaa ja
tehokkaampaa kuin monissa muissa maissa? Raportissa on viitteitd my0s siitd, ettd mitd
enemmadn matematiikan opiskelussa kédytetdén tvt:td sitd paremmin opiskelijat osaavat

hyodyntéé tvt:td matematiikan tydkaluna. (OECD 2015, 154-156.)
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2 SAHKOISET OPPIMISYMPARISTOT JA OPPIMINEN

Teknologinen kehitys on luonut uudenlaisia oppimateriaaleja, opetusmenetelmii seka
oppimisympdéristojd (Hailikari, Lindblom-Yldnne & Postareff 2015, 48). Perinteisesti
matematiikkaa on opiskeltu ja opetettu oppikirjojen avulla. Vuonna 2015 tehdyn
tutkimuksen mukaan 85% peruskoulun oppilaista kayttdd oppikirjaa yli puolet
opiskeluajasta ja 99% oppilaista kiyttda matematiikan opiskelussa oppikirjaa. Laskinten
sekd matemaattisten tietokoneohjelmien lisddntyessd on syntynyt tarve pohtia, onko
matematiikan opiskelun tueksi tarjolla muunkinlaisia oppimateriaaleja kuin perinteinen
oppikirja? Olisiko mahdollista luoda materiaaleja, joissa keskityttiisiin laskemis- ja
soveltamistaitojen jatkuvan drillauksen sijaan henkilokohtaisen tiedon luomisen
prosesseihin ja ongelmanratkaisutaitoihin? (Tossavainen 2015a, 129-130.)

Tavallisesti oppikirjat uusiutuvat, kun sisdllot vanhenevat ja oppikirjojen sisélto ei ole
endd linjassa uusimman tiedon kanssa. Matematiikka on yksi harvoista oppiaineista, joka
muuttuu hyvin hitaasti ja osa oppisisilloistd on pysynyt samana jopa kaksi ja puoli
vuosituhatta. Tastd huolimatta matematiikankin oppikirjat uusiutuvat, vaikka samat
oppisisdllot ja matemaattiset sddnndt olisivatkin vield tdysin ajantasaisia ja kdytOssa.
Oppikirjat uusiutuvat, silld késityksemme siitd, millainen oppimateriaali palvelee
parhaiten oppimista, muuttuu kulloinkin pinnalla olevan oppimiskésityksen mukaan.
Viime aikoina selkein syy muutokseen on ollut juuri digitalisaatio sekd
teknologistuminen ja niiden mukanaan tuomat muutokset tiedon vilittdmisen ja
esittdmisen tapoihin. (Tossavainen 2015b, 187-188.) Digitalisaatio on tuonut mukanaan
sdhkoiset oppimisympdéristdt ja oppimateriaalit. Téssd tutkielmassa sdhkoiselld
oppimisympdristolld tai oppimateriaalilla tarkoitetaan Internetissd tai digilaitteella
toimivia palveluja ja sovelluksia, joita kdytetddn osana opiskelua. Ne tarjoavat tyokaluja
koulutydn tekemiseen ja tallentamiseen, opiskeluun sekd vuorovaikutukseen toisten
opiskelijoiden sekd opettajien kanssa. Sdhkdiset oppimisympéristdt mahdollistavat
muuan muassa mahdollisuuden tehdd ja palauttaa tehtdvid sdhkoisesti sekéd
oppimateriaalien verkkojulkaisemisen ja hallinnan.

Silfverberg (2018, 395) toteaa matematiikan osalta teknologian opetuskidyton
keskeisimmiksi tehtdviksi apuvidlineend toimimisen laskennassa, piirtdmisessd ja
tilastoinnissa. Tamén lisdksi hdn mainitsee keskeiseksi teknologian hyddyntdmisessa
kiinnostuksen heréttdmisen ja ylldpitimisen sekd matematiikkaan liittyvien

oppimisympdristojen tehostamisen ja monipuolistamisen. Sdahkdiset oppimisymparistot
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ovat luoneet mahdollisuuden tuoda opittavat asiat ja ilmiot ldhemmdis oppijaa
monipuolisin havainnollistuskeinoin sekd oppilaan oman yksil6llisen kokeilun kautta.
Teknologian kehittyminen ja internet ovat mahdollistaneet henkilokohtaisemman tavan
opiskella. Oppimisen aikataulutuksen ja ajoituksen vapauden lisdksi kyse on myos
erilaisten opiskelijoiden tarpeiden ja kykyjen huomioimisesta (Toivola 2019, 101).
Sahkoisissd oppimateriaaleissa voidaan opetettavaa asiaa havainnollistaa ja opettaa
kayttden hyodyksi videoita, linkkejé, d4nié ja vuorovaikutteisia mallinnuksia tai kuvioita.
Naiden avulla pystytdin selittdmddn ja havainnollistamaan késitteitd ja ilmi6itd ja niiden
valisid suhteita monipuolisemmin. Kaikkein oleellisinta sdahkdisissd
oppimisympdéristdissd on kuitenkin vuorovaikutuksellisuus. Opiskelija pystyy itse
kokeilemaan hypoteesejaan ja saamaan palautetta nidkemilld toimenpiteidensd ja
valintojensa seuraukset vilittomaésti. (Tossavainen 2015b, 188—-189.)

Sdhkoisten oppimateriaalien vuorovaikutuksellisuuden ja dynaamisuuden pohjana
toimii siirtymi tekstikeskeisyydestd visuaalisen viestinndn keinoihin. Témén lisdksi
pelillisyys lisddntyy, minkd toivotaan lisddvin motivaatiota oppimiseen. Téssd
tutkielmassa tehtivéat luodaan sdhkdiseen ViLLE-oppimisympéristoon, jossa oppiminen
tapahtuu  tietokoneavusteisesti ja  usein  pelillistettynd.  Lisdksi = ViLLE-
oppimisympéristdssd opiskelija saa vilittomaésti vastattuaan palautetta suoriutumisestaan
(Oppimisanalytiikan keskus 2021). Tossavaisen (2015b, 191) mukaan sdhkdisten
oppimateriaalien potentiaali ei kuitenkaan piile ainoastaan perinteistd oppikirjaa
rikkaammilla havainnollistuksilla ja linkeilld, vaan mahdollisuudessa tukea toisenlaista
oppimista. Sédhkdiset oppimisympéristot voivat tarjota turvallisen ympériston harjoitella
erilaisia prosesseja ja taitoja, jolloin oppimateriaalit voivat toimia ikddn kuin porttina
oppimista varten luotuun virtuaalimaailmaan. Tillaisessa virtuaalimaailmassa aito
vuorovaikutuksellisuus ~ syntyy, kun oppimisen kohteeksi asetetaan jokin
teemakokonaisuus eikd yksityiskohtaisesti madritettyd asiasisdltod. Parhaiten syvillistd
oppimista saadaan tuotettua, kun virtuaalimaailman rinnalla kéiytetddn perinteistd
oppikirjaa selittimdin teemakokonaisuuden peruskisitteet ja niiden viliset yhteydet.
Néin my0s tdssd tutkielmassa tuotetut tehtdvdt toimivat vain osana kohdekurssin
teemakokonaisuuden oppimista. Tehtdvien laadinnassa on nojattu siihen, ettd opiskelija
opiskelee peruskisitteet ja yleisimmait teoriat perinteisestd oppimateriaalista ja kurssin
luennoista, eikd tarkoitus ole siis opettaa kurssin sisdltdjd kokonaan ja ainoastaan
sahkoisten tehtdvien muodostamassa kokonaisuudessa.

Hailikari ym. (2015a, 47) toteavat, ettd oppiminen on monimutkainen prosessi, jossa

useat oppijan ja oppimisympdriston tekijit vaikuttavat toisiinsa ja luovat
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oppimisprosessista ainutlaatuisen ja yksilollisen. Suurin osa opiskelijoista rakentaa
motivaation ja kiinnostuksen oppimiseen ja opittavaan asiaan vasta ollessaan
vuorovaikutuksessa oppimisympdériston kanssa. Opiskelijat voidaan jakaa karkeasti
kahteen ryhmidn: opiskelijat, joilla on korkea sisdinen motivaatio ja vahva
henkilokohtainen kiinnostus sekd opiskelijat, joilla on vastaavasti matala sisdinen
motivaatiota ja heikko henkilokohtainen kiinnostus. Oppimisymparist6lld ei ole suurta
vaikutusta opiskelijoihin, joilla on korkea motivaatio ja vahva kiinnostus, vaan he
pystyvét pitdmadn ylld motivaatiota ja kiinnostusta myos silloin kun oppimisymparistd
toimii heikosti tai sisdltdd ongelmia. (Hailikari ym. 2015, 51.)

Helposti voisi ajatella, ettd oppiminen on hyvin haastavaa tai jopa joissain tapauksissa
mahdotonta, mikéli opiskelijalla ei ole kiinnostusta tai motivaatiota. Hailikarin ym.
(2015, 51) mukaan ndin ei kuitenkaan ole. Opiskelija on kykenevidinen oppimaan asioita
motivaation tai kiinnostuksen puutteesta huolimatta. Laadukas oppiminen on
mahdollista, mikili opiskeluun kiytetddn aikaa ja vaivaa. Tdssd apuna voivat toimia
hyvin rakennetut oppimisympdristdt. Oppimisympariston tulisi antaa opiskelijoille
mahdollisuuksia asettaa omia tavoitteita ja linkittdd asioita omaan kokemusmaailmaansa
sekd 10ytdd vastauksia omiin ongelmiinsa. Sankilan (2015, 252) mukaan teknologia antaa
mahdollisuuden kiinnittdd huomiota oppijan omaan toimintaan. Tvt:n hyddyntdminen
opetuksessa johtaa oppilaan ottamaan aktiivisemman roolin opiskelussa. Aktiivisuus
lisdd omaehtoista tekemistd ja tavoitteellista opiskelua. Kannustaisiko siis sé@hkoisten
oppimisympdristéjen hyddyntdminen opiskelijaa kiyttimédn aikaa ja vaivaa opiskeluun
ja ndin oppimaan asioita motivaation tai aihekohtaisen kiinnostuksen puuttuessa?

Oppimisen kannalta tehokkaan opiskelun tulisi sisédltdd jonkin muotoista opiskelijan
osallistamista oppimisprosessiin ja vastuuttaa opiskelijaa omasta oppimisestaan. Usein
korkeakoulujen luennot ja opetus koostuu luennoitsijan verbaalisesta vuorovaikutuksesta
tilanteessa useimmiten passiivisten opiskelijoiden kanssa. Useiden tutkimusten mukaan
tdma passiivinen vastaanottaminen ei ole pedagogisesti paras tapa oppia ja omaksua
asioita. Sen sijaan opetustavat, jotka vaativat opiskelijalta aktiivista osallistumista ja
materiaalin kanssa tydskentelyd tukevat syvemman tason ajattelua ja johtavat parempiin
tuloksiin tiedon ymmartdmisessd, muistamisessa sekd uudelleen kédytossd. Tutkimusten
mukaan opiskelijjoiden tulisi kuuntelun liséksi lukea, kirjoittaa, keskustella ja osallistua
ongelmanratkaisuun. (Ghilay 2017, 59-60.)

Ghilayn (2017, 60) mukaan tdlld niin kutsutulla aktiivisella oppimisella on monia
hyotyjd; opiskelijat saavat ongelmille itselle henkilokohtaisesti merkityksellisid

ratkaisuja, opiskelijat saavat useammin ja vilitttmdmmin palautetta, useimpia
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opiskelijoita aktiivinen oppiminen motivoi enemmén kuin epdaktiivinen, opiskelijat
pitdvat opiskeluun liittyvid tehtivid tirkedmpind ja arvostavat niitd, opiskelijat pystyvit
paremmin hyddyntdméén aiemmin syntyneitd tietorakenteita, mik& on uuden oppimisessa
avainasemassa. Ghilay (2017, 66) painottaa teknologian ja tvt:n hyddyntdmistd, jotta
opiskelijat saadaan toimimaan aktiivisina oppijoina. Tvt-laitteiden ja sdhkoisten
oppimisympdéristdjen kiyttd opetuksessa usein mahdollistaa ja johtaakin melko suoraan
opiskelijan aktiiviseen toimimiseen oppiakseen opiskeltavia sisdltdjd. Toki poikkeuksena
on esimerkiksi luentotallenteiden katsominen sdhkodisessd ymparistossd, mikd voi olla
passiivista. Tosin nykyéddn usein néihin tallenteisiinkin saadaan tuotua mukaan
aktiivisuutta lisddvid vilikysymyksid tai luentoon liittyvid tehtévia.

Tossavaisen (2019, 162) mukaan opiskelijan taitava toimiminen sdhkdisessé
oppimisympéristdssd ja ympdariston sisiltimén asiatiedon omaksuminen on hyva erottaa
toisistaan. Vaikka oppilas ndenndisesti osaisi hienosti muodostaa laskuja ja laskea niité,
el se automaattisesti takaa sité, ettd han olisi ymmartinyt niiden laskujen ja vastauksien
merkityksen tai niiden vélisen yhteyden. Téstd syystd opiskelijalle luotujen tehtdvien
tulisi haastaa enemmén oppilaan sisdllollistd ymmaérrystd kuin vain pintapuolista
yksityiskohtien osaamista ja ulkoa muistamista.

Hailikari ym. (2015, 53—54) toteavat artikkelissaan, ettd oppimiseen vaikuttaa myds
haasteellisuuden kokemukset. Opiskelun tulee tarjota opiskelijoille sopivasti haasteita.
Opiskelun tulee sisdltdd haasteita, mutta haasteet eivit saa olla liiallisia tai siséll6t
kauttaaltaan liian vaikeita. Oppimisen kannalta keskeinen tasapainotila 16ytyy
turhautumisen ja tylsistymisen vilistd (Jarvilehto 2015, 221). Opiskeltavan asian ollessa
litan helppoa voi opiskelija tylsistyd helposti ja toisaalta liialliset haasteet taas voivat
saada aikaan turhautumisen. Jatkaminen taas toisaalta samalla, vaikkakin aluksi
sopivalla, tasolla liian pitkddn johtaa tylsistyneisyyden tilaan. Télloin opiskelijan on
l6ydettdvd uutta haastavampaa oppiainesta. Sopiva haasteellisuus tehtivissd lisdd
opiskelijan itsesddtelyd sekd halua ymmaértda opiskelemaansa asiaa.

Téssd tutkielmassa on tarkoituksena tuottaa tehtdvid, jotka nojautuvat néihin edelld
esille tulleisiin periaatteisiin. Tehtdvat olisi hyvd luoda ja kategorisoida opeteltavan
atheen ja vaikeustason suhteen, jotta opiskelija voi wvalita tavoitteisiinsa ja
osaamistasoonsa sopivat tehtdvét helposti. Tehtdvid tulee olla monen tasoisia, jotta
opiskelija 10ytda tehtdvistd haastetta sopivasti omaan tasoonsa nédhden. Lisdksi tehtévien
tulisi antaa palautetta ja vinkkejd opiskelijan vastatessa viérin, jolloin opiskelija saa tukea
ja vastauksia omiin ongelmakohtiinsa opiskelussa ja pddsee ndin eteenpdin. Tehtdvid

pyritddn luomaan reaalimaailman pohjalta, jolloin opiskelijalle avautuu mahdollisuus
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linkittdd tehtdvd omaan kokemus- ja ymmérrysmaailmaansa. Néihin periaatteisiin
nojautumisella pyritddn luomaan tehtévid, jotka mahdollistavat oppimisen seki korkean

ettd matalan motivaation ja heikon kiinnostuksen omaaville opiskelijoille.

2.1 Sahkoisen oppimisympériston hyodyt ja haasteet

Sdhkoisten oppimisympéristdjen ja -materiaalien suhteen on olemassa monenlaisia
mielipiteitd ja argumentteja sekd puolesta ettd vastaan. Yksi asia on kuitenkin melko
varma: ei ole paluuta takaisin tilanteeseen, jossa sdahkdiset oppimisymparistot ja tvt:n
hyodyntdminen eivét ole osa opiskelijan arkipdivdd. Néin ollen on hyvé pohtia, mitd
hyotyja sekd haasteita sdhkoisiin materiaaleihin ja oppimisympéristoihin liittyy, jotta
niitd voidaan hyddyntdi parhaalla mahdollisella tavalla.

Sdhkoisten oppimisympéristdjen kiyttd on OECD:n (2015, 74-75) tutkimuksen
mukaan tukenut matematiikan opetuksessa erityisesti oppilasléhtoistd opiskelua seki
formatiivista arviointia. Oppilasléhtoistd opiskelua tukee erityisesti tvt:n kdyttdminen
yhteisollisessd opiskelussa, projektitydskentelyssd sekd oppilaan omatahtisuuden
mahdollistamisessa. Tvt:n hyddyntdminen mahdollistaa jopa opiskelijan tekemisen ja
etenemisen adaptiivisen ohjaamisen (Sankila 2015a, 252). Kuosa, Pohjolainen & Rasila
(2018, 465) toteavat sdhkdisten tehtdvien eduksi korkeakouluopinnoissa nithin liittyvin
matalan osallistumiskynnyksen. Lisdksi sdhkoisten tehtdvien antama anonyymi palaute
vihentdd riskid itsensd nolaamiselle epdonnistuneissa ratkaisuyrityksissd verrattuna
perinteiseen tapaan esittdd opiskelijoiden omat ratkaisut opetusryhmén edessé taululla.

Sahkaoisiin tehtdviin rakennettu metatieto ja digitaalisuus luo mahdollisuuden ohjata
opiskelijaa henkilokohtaisesti palautteen ja seurannan avulla (Sankila 2015b, 26).
OECDn tutkimuksessa mainitaan formatiiviseen arviointiin liittyen s@hkdoisten
oppimisympdéristdjen kyky antaa vilitontd palautetta opiskelijalle suoriutumisestaan.
Myos Kinnari-Korpela (2019, 56) pitdd sdahkoisten oppimisympdéristojen kykyéd antaa
vélitontd palautetta toimivana, silld se voi motivoida opiskelijaa opiskelussaan ja auttaa
héntd tunnistamaan oppimisen kannalta haastavia kurssin osasisiltdjd. Lisdksi Kinnari-
Korpela kirjoittaa viitoskirjassaan, ettd viliton palaute on jopa pedagoginen vaatimus
sdhkoisten oppimisympéristojen hyodyntdmiselle. Ghilay (2017, 46) toteaa tvt:n
hyddyntdmisen lisddvain opiskelijan saamaa palautetta tyostdén. Opettaja tai perinteiset
oppikirjat eivdt kykene yhtd tehokkaasti tarjoamaan kurssin jokaisen opiskelijan
suorituksille ja ajatuksille palautetta ja ohjausta kuin sdhkoiset oppimisympaéristot. Kuosa

ym. (2018, 465) kirjoittavat, ettd korkeakouluopinnoissa opiskelija saa harvoin
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perinteisessd harjoitusryhméssd palautetta, jossa opiskelijan ratkaisuyritysti on
analysoitu etsimalld tavallisimpia virheitd ja kertomalla ne opiskelijalle.

Ghilay (2017, 69) toteaa kirjassaan, ettd erittdin usein opiskelijat eivdt kykene
omaksumaan ja hallitsemaan kurssin sisdltojd, vaikka opiskelijoilla olisi kurssille tullessa
tarvittavat pohjatiedot ja valmiudet. Usein titd ilmiotéd selitetddn opiskelijoiden kurssin
aikaisen opiskelun véhiisyydella tai kiinnostuksen puutteella. Ghilay ehdottaa, ettd tihdn
problematiikkaan ratkaisu voisi 10ytyé juuri tehokkaasta ja monipuolisesta palautteesta.
Tutkimusten mukaan opiskelijat hyodyntidvét parhaiten palautetta, joka on annettu
digitaalisessa muodossa.

Sahkoisiin oppimisympdristdihin ja oppimateriaaleihin liittyy ominaisuutena tiedon
keradminen kayttéjistdén. Oppimisanalytiikka on sdhkdisten oppimisympéristdjen kautta
monipuolistunut ja opettajan tyd analytiikan osalta helpottunut. Useat sdhkoiset
oppimisympdristot kerddvit, tiivistivdt ja analysoivat automaattisesti informaatiota
opiskelijan tekemisti tehtdvistd ja suoriutumisesta. Kaytdnnossd analytiikan tyokalut
tallentavat kvalitatiivista tietoa eri suureista, kuten ajankéytosta eri osioissa seké véaérien
ja oikeiden vastauksien jakautumisesta (Tossavainen 2019, 164). Kerdtyn informaation
pohjalta voidaan tehdd tdrkeitd johtopddtoksid opiskelijan opiskelusta ja sen
edistymisestd. Oppimisanalytiikan tuottamalla tiedolla on kolme erilaista tasoa: tieto
yksittdisen oppilaan toiminnasta tietyssd oppimistilanteessa, tieto yksittdinen
oppimateriaalikokonaisuuden kdytdstd ja muista kvantitatiivisista ominaisuuksista sekd
edellisestd tasosta saadun tiedon hyddyntdmistd oppimateriaalikokonaisuuden tai
opetuksen kehittdmiseen tai oppimisprosessien tutkimukseen. (Tossavainen 2019, 163.)
Yksi esimerkki oppimisanalytiikkaa hyddyntidvéstd oppimisymparistostd on ViLLE-
oppimisympéristd. ViLLE:ssé tehtdvid tehdessddn opiskelija saa vilittomén palautteen
suoriutumisestaan ja samalla oppimisympdristd kerdd myoOs merkittdvin méadrin
informaatiota opiskelijoiden ratkaisuista, minkd pohjalta oppimisympiristéd ja sen
sisdltdjd voidaan muokata entistd paremmiksi. Informaatiota voidaan myos kayttaa
opiskelijoiden osaamisen arvioinnin tukena.

Tossavaisen (2019, 169; 2015a, 135) mielestd tdhdn mennessd sdhkoiset
oppimateriaalit ovat osoittautuneet pedagogisilta ratkaisuiltaan painettuja oppikirjoja
paremmiksi kahdella tavalla: niihin siséltyy vuorovaikutteisia ja dynaamisia tydalustoja
tutkimiseen, kokeiluun ja keksimiseen seké ne lisddvét joustavuutta oppimistyon paikan
ja ajan valinnassa korvaamalla sopivissa kohdin opettajan tekemadi ty6ta opiskelijoiden
kanssa. Sd@hkoisten oppimisympéristdjen kdytto ei ole paikkaan tai aikaan sidottua eikd

vaadi opiskelijoiden kokoamista samaan tilaan tiettyyn kellonaikaan. Tama luo paljon



16

joustoa, mikéd voi olla tarpeen esimerkiksi opiskelijoille, jotka kdyvit tdissd opiskeluiden
ohella (Kuosa ym. 2018, 465). Tossavaisen kanssa samanlaisia huomioita 10ysivéit myds
Baki, Giiven, Ozyurt & Ozyurt (2014, 16) tutkimuksessaan. Heidéin mukaansa sihkdisen
oppimisympériston etuna on nimenomaan niiden kyky luoda struktuuriin liittyviltad
ominaisuuksiltaan opiskeluun sopivimman ympériston. Télla he tarkoittavat sdhkodisen
oppimisympdriston mahdollistavan yksildéidyn opiskelijakeskeisen oppimisympariston ja
-polun, korkeamman opiskelumotivaation, vaiheittain etenevin ja osaamisvaatimuksia
sisdltdvin etenemisen sekd ympariston, joka tarjoaa logiitkan ymmartédmistd ja tutkimalla
oppimista. Oppimisympériston vuorovaikutteisuuden pedagogisena etuna on tiedon eri
esittimismuotojen yhteyksien havaitsemisen mahdollistuminen. Ndin opiskelija saa tukea
késitteellisen ymmartdmisen kehitykseen. Esimerkkind tistd on matematiikassa kéytossa
olevat GeoGebra-tydalustat, jotka havainnollistavat funktion geometrisen ja algebrallisen
esityksen vélisen yhteyden. Téminkaltaisia asioita ei pystytd mitenkéédn siséllyttdmaédn
perinteisten oppikirjojen staattisiin kaavoihin ja kuviin. (Tossavainen 2019, 169.) Myos
Aizikovitsh-Udi & Radakovic (2012, 4945) totesivat tutkimuksessaan, ettd GeoGebran
avulla opiskelijoille voidaan opettaa monimutkaisia ja abstrakteja matemaattisia késitteitd
kaytannonldheisesti ja konkreettisesti.

Sdhkoisten oppimisympdristdjen etuna on opettajan ndkokulmasta niiden
muokattavuus (Sakomaa 2015, 116). Témad mahdollistaa tirkeiden asioiden
painottamista, vihemmain térkeiden asioiden jattamistd pois ja materiaalin muokkaamista
yleisemminkin ryhmé- ja oppilastasolla mahdollisimman sopivaksi. Muokattavuuden
ohella sdhkoiset oppimisympdristot ja oppimateriaalit ovat usein motivoivia
monipuolisuutensa vuoksi. Tehtdvédt voivat olla tyypiltddn vaihtelevia ja siséltdd
monipuolisesti erilaisia materiaaleja aina kuvista erilaisiin interaktiivisiin siséltdihin.
Opiskelijan kayttiessd sdhkoisid oppimisymparistdjd ja niiden monipuolisia materiaaleja
vahvistuu myo6s opiskelijan monilukutaito, joka on yksi laaja-alaisen osaamisen
kulmakivistd (Sakomaa 2015, 116).

Yksi suurimmista haasteista liittyen tvt:n kdyttdon opetuksessa ja opiskelussa on
laitteiden saatavuuteen sekd internetyhteyteen liittyvdt ongelmat (OECD 2015, 61;
Sankila 2015b, 27). Ongelmat laitteiden saatavuudessa johtuvat useimmiten opinahjon
resurssien puutteesta tai paitetystd linjauksesta olla panostamatta sdhkoisten materiaalien
ja laitteiden kéyttoon osana opetustydtdi. OECDn (2015, 137-139) raportin mukaan
opiskelijan sosioekonomisella taustalla on vahva vaikutus opiskelijan suoriutumiseen
sdhkoisissd  oppimisympéristoissd ja tehtdvissi. Kuitenkaan erot oppilaiden

suoriutumisessa eivit johdu oppilaiden digitaitoihin tai tvt-laitteiden kéyton tuttuuteen
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liittyvistd eroista. Suoriutumiseen liittyvit erot korreloivat sen sijaan opiskelijan kykyyn
suoriutua perinteisistd paperille laskettavista tehtdvistd eli yleisemmin opiskelijan
matemaattiseen kyvykkyyteen. Raportin mukaan sosiockonomisella taustalla onkin
enemmaén vaikutusta juuri opiskelijoiden suoriutumiseen perinteisistd paperitehtavista
kuin suoriutumiseen sdhkoisistd tehtdvistd. Vaikka sdhkdiset tehtdvit soveltuvat ja
tukevat hyvin perusasioiden harjoittelua ja laskurutiinin omaksumista, vaativampia
matemaattisia siséltdjd opiskeltaessa opettajan ldsndolo on useimmiten tarpeellista
(Kuosa ym. 2018, 465).

Tvt:n kdytto ja sdhkdiset oppimisympéristot eivét yksinddn vield onnistu korvaamaan
kontaktiopetusta ja opinahjojen sosiaalista puolta. On olemassa tutkimusniyttoa siité, etta
sdahkoOisen oppimisympériston kayttoon liittyvan alkuihastuksen hiipuessa, opiskelijat
jaavit kaipaamaan vélitontd ja aitoa vuorovaikutusta opettajan kanssa oppimistaan
tukemaan (Tossavainen 2019, 170). Usein my0s kiinnostuksen lopahtaessa alkaa huomio
keskittymddn muuhun ja tilldin tvt-laitteet tarjoavat runsaasti mahdollisuuksia ohjata
huomio pois varsinaisesta opiskelusta. Toisaalta on olemassa myos tutkimusniyttoa
sdahkoisten oppimisympdiristojen lisdédmastd opiskelumotivaatiosta. Bakin ym. (2014, 16)
tutkimuksessa opiskelijat eivdt kylldstyneet sdhkoisessd oppimisympéristossi
toimimiseen vaan he olivat koko kurssin ajan kiinnostuneita kurssin siséltdjen
opiskelusta. Tama johti my0s siihen, ettd opiskelijat ottivat itse vastuuta oppimisestaan
kurssin aikana. Mikd saa aikaan tutkimuksien tulosten erot? Onko sdhkoisten
oppimisympdristjen suunnittelussa onnistuttu joissain yhteyksissd huomattavasti
paremmin tai huonommin kuin toisissa? Sakomaan (2015, 115) mukaan yksi uhkakuva
sdhkoisissd oppimisympdristdissd ja oppimateriaaleissa on keskittyminen viiriin
asioithin. Samoin internetissd oleva valtava tietomiddrd luo haasteita opiskeluun.
Opiskelijjoille tulee opettaa taidot 16ytdé kaiken tarjolla olevan tiedon seasta olennainen
ja luotettava tieto. Lahdekriittisyyteen liittyvét taidot eivét ole yksinkertaisia, mutta
hyvinkin keskeisiéd tulevaisuuden kannalta. Ndma ovat taitoja, joita opiskelijoille pitdisi
opettaa ja sdhkdiset oppimisympéristdt voivat toimia alustana taitojen opetukselle.

Erityisesti matematiikkaan liittyy piirteitd, joiden vuoksi siirtyminen tdysin sdhkoisiin
materiaaleihin on ongelmallista, ainakin vield toistaiseksi. Matematiikan kieli sisdltdd
ilmaisurakenteita, symboleja ja kaavoja, joita on tyOldstd tuottaa ja muokata sdahkoisilla
laitteilla (Tossavainen 2015a, 134). Ylivoimaisesti kaikkein tehokkain tapa tuottaa
matemaattista ajattelua on edelleen késin kirjoittaminen. Liséksi on olemassa laitteita,
kuten Applen tablettitietokone, jonka peruskayttoliittymésséd on toistaiseksi mahdotonta

kirjoittaa joitain kaavoja, kuten nelidjuurilausekkeita tai aste-merkin siséltdvia kaavoja.
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Vaikka on toki olemassa ohjelmia, kuten ladontajérjestelma LaTeX, jonka avulla voidaan
kddntdd ennalta méadrittyji merkkijonoja selkokieliseksi kaavaksi, vie niidenkin
kéyttdiminen moninkertaisen ajan kisin kirjoittamiseen verrattuna. Tdmé ongelma voi
pahimmillaan johtaa opiskelijan huomion kohteen siirtymiseen matemaattisen ilmaisun
sisdllostd ilmaisun tuottamisen haasteisiin (Tossavainen 2015a, 134). Lisdksi
matematiikan opiskelussa késin tekeminen on hyvin olennainen osa ajattelua.
Esimerkiksi miellekarttojen tekeminen tai kuvioiden kisin piirtdminen ovat tirkeité
ongelmanratkaisuvilineitd, jotka edelleen useimmiten on paras toteuttaa kyndlld ja
paperilla. Sdhkdisten oppimisympdristdjen ja materiaalien kdytossd matematiikan
opiskelussa piilee téhin liittyen suuri vaara. Sdhkodisten ohjelmistojen mahdollistaessa
algoritmisen ajattelun ulkoistamisen opiskelijan omasta toiminnasta, voi opiskelijan oma
matemaattinen ajattelu koyhtyad (Silfverberg 2018, 399). Opiskelija saattaa vain ohjailla
sdhkoistd ohjelmistoa, joka suorittaa numeeriset laskut, lausekkeiden muokkaukset,
yhtéldiden ratkaisemisen sekd funktioiden derivoinnin ja integroinnin ilman, etti
opiskelija itse tietdd tai ymmartdd mitd toiminnot matemaattisesti tarkoittavat.

Toisaalta on myos tutkimuksia, joiden mukaan matematiikan opiskelussa sdhkoisissé
oppimisympdristdissd on ehdottomasti etunsa. Dos Santos Ferreira, Karrer & Kataokan
(2014, 132) tutkimuksessa tutkittiin todennékdisyyslaskennan opiskelua, jossa kaytettiin
opiskelun tukena R-ohjelmistoa. Heiddn tutkimuksensa mukaan sdhkoisen ohjelman
hyddyntdminen opiskelussa paransi opiskelijoiden ymmaérrystd todennékdisyyslaskennan
perusteista, kuten  satunnaiskokeista, todenndkdisyyksien  estimaatiosta  ja
todenndkdisyyksien laskemisesta puukuvion avulla. Sen lisdksi sdhkdisen ohjelmiston
kdyttd6 mahdollisti laajemman ymmarryksen todennédkoisyyslaskennan ilmidistd
verrattuna pelkédn kynin ja paperin kdyttoon. Tdma johtui ohjelmiston kyvysté suorittaa
laajojen aineistojen simulaatioita ja analyysejd sekd mahdollistaa esimerkiksi klassisessa
kolikonheitossa moniulotteisemman kolikon tapaukset. Nami ovat tehtdvii, joita olisi
mahdoton tai ainakin hyvin vaikea suorittaa ilman sdhkoisia apuvélineita.

Sahkdisiin materiaaleihin siirtymistd hidastaa monta asiaa. Yksi hidastava tekijé on
sdhkoisten tydalustojen sekd tehtivien suunnitteluun ja laatimiseen vaadittava valtava
madrd aikaa. Tdmé aiheuttaa sen, ettd palkkatyond niiden laatiminen on kallista ja
ainakaan vield vuoteen 2015 mennessd yksikddan kaupallinen kustantaja ei ollut
tarjoutunut sdhkdistdmistyon padrahoittajaksi (Tossavainen 2015a, 136). Materiaaleja on
toki tehnyt useampi opettaja ja osa on niitd jakanut myos julkiseen kdyttoon. Néiden
sdhkoisten materiaalien ongelmana taas on suuri laadun vaihtelu ja liséksi ne kattavat vain

osan tarpeen olevista matematiikan oppisisalloistd. Tossavainen (2015a, 135) mainitsee
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vield ongelmalliseksi sen, ettd toisinaan sdhkoisissd materiaaleissa voi olla vaikeampi
luoda selkeiti ja helposti luettavia esityksid tvt-laitteiden ndyttdjen ollessa pienid. Taméa
konkretisoituu matematiikassa tdrkeiden kuvien ja kuvaajien esityksissd. Niihin tdytyy
usein liittdd sanallista tekstid avaamaan tai kommentoimaan kuvaa, jotta sen merkitys
aukenee opiskelijalle. Painetun oppikirjan aukeamalle téllainen esitys mahtuu helposti ja

jéarkevisti, toisin kuin joissain tapauksissa sdhkoisiin materiaaleihin.

2.2 VIiLLE-oppimisymparisto

Tutkielman tavoitteena on luoda sidhkoisid todenndkdisyyslaskennan tehtdvid. Niiden
alustana kéytetddn Turun yliopiston tulevaisuuden teknologioiden laitoksella kehitettyé
ViLLE-oppimisjérjestelmid, joka on sdhkdinen oppimisymparisto. ViLLE-jarjestelma on
Suomessa melko suosittu oppimisymparistd ja on kdytossd yli kolmanneksessa Suomen
kouluista. VILLE on kehitetty hyvin pitkalti tutkimuspohjaisena jérjestelménd, joka tutkii
oppimista ja yksi sen tdrkeimmisté tehtdvistd onkin tarjota informaatiota seké opettajalle
ettd opiskelijalle. Samalla saadun tutkimustiedon perusteella ViLLE-jarjestelmii
kehitetdédn entistd toimivammaksi ja oppimista paremmin tukevaksi. (Oppimisanalytiikan
keskus 2019.)

ViLLE siséltdd monipuolisesti valmiita oppimiskokonaisuuksia ja tehtdvid useista
oppiaineista aina esiopetuksesta yliopistoon saakka. Lisdksi opettajat voivat luoda omia
tehtdvid ja jakaa niitd ViLLEn kautta. (Oppimisanalytiikan keskus 2019.) Tehtdvien
luomiseen on olemassa useampia vaihtoehtoja, silld tehtdvit voidaan luoda esimerkiksi
kayttden pohjana hyvin avointa symbolisen laskennan tehtavityyppid, joilloin tehtdvéin
vaiheet ja sisdltd luodaan itse kéyttamdlld koodikieltd, tai tehtdvid voidaan luoda
hyodyntdmédlla ViLLEn valmiita tehtdvétyyppejd, joissa tarpeen on vain syOttdd
kysymykset ja vastausvaihtoehdot. Tdmén tutkielman tehtivit luodaan kayttimélla
symbolisen laskennan tehtdvipohjaa.

ViLLEstd 10ytyy yli 100 erilaista tehtdvityyppid hyodynnettiviksi ja monet
tehtavityypeistd ovat pelillisid seki sisdltdvit visuaalisia ominaisuuksia, mikd innostaa
opiskelijoita tyOskenteleméén tehtdvien parissa. ViLLEssd on my0s tutoriaaleiksi
kutsuttuja tehtdvien ja erilaisten oppimateriaalien yhdistelmid. Tehtéviin yhdistetyt
oppimateriaalit voivat olla esimerkiksi kuvia, luentomonisteita tai videoita. Tutoriaalit
perustuvat konstruktivistiseen oppimiskdsitykseen, jossa tarkoituksena on tehdd
opiskelijoista aktiivisia oppijoita. Talloin opettajan roolina on ldhinnd heikompien

opiskelijoiden ohjaaminen. (Oppimisanalytiikan keskus 2019.)
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ViLLEn yhtené olennaisimpana ominaisuutena on tehtdvien automaattinen arviointi.
Opiskelijan vastattua tehtdvdédn saa hidn vilittomasti siitd palautteen. Palaute voi siséltda
kannustusta, vihjeitd, vastauksen hahmotusta erimuodoissa sisdltden esimerkiksi
visualisointeja, jolloin tuetaan syvéllistdi oppimista ja késitteen ymmarryksen
kehittymistd. Lisdksi tehtdvdt ja tehtdvdkokonaisuudet pisteytetddn automaattisesti
ViLLEn toimesta. Automaattisesti arvioitujen tehtdvien lisdksi opettajat voivat myos
luoda tehtdvii, jotka he itse tarkistavat, kommentoivat ja palauttavat jirjestelmén sisalla.
ViLLE-oppimisympéristo toimii my0s yhteistyon vilineend, silld tehtdvid voidaan ratkoa
myds pareittain tai pienissd ryhmissd ja VILLE voi toimia alustana harjoitustdiden
palautukselle sekd niiden vertaisarvioinnille. (Kaila & Kurvinen 2014, 6-7;

Oppimisanalytiikan keskus 2019.)
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3 MATEMATIIKAN OPISKELU JA -TEHTAVAT

Matematiikan opiskelussa opiskelijan aktiivinen toimiminen muun muassa tehtdvia
tekemailld on térkedssa roolissa. Tosin sen sijaan, ettd opiskelija vain tekisi itsendisesti ja
aktiivisesti suoraviivaisia laskutoimituksia, olisi hyvd haastaa opiskelijaa tehtivilla,
joissa héntd vaaditaan analysoimaan, yhdisteleméén ja arvioimaan oppimiaan asioita ja
luomaan omia ratkaisumalleja ongelmiin. Témén lisdksi olennainen ja tirked osa
matematiikan opiskelua on matemaattinen kielentiminen eli matemaattisen ajattelun
ilmaisu luonnollisen kielen, kuviokielen tai matemaattisen kielen avulla suullisesti tai
kirjallisesti (Joutsenlahti & Tossavainen 2018, 410). Matematiikan opiskelijoita tulisi
aktiivisesti harjaannuttaa ndiden kolmen eri kielimuodon monipuoliseen kayttoon.
Matematiikan opetuksen olennaisena tehtdvidnd on tukea opiskelijaa rakentamaan ja
sisdistimddn matematiikan sisdlloistd selkedsti jadsentynyt ja eksakti tietorakenne, jota
voidaan soveltaa ymmartien uusissa tilanteissa. Tdmén tehtavén toteuttamiseksi tarvitaan
matemaattisen kielen lisdksi kuviokielen ja Iluonnollisen kielen joustavaa ja
tarkoituksenmukaista kéyttod matemaattisen ajattelun ilmaisuun. (Joutsenlahti &
Tossavainen 2018, 428.)

Matematiikan opiskelussa olennaista on myds virheiden tekeminen. Boaler (2015, 11—
12) kirjoittaa, ettd aivoissa on havaittavissa aktiivisuuspiikkejd ihmisten tehdessé virheita.
Olennaista ei ole se, korjataanko virheitd jdlkeenpdin vai ei, vaan ainoastaan kun
aivotyOskentelyd haastetaan ja tehdddn virheitd, luo se jo itsessddn tilaisuuden
oppimiselle. Matematiikan tehtdvid luotaessa tdmid on syytd muistaa antamalla
opiskelijoille tarpeeksi haasteita, jotta heilld on mahdollisuus tehdé virheitd. Haastavat
tehtdvit ja niiden rinnalle tuotu palaute, erityisesti positiivinen ja jatkamiseen kannustava,
ovat loistava yhdistelmé oppimisen aikaan saamiseksi (Boaler 2015, 19). Boaler korostaa
kirjassaan myds numeroilla ja matemaattisilla ilmi6illd leikkimistd sekd niiden tutkailua.
Usein  matemaattisten  tilanteiden  helpottaminen tai  mallien esittiminen
yksinkertaisimmassa muodossaan estdd opiskelijoita kéyttdmdstd luovuuttaan
matematiikassa. Heidén roolinsa muuttuu ajattelevasta ja ongelmia ratkaisevasta kohti
metodeja omaksuvaksi ja niitd sokeasti suorittavaksi (Boaler 2015, 42—46). Useimmiten
olisi hyodyllistd  tutkia 1lmiditd useista erilaisista ndkokulmista ja erilaisilla
lahestymistavoilla.

Matematiikkaa pidetddn usein hyvin erilaisena muihin oppiaineisiin verrattuna. Tdma
harha juontaa juurensa opiskelijoiden, vanhempien ja useiden opettajien kisityksiin

matematiikasta ’suoritus” aineena, jonka sisdltoné on suorittaa laskuja, opetella sdént6ja
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ja kaavoja sekéd vastata kokeissa mekaanisesti oikealla tavalla esitettyyn kysymykseen.
Todellisuudessa matematiikka on hyvin paljon muuta kuin edelld mainittua ja usein
matemaatikot itse luonnehtivatkin matematiikkaa mallien tieteeksi (Science of Patterns)
(Boaler 2015, 21-22). Ajansaatossa kouluissa ja oppilaitoksissa opiskeltava
matematiikka on etddntynyt entisestdin matemaatikoiden kdyttiméstd matematiikasta
sekd arkeen ja elamiin liittyvéastd matematiikasta. Kouluissa opiskeltava matematiikka
on ldhentynyt vahvasti vastaamaan késitettd ’laskeminen”. Opiskelijat saattavat kayttda
tuhansia tunteja opetellessaan menettelymalleja ja sddntdjé, joita he eivit tule opiskelunsa
ulkopuolella tarvitsemaan. Boaler (2015, 27) kirjoittaa, ettd matemaattisen tyoskentelyn
voidaan katsoa koostuvan neljdstd vaiheesta: kysymyksen asettelu, todellisen tilanteen
muuttaminen  matemaattiseksi  malliksi,  laskutoimintojen  suorittaminen  ja
matemaattisesta mallista siirtyminen takaisin todelliseen maailmaan lopputuloksen
arviointia varten. Kouluissa opiskeltavasta matematiikasta 80% on laskutoimintojen
suorittamista ja useimmiten kyndd ja paperia kayttdmalld, vaikka esimerkiksi
tyonantajien nikokulmasta se on edelld listatuista vaiheista juuri se, jonka teknologiset
apuvilineet voivat suorittaa tyontekijdn puolesta. Boaler (2015, 27) ehdottaakin, etté
matematiikan opiskelussa olisi syytd kayttdd aikaa enemmin kaikkiin muihin
matemaattisen tydskentelyn vaiheisiin kuin laskutoimintojen suorittamiseen.

Ongelmanratkaisu on olennainen osa matematiikkaa tai jopa sen ydin. Usein
todetaankin, ettd matematiikka kokonaisuudessaan on pohjimmiltaan ongelmanratkaisua
(Leppdaho, 2018, 369). Opetuksessa kéytettivit tehtdvit voidaan ongelmanratkaisuun
liittyen jakaa avoimiin ja suljettuihin tehtdviin. Oppikirjoissa olevat tehtdvit ovat
suurimmaksi osaksi suljettuja. Naissa tehtivissé alku- ja lopputilanne on yksikasitteisesti
médritty. Avoimessa tehtdvissd sen sijaan alku- tai lopputilanne tai jopa molemmat
voivat sisdltdd lukuisia vaihtoehtoja. Leppdaho (2019, 370) toteaa, ettd avoimet tehtivit
tarjoavat enemméin harkinnanvapautta ratkaisemisvaiheessa luonteensa vuoksi, mutta
samanaikaisesti myos vaativat opiskelijalta heidin tietojensa monipuolisempaa kayttod,
joka voi aiheuttaa taas enemmaén haasteita tehtivin ratkaisuun. Ongelmanratkaisutehtiva
on hyva silloin, kun opiskelija joutuu ponnistelemaan seké tarkastelemaan jo osaamiaan
asioita uudessa valossa (Leppdaho 2019, 370). Toisaalta onnistuneesti luodut tehtavit
eivit edistd ongelmanratkaisua, mikéli opiskelija ei ole kiinnostunut niiden
ratkaisemisesta. Néin ollen tehtdvid suunnitellessa on tirked pitdd mielessd tehtivien
mielekkyys opiskelijoille.

Osalla opiskelijoista voi esiintyd niin kutsuttua matematiikka-ahdistusta, joka

tarkoittaa matematiikkaan kytkeytyvid ahdistuneita ja kielteisid ajatuksia sekd kokemus
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siitd, ettd omat matemaattiset taidot ovat riittdmattomat tai heikot (Huotilainen 2019,
282). Nykyajan pedagogiikka korostaa matematiikkaa ongelmanratkaisun vélineen4,
mikd on hyva ldhestymistapa matematiikka-ahdistuneelle opiskelijalle. Matematiikka-
ahdistunutta opiskelijaa tukee kaksi Il&dhestymistapaa matemaattisissa tehtdvissa:
kaytetddn paljon arkeen liittyvid ongelmia ja kysymyksid, jonka kaltaisia ongelmia
opiskelija on jo varmasti lukuisia onnistunut ratkaisemaan sekd perustehtidvien
pitkdjanteinen ratkominen, joka kehittdd rutiinia ja helpottaa matematiikan
kokonaisuuden hahmottamista. Liséksi olisi olennaista aina pohtia my6s mitd késilla
oleva lasku voisi kdytdnnon tasolla tarkoittaa sekd arvioida oman lopputuloksen
jarkevyyttd. (Huotilainen 2019, 283.)

Ghilayn (2017, 45) mukaan sdhkoiset tehtdvit pystyvit laajemmin mittaamaan
opiskelijan osaamista opiskeltavan kurssin sisdlloistd. Tdmé tapahtuu, kun kdytdssd on
kysymyksid, joihin opiskelija ei voi suoraan vastata. Hyvd kysymys perustuu muuhun
kuin pelkéstidén opiskelijan muistinvaraisen osaamisen testaamiseen. Sen tulisi testata
opiskelijan todellista ymmaérrystd ja kykyd vyhdistelld, analysoida ja arvioida
omaksumiaan asioita sekd kykya luoda niiden pohjalta uutta. Tdma on hyvin 1dhellé niin
kutsuttua tutkivaa oppimista. Teknologia mahdollistaa tutkivan ldhestymistavan
matemaattisiin tehtéviin, jolloin tehtdvit muokkautuvat luonteeltaan kohti kokeellisuutta
(Silfverberg 2018, 398). Tutkimustehtdvén asettelussa olennaista on tehtdvén osat, joissa
opiskelijan tarkoitus on sdhkoisten materiaalien mahdollistamilla dynaamisilla
ohjelmistoilla kokeilla ja tutkia jotain asiaa tai ilmioté, tehdd niistd pddtelmid ja tutkia
omien paitelmien toimivuutta.

Boaler (2015, 77-90) kirjoittaa keinoista lisdtd opiskelijoiden innostusta
matematiikkaan muokkaamalla tuttuja tehtdvid eri tavoin. Hdn mainitsee kuusi asiaa
huomioitavaksi, kun matemaattisia tehtdvia luodaan tai muokataan. Ndiden huomioiden
avulla matematiikan tehtavit muuttuvat rikkaammiksi ja tukevat oppimista paremmin
sekd kasvattavat samalla innostusta matematiikkaa kohtaan.

Ensimmaéinen huomio liittyy tehtdvien avoimuuteen ja avaamisen, jolla tarkoitetaan
rohkaisua huomioimaan erilaisia ratkaisutapoja ja -reittejd sekd havainnollistuksia
tilanteille. Matemaattisia tehtdvid voi muuttaa avoimemmaksi esimerkiksi lisddméalla
opiskelijalle vaatimuksen avata ratkaisuaan visuaalisella havainnollistuksella tai
sanallisella selitykselld. Tdmén huomion taustalla on ajatus luovuuden kayttdmisestd
matematiikassa seké tarkoitus tuoda esiin matematiikan laajuutta ja monipuolisuutta.

Opiskelijoiden ymmarrys késilld olevista matemaattisista tilanteista tai ilmidista lisdéntyy



24
usein opiskelijoiden jakaessa vertaisilleen omia havainnollistuksia tai selityksid
ratkaisuistaan.

Toinen huomio liittyy tehtdvien muokkaamiseen tutkimuspohjaisiksi. Sen sijaan, ettd
opiskelijat vastaavat kysymyksiin toistamalla opittuja yksikédsitteisid mekaanisia
menetelmid, kysymys pitdisi asettaa vaatimaan opiskelijalta uuden idean tuottoa ja
innovatiivisuutta hyodyntdmalld jo opittuja asioita. Useimmat perinteiset matemaattisen
siséllon osaamista testaavat kysymykset voidaan muuttaa muotoon, jossa pyydetddn
opiskelijaa luomaan menettelytapa tai pohtimaan erilaisia ideoita ja kdyttdmadn jotain
menettelyd. Téastd esimerkkind Boaler (2015, 78) mainitsee tehtdvian: “Laske
suorakulmion pinta-ala sen sivujen ollessa 12 ja 2.” Tdmin perinteisen asettelun sijaan
tehtdvdn voisi esittdd tutkimuspohjaisesti muodossa: “Keksi mahdollisimman monta
suorakulmiota, joiden pinta-ala on 24.” Matematiikan opiskelusta tulee monitahoisempaa
ja mielekkddmpii, kun tehtivina ei ole vain toistaa opittua sdéntdja ja menetelmié.

Kolmas huomio liittyy tietyn késitteen tai menetelmin opetuksen ja siihen liittyvien
tehtdvien kddnteiseen jarjestykseen. Kun opiskelijalle esitetddn kysymys aiheesta, jota ei
vield olla opetettu, syntyy oiva mahdollisuus oppimiselle ja intuition kédytolle. Ajatuksena
on esittdd kysymys opiskelijoille vield tuntemattomasta aiheesta, jonka he joutuvat itse
pahkiileméédn. Vasta timén jalkeen opettaja kéy asian 14pi yhdessa opiskelijoiden kanssa.
Tatd metodia voi Boalerin (2015, 81) mielestd kayttdd milld tahansa matematiikan
alueella ja erityisesti minkd tahansa perusmetodin tai kaavan opetuksessa.

Neljas huomio liittyy visuaalisen komponentin lisddmiseen. Piirtiminen on tehokas
tyokalu matemaatikoille ja matemaattisten ongelmien ratkaisijoille. Visuaalinen
ymmarrys on matematiikassa olennaista ja lisid matemaattisten ongelmien ja tilanteiden
ymmaérrykseen aivan uuden tason. Tehtdvissd voi kdyttdd kuvioita ja kaaviokuvio tai
myo0s fyysisid esineitd ja havaintomateriaaleja. Lisdksi Boaler (2015, 83) mainitsee
erityisesti virikoodauksen olevan hyvé ja tehokas visuaalinen tyokalu.

Viides huomio liittyy oppilaiden osaamistason huomioimiseen. Matemaattisten
tehtidvien olisi hyvd olla moniulotteisia, jolloin yksittdinen tehtdvéd sisdltdisi useita
haastavuudeltaan vaihtelevia osavaiheita sekd mahdollisuuksien mukaan myds useita
ratkaisumahdollisuuksia. Téll6in mahdollisimman moni eritasoinen oppilas l0ytéisi
tehtdvastd itselleen sekd haasteita ettd onnistumisia. Boalerin (2015, 84) mukaan
vaatimustasoa voi madaltaa kysymdlld opiskelijalta, miten hin nikee tehtdvin tai
ongelman, jolloin opiskelija aktivoituu miettimdén tehtdvad. Tamén kaltaiset kysymykset
my0s tukevat tdssd tutkielman osiossa aiemmin esitettyjd huomioita opiskelijan

aktivoimisesta. Nididen kysymysten avulla onnistutaan tukemaan kaiken tasoisten
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opiskelijoiden oppimisprosesseja. Keino eriyttdd tehtdvdd ylospdin taitavien
opiskelijoiden kohdalla, on asettaa tehtdvdksi luoda samankaltainen matemaattinen
tehtdvé, joka on alkuperdistd jollain tavalla haastavampi. Néitd tehtdvid voivat taitavat
opiskelijat my0s esittdd toisilleen tai ratkaista yhdessd, mikd voi lisdtd opiskelijoiden
motivaatiota samalla vaatien syvillistd ja vaativampaa ajattelua.

Kuudes ja viimeinen huomio liittyy pdittelyyn ja todistamiseen. Pédttelyn voidaan
ajatella olevan yksi olennaisimmista asioista matematiikassa. Kun opiskelijat tarjoavat
padttelyitd ja osoittavat kritiikkié toistensa paattelyille, ovat he luonnostaan matemaattisia
toimijoita ja samalla harjoittelevat taitoja, joita tarvitaan tyoeldmaisséd. Pédttely toimii
vayldnid matemaattiselle ymmarrykselle. Tarkoituksenmukaista olisi siis lisdtd tehtéviin
vaatimus paéttelystd ja oman paittelyn todistamisesta. Todistaminen voidaan myds
naamioida muotoon vakuuttaminen. Opiskelijoiden tehtdvdnd voi olla vakuuttaa
kanssaopiskelija omasta paittelystdén, jolloin vastavuoroisesti kanssaopiskelijan tehtdva
olisi toimia skeptikkona. Huomio piaittelyn ja vakuuttelun tirkeydestd on luonteeltaan
Boalerin (2015, 86—89) esittiménd hyvin sosiaalinen tydkalu. Useimmissa esimerkeissi
paittelyd ja skeptistd kritisointia tehdddn vuorovaikutuksessa vertaisten kanssa. Toki
sosiaalisuus ei ole vaatimuksena, vaan kaikissa itsendisesti suoritettavissa tehtdvissi
voidaan myds vaatia pédttelyn tekoa ja oman paittelynsé todistamista keinona aktivoida
matemaattista ajattelua ja oppimista.

Opetuksen keskeisend tehtivina sekd tavoitteena on tukea opiskelijoiden korkeamman
tason ajattelutaitojen kehittymistd (Aksela, Kdrnd & Tikkanen 2012, 13). Matemaattisia
tehtavikokonaisuuksia rakentaessa on hyvi ottaa huomioon Bloomin tavoitetaksonomia.
Siitd on apua erityisesti pohdittaessa, mitd opiskelijoiden halutaan oppivan, minkilaista
ajattelua tukea ja minké tyyppisen tiedon omaksumista opetuksessa milloinkin halutaan
painottaa. (Brame 2019, 29-31). Bloomin 1950-luvulla luoma taksonomia jakaa
kognitiiviset prosessit vaativuuden mukaan eri tasoille. Tétd taksonomiaa on myShemmin
pdivitetty Bloomin oppilaan Andersonin johdolla oppimiseen liittyvdn uuden
tutkimustiedon mukaisesti 2000-luvulle sopivammaksi. Pédivityksen yhteydessd vuonna
2001 alkuperdistd teoriaa ajatteluntaidoista on péivitetty ja teoriaan lisdttiin jaottelu
erilaisista tiedon luokista.

Bloomin péivitetyssi teoriassa tiedolliset tavoitteet jaotellaan neljdén eri luokkaan:

1. Faktatieto: Tiedon peruspalaset, kuten méadritelmét ja terminologia.
2. Konseptuaalinen eli kdsitteellinen tieto: Tiedon peruspalasista

muodostettu monimutkaisempi toimiva tietorakenne. Kisitteellinen
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tieto sisdltdd luokituksia, periaatteet ja yleistykset sekd teorioita ja
malleja, joita tieteenalat kéyttavét ilmididen kuvaamiseen, selittimiseen
ja ennustamiseen.

3. Proseduraalinen tieto eli menetelmdtieto: Prosessien toiminnan
ymmartdminen. Esimerkiksi taidot, algoritmit, tekniikat ja menetelmét
sekd niiden kéyton perusteet.

4. Metakognitiivinen tieto: Tieto erilaisista oppimisstrategioista, niiden
toimivuudesta ja kayttotilanteista sekd ymmaérrys henkilokohtaisista

tiedoista ja oppimisprosesseista.

Néitd tietoluokkia voidaan kayttdd herdttdmiin pohdintaa siitd, millaisia asioita
opiskelijoiden halutaan tietivdn ja oppivan. Asiantuntijat onnistuvat jisentdmiin
tietonsa rikkaaseen tietoverkkoon olennaisten ominaisuuksien avulla, kun taas noviisien
tietoverkko on paljon hajanaisempi ja perustuu yleensd pinnallisiin tietoihin. Jos
tietoluokkia ei huomioida opetuksessa, voi oppilaiden oppiminen perustua faktojen
muistamiseen ilman niiden jdsentdmistd merkityksellisiin tietoverkkoihin. Opettajien
tulisi tietoisesti priorisoida opetuksessa sellaista kisitteellistd ymmarrysté, joka tukee
toimivien tietoverkostojen syntymisti, joista tietoja voidaan helposti siirtdd kaytettaviaksi.
(Brame 2019, 32.)

Bloomin tavoitetaksonomia kuvaa kognitiivisia prosesseja kuudella eri tasolla. Ndma
tasot (tai kategoriat) kuvataan usein kolmiomallin avulla siten, etti alhaalla on
yksinkertaisimmat kognitiiviset prosessit ja ylhddlld monimutkaisimmat (Kuvio 1).
Kuviossa kolmion vieresta 10ytyy jokaiselle tasolle esimerkki verbeja, jotka johdattavat
kayttdimadn kyseiselld tasolla toimivia kognitiivisia prosesseja. Péivitetyn Bloomin

taksonomian tasot ovat:

1. Muistaminen: tietojen palauttaminen muistista tunnistamalla ja
muistamalla.

2. Ymmdrtdminen: merkityksen luominen, kuten tietojen jdrjestiminen
luokkiin tai erilaisten yksinkertaisien metodien kayttd tutuissa
tilanteissa.

3. Soveltaminen: omaksutun tiedon kéyttiminen erilaisissa tilanteissa ja

menetelmien sekd algoritmien rutiininomaista kdyttamista.
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4. Analysointi: ongelman pilkkominen ja eri ndkokulmista tutkiminen,
perusteluja ja johtopddtoksid vaativa toiminta, avainkohtien, sopivien
mallien ja yhtymikohtien 10ytdminen.

5. Arvionti: péitosten tekeminen kriteerien ja standardien pohjalta
kéayttden tukena perustelua tai kriittistd ajattelua.

6. Luominen: suunnittelua ja tuottamista hyddyntéien pienempien palasten
kokoaminen yhdeksi kokonaisuudeksi, kuten hypoteesiksi, uudeksi
saannoksi tai yleistykseksi.

(Brame 2019, 30-31; Bartlett 2014, 71-75; Aksela ym. 2012, 13.)

Can the student...

Produce new or original work?
Design, ble, construct, conjecture, develop, formulate, author, investigate, compose, plan

Justify a stand or decision?
Ev a I ua te Appraise, argue, defend, judge, select, support, value, critique, weigh, justify

Draw connections among ideas?
Differentiate, organize, relate, compare, contrast, distinguish,

A I‘I a Iyze experiment, question, test, interpret :

Use information in new situations?
Execute, implement, solve, use, demonstrate, interpret, operate, schedule,
sketch, calculate

Explain ideas or concepts?
. Classify, describe, discuss, explain, identify, locate, paraphrase,
naerstan
recognize, report, select, translate

Recall facts and basic concepts?
Define, duplicate, identify, label, list, memorize, name, state

Kuvio 1. Bloomin pdivitetty taksonomia kognitiivisille prosesseille. (Brame 2019, 31.)

Naistd tasoista alemman tason ajattelutaitoja ovat muistaminen ja ymmaértdminen.
Esimerkkind ndille tasoille tyypillisistd tehtévistd ovat rutiininomaiset laskutehtavit seka
kasitteiden madrittelytehtdvit. Soveltamisen, analysoinnin, arvioinnin ja luomisen
katsotaan olevan korkeamman tason ajattelutaitoja. Niitd vaativat tehtdvityypit ovat usein
esimerkiksi avoimia tai ongelmanratkaisutehtivid. (Brame 2019, 31; Aksela ym. 2012,
13.) Akselan ym. (2012, 14) mukaan vaikka ajattelutaitojen tasot etenevét hierarkkisesti
muuttuen helpommasta vaativammiksi, pidetddn usein ymmartdmisen ja soveltamisen
tasoja osittain pédéllekkaisiné. Jotkin ymmartdmisen tasolle kuuluvista tehtdvisté saattavat
olla tiedollisesti haastavampia kuin helpoimmat soveltamista edellyttivit tehtévit.
Tutkimusten mukaan arvioilta 60% matematiikan kysymyksistd ja tehtivisti ovat

alemmalle tasolle kuuluvia, 20% ovat korkeammalla tasolla ja loput 20% proseduraalisia
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(Bartlett 2014, 75). Tama herattdd huolta siind mielessd, ettd suurin osa kysymyksisté ja
tehtivistd haastaa oppilailta vain alemman tason ajattelutaitoja. Jotta kysymyksien ja
tehtidvien kdytosta opetuksessa tulisi tehokkaampi tyokalu, pitdisi panostaa enemmén
korkeamman tason ajattelutaitoja vaativiin kysymyksiin ja tehtdviin sek niiden laatuun.
Opiskelijoiden toivotaan tietysti muistavan ja ymmartdvan opiskeltavan kurssin
sisdltojd, mutta sen lisdksi heiddn odotetaan myds pystyvén parempaan kuin ainoastaan
muistamaan ja ymmaértdmiin sisdltojd (Brame 2019, 31). Tdssd kohtaa Bloomin
tavoitetaksonomian kognitiivisten prosessien tasot seki eri tietoluokat voivat auttaa meita
suunnittelemaan ja hahmottamaan, miti tdma opiskelijoiden ’parempi’ suoritus voisi olla
ja miten sithen paistdisiin. Alkuperdinen taksonomia oli yksiulotteinen sisdltden
ainoastaan kognitiivisten prosessien jaottelun, mutta péivitetty versio on kaksiulotteinen
sisdltden kognitiivisten prosessien lisdksi myo0s tietoluokat, jotka muodostava yhdessi 24
uutta solua taulukkoon (Darwazeh 2017, 16). Néisséd soluissa kuvataan verbien avulla
kognitiivisia toimintoja, jotka ottavat huomioon eri tietoluokat. Kuviossa 2 on esitetty
kaksiulotteinen taulukko péivitetystd taksonomiasta. Péivitetyn taksonomian
kaksiulotteisuus tukee paremmin opettajien ja kouluttajien kykyé suunnitella laajemmin
ja kattavammin opetustaan. Aksela ym. (2012, 14) kirjoittavat aiheesta, ettd pdivitetty
taksonomia helpottaa mielekkdidn opetuksen suunnittelua. Sen avulla voidaan luokitella

oppimisen tavoitteita sekd sen arvioinnissa hyddynnyttivid tehtdvid ndissd kahdessa

ulottuvuudessa.
The Cognitive Process Dimension
The
Knowledge Remember Understand Apply Analyze Evaluate Create
Dimension
Faciua List Summarize Classify Order Rank Combine
Knowledge
Conceptual : ; :
Knowledge Describe Interpret Experiment Explain Assess Plan
Procedural : : -
Knowledge Tabulate Predict Calculate Differentiate Conclude Compose
Meta- :
Cognitive Apprgs;'):ate Execute Construct Achieve Action Actualize
Knowledge

Kuvio 2. Pdivitetyssd Bloomin taksonomiassa olevien kognitiivisten prosessien sekd tietoluokkien
dimensiot. (Darwazeh 2017, 17.)
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4 TODENNAKOISYYSLASKENTA

Todenndkdisyysteoria on matematiikan osa-alue, jonka keskeisimpédni tehtdvidnd ja
tarkoituksena on kuvata sekd tutkia satunnaisilmidihin liittyvid matemaattisia malleja.
Todennédkoisyysmallit pyrkivit kuvaamaan satunnaiskokeita eli kokeita, joita voidaan
toistaa (ddrettomdn monta kertaa) ja joiden lopputulosta ei voida edes tdysin
kontrolloidussa tilanteessa yksikisitteisesti ennustaa satunnaisuuden vuoksi. (Gut 2007,
1.) Ndiden mallien avulla pyritdén kuvaamaan ja toisaalta erottamaan satunnaisilmididen
systemaattiset ja satunnaiset piirteet (Mellin 2006, 8). Todenndkdisyysteoriasta on
olemassa useita luonnehdintoja, joista osa on syvillisid sekd eksakteja ja osa
pinnallisempia ja pelkistettyjd. Esimerkiksi Applebaum (2014, 4) luonnehtii
todennékoisyysteoriaa: “Todennédkodisyysteorian yksi keskeisimmistd tavoitteista, kuten
arvata saattaa, on laskea todenndkoisyyksid”. Tédsséd tutkielmassa todennédkoisyysteoria
termin sijaan puhutaan todennékdisyyslaskennasta, joskin se on tieteessd vdhemmin
formaali kirjoitusasu. Todenndkdisyyslaskennan teorian pohjan voidaan katsoa
rakentuvan késitteen satunnaisuus pohjalta. Reaalimaailman ilmion voidaan katsoa

olevan stokastinen eli satunnainen, mikéli silld on seuraavat kolme ominaisuutta:

1) Ilmion on mahdollista padtyd alkutilasta useisiin erilaisiin lopputiloihin. Ilmiolla
pitéa siis olla useita erilaisia vaihtoehtoisia tuloksia.

2) Ilmion alkutilanteesta ei voida tarkasti madrittdd tai laskea ilmion lopputilaa.
IImién vaihtoehtoisten lopputulosten toteutumista ei voida siis ennustaa.

3) Vaikkei ilmion lopputulosta voida ennustaa tarkasti, eri lopputilojen suhteelliset
frekvenssit kdyttdytyvdt ilmion toistuessa sddnnonmukaisesti. [Imidn
lopputilojen suhteelliset frekvenssit pitdd siis olla médritettavissd. (Mellin 2006,

9.

Todenndkdisyyslaskennan historia on alkujaan uhkapeleissd, kun uhkapelurien
kiinnostus tuurin ja todenndkoisyyksien tutkimiselle muiden huijaamiseksi tai
voittamiseksi syntyi (Rohatgi & Saleh 2000, 1). Télléin ei kuitenkaan
todennékoisyyslaskenta matematiikan alana kehittynyt juuri lainkaan, silld tuon ajan
matemaatikkojen mielenkiinto teorian kehittdmiselle ei uhkapeleihin liittyvien ilmididen
kohdalla saanut sijaa kombinatoristen pédttelyiden pohtimisen rinnalla. Useampi
matemaatikko, kuten Laplace, Joseph Bertrand, Pierre de Fermat ja John Graunt, ovat

kehitelleet teorioita liittyen todennikdisyyslaskentaan, mutta useimmat niistd ovat olleet
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aukollisia tai alkeellisia. Todenndkdisyyslaskennan nykyinen teoriapohja on idltddn
suhteellisen nuori ja sen luojana toimi A. N. Kolmogorov. Vuonna 1933 hén aksiomatisoi
todennékoisyyslaskennan teoksessaan Foundations of the Theory of Probability.
Komogorovin ldhestyi todenndkdisyyslaskentaa mittateorian kautta, mikd teki
todenndkdisyysteorian  perusteista loogisesti yhtendisen sekd samalla nosti
todennékoisyyslaskennan osaksi modernia matematiikkaa. (Rohatgi & Saleh 2000, 1-2;
Pfeiffer 2009, 5-6.)

Nykyéédn todennikdisyyslaskenta on erittdin tehokas ja tdrked matemaattinen tyokalu,
jonka avulla voidaan ymmarté4 maailmaa, ja jota ei voida kuvata deterministisilla laeilla
(Skorokhod 2004, 5). Todennékoisyyslaskennan avulla on 10ydetty tarkasti maarattyja
ominaisuuksia tilanteista, jotka on ajateltu aiemmin olevan tdysin sattuman varassa.
Sattuma on aina ollut vahvasti ldsnd ihmisten jokapdivdisessd eldmissd. Thmisen
syntymé, kuolema ja itseasiassa koko eldmi on sattumaketju, jota ei voida laskea tai
ennustaa hyodyntdmailld deterministisid lakeja. Todennédkoisyysmallit ja -menetelmaét
koskettavat monia nykyeldmédn osa-alueita (Pfeiffer 2009, 5). Monenlaiset
satunnaisprosessit, luotettavuusmallit ja kokeellisen tydskentelyn tilastolliset huomiot
ovat erittdin tdrkedssd roolissa tekniikan ja fysiikan aloilla. Jopa monissa yritys- ja
henkilostojohtamisen padtoksentekoprosessien ongelmatilanteissa kiytetdédn apuna
sovelletusti useita todennédkoisyyslaskentaan perustuvia menetelmid ja tydkaluja. Myos
tilastollisen analyysin menetelmissd kéytetddn perustana todennikoisyyslaskennan
analyyseja.

Todennidkoisyyslaskennan ymmartdminen on tirkedd jokaiselle meistd. Dos Santos
Ferreira ym. (2014, 132) toteavat, ettd ihmiset tarvitsevat todenndkoisyyslaskennan
ymmarrysta jokapdiviisessd eldmdssaan. Huonoimmassa tapauksessa
todenndkoisyyslaskentaan liittyvét kasitteelliset virheet tai ymmaérryksen puute voivat
vaikuttaa negatiivisesti ihmisten arkieliméin henkilokohtaisiin péédtoksiin. Myos
Aizikovitsh-Udi & Radakovic (2012, 4943) kirjoittavat, ettd todenndkoisyyslaskennan
taitoja tarvitaan monissa elimédn liittyvissd teemoissa; terveys, talous ja politiikka. He
toteavat, ettd useimmiten ihmisten intuitiiviset virheet todenndkdisyyksiin liittyen
johtuvat ihmisten heuristisesta ldhestymistavasta tapahtumien tutkailuun. Esimerkiksi
usein ihmiset arvioivat tapahtuman todenndkdisyyden sen mukaan, miten hyvin
tapahtuman kuvaus toteuttaa heiddn késityksensd mahdollisesta lopputuloksesta tai
tapahtuman aikaansaamasta prosessista. Usein ihmiset sivuuttavat tapauksien
perustodenndkoisyydet ja niiden huomioimisen, jolloin he péétyvit heuristisen

arvauksensa seurauksena tdysin vddrddn lopputulokseen. Tdhédn kaikkeen pohjautuen
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voidaan todeta todenndkdisyyslaskennan opiskelun olevan hyvin tirkedd, mutta usein
my0s tavallisesta koulutyostd poikkeavaa, silld todenndkdisyyslaskennan periaatteet
liittyvét vahvasti ihmisten arkieldmadn (Dos Santos Ferreira ym. 2014, 132).

Jotta opiskelijat voivat oppia todenndkdisyyslaskennan teoriaa ja sen ymmarrysta,
tdytyy heiddn opiskelussaan késitelld todennédkoisyyteen liittyvid konsepteja ja kayttdd
niitd kriittisesti eri yhteyksissid. Todennédkoisyyslaskentaa voidaan oppia, kun opiskelu
perustuu kolmen peruskisitteen ymmartdmiseen; késitys sattumasta ja satunnaisuudesta
sekd todennédkoisyyden tulkinnasta (Dos Santos Ferreira ym. 2014, 132).

Todennékoisyyslaskennan opiskelussa olennaisia ovat erilaisten aineistojen simulointi
ja analysointi. Ndin opiskelijalle havainnollistuu tutkittava ja opiskeltavana oleva asia
konkreettisemmin. Dos Santos Ferreiran ym. (2014, 132-133) toteavat, ettd useiden
tutkimusten mukaan tvt:n kiyttdminen todennidkoisyyslaskennan opetuksessa ja
opiskelussa lisdd opiskelijoiden kykyd ymmaértdd abstrakteja ja vaikeita konsepteja. Tadma
pohjautuu juuri sdhkdisten oppimisympdristdjen ja sovellusten kykyyn luoda simulaatiota
vaikeista tai jopa muutoin fyysisessd maailmassa mahdottomista tilanteista sekd tvt:n
atkaan saamaan aktiivisen oppimiseen, joka mahdollistaa tiedon rakentumisen
opiskelijoilla. Tietokonesimulaatioiden ja satunnaisgeneraattoreiden kayttdminen
opiskelussa johtaa my0s kahden toisiaan tdydentdvien matemaattisten tasojen
kayttimiseen: teoreettisen ja empiirisen (Dos Santos Ferreira ym. 2014, 133). Myos
Aizikovitsh-Udin & Radakovicin (2012, 4945) tutkimuksessa osoitettiin, ettd ehdollista
todennékoisyyttd ja Bayesin laskusddntod opiskeltaessa oli dynaamisesta sdhkdisesti
esityksestd  apua  oppimisessa. Interaktiiviset = Venn-diagrammit  auttoivat
visuaalisuudellaan ymmaértdmédn riippuvuuden sekd ehdollisuuden vaikutuksia
paittelyprosessiin. Tutkimuksessa todettiin myds yleisemmalla tasolla, ettd dynaamiset
visualisaatiot luovat mahdollisuuden matemaattisten konseptien syvéllisempddn
ymmarrykseen. Tdma asia on syyté, ottaa huomioon suunniteltaessa tutkielmassa luotavia

sahkoisia tehtavia.

4.1 Todennikoisyyslaskennan peruskurssi

Téssd tutkielmassa tuotetut tehtdvit suunnataan Turun yliopiston tilastotieteen kurssille
TILM3553 Todenndkoisyyslaskennan peruskurssi, 4op. Kurssi on perusopinto-tason
kurssi ja useimmiten ensimmdiinen todenndkoisyyslaskentaa késittelevd kurssi
matematiikkaa ja tilastotiedettd opiskeleville opiskelijoille. Kdytdnnossa tdma tarkoittaa,

ettd kurssi siséltdd hyvin pitkélti perusteita todennékdisyyslaskennan osa-alueilta. Kurssi
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on tarkoitettu suoritettavaksi osana tilastotieteen tutkinto-ohjelman perusopintoihin tai
matematiikan tutkinto-ohjelman aineopintoihin. Lisdksi kurssi soveltuu myds
sivuaineena tilastotiedettd tai matematiikkaa lukeville opiskelijoille. (Turun yliopisto
2020.)

Turun yliopiston (2020) opinto-oppaassa on kerrottu Todennékoisyyslaskennan
peruskurssin osaamistavoitteet sekd keskeiset siséllot. Opinto-oppaassa kurssin tiedossa
on kirjattu kurssin osaamistavoitteeksi: ’Opiskelija oppii muodostamaan tapahtumia ja
laskemaan ndiden todenndkdisyyksid  soveltamalla  todenndkdisyyslaskennan
laskusdant6jd. Taman lisdksi opiskelija oppii muodostamaan erilaisista tapahtumista
satunnaismuuttujia, tunnistamaan tunnetuimpia parametrisid todenndkdisyysjakaumia,
kisittelemiin satunnaismuuttujien todennikoisyysjakaumia sekd laskemaan nédiden
tunnuslukuja.” Kurssin jélkeen opiskelijan tulisi siis osata todennédkoisyyslaskennan
peruskdsitteet ja laskusddnnot sekd satunnaismuuttujiin liittyvit peruskésitteet, jakaumat
ja niihin liittyvien tunnuslukujen laskemisen.

Kurssin keskeiset sisdllot ovat opinto-oppaassa listattu seuraavalla tavalla:
“Todenndkodisyyden matemaattisia perusteita (satunnaiskokeet ja nithin liittyvét
tapahtumat, riippumattomuus, ehdollinen todennékoisyys), satunnaismuuttujat ja niiden
tunnusluvut, tirkeimpié diskreettejd ja jatkuvia jakaumia seké keskeinen raja-arvolause
ja normaaliapproksimaatio.” (Turun yliopisto 2020.) Tédmén tutkielman tehtidvien
ideointia ohjaa edelld mainitut kurssin osaamistavoitteet sekd keskeiset sisdllot.
Tutkielmassa tuotettavat sdhkoiset tehtévit eivét tule kattamaan kurssin kaikkia sisdlt6jé,
vaan ne toteuttavat kurssin sisdltdjd valikoidusti siten, ettd tehtdvdt nojaavat tdmén
tutkielman teoriaosassa kerrottuihin sdhkoisten tehtévien etuihin ja oppimista tehostaviin

ominaisuuksiin.
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5 SAHKOISET TEHTAVAT

Téatd tutkielmaa varten on tuotettu viisi séhkoistd tehtdvdd liittyen tutkielman
kohdekurssin sisdltoihin. Kaikki tehtdvdt on suunnattu todenndkoisyyslaskennan
peruskurssille ja ovat yliopiston ensimmadisen todenndkdisyyslaskennan kurssin
siséltdjen mukaisia. Tehtdvidt on suunniteltu tuomaan esiin sdhkoisten tehtdvien parhaita
puolia ja ottamaan huomioon sidhkoisten tehtdvien mahdollistamat edut. Yhtd tehtavai
kokonaisuutena nimitetdén termilld ViLLE-kierros ja yksi kierros koostuu useammista
vaiheista. Kysymysmuotoja on kolmenlaisia: monivalintoja, joissa valitaan joko yksi tai
useampia oikeita vastauksia, sekd avoin kysymys, johon voidaan vastata lukuarvolla,
matemaattisilla symboleilla tai ndiden sekoituksilla. Selostus siséltdd kuvat kierroksen
kaikista vaiheista ja eri palauteviestit. Jokaisen vaiheen jilkeen ViLLE tarkistaa
opiskelijan vastaukset automaattisesti ja antaa vastauksen oikeellisuuden perusteella
opiskelijalle palautetta. Kierroksen lopuksi VIiLLE pisteyttdd opiskelijan suorituksen
kokonaisuutena riippuen siitd, kuinka paljon opiskelija teki virheitd. Tédssd raportissa
tehtavit esitellddn yksi kerrallaan ja jokaisen tehtdvdn selostus alkaa lyhyelld
titvistykselld tehtdvin ideasta, todennikodisyyslaskentaan liittyvistd kohdesisdlloistd sekd
tehtdvén tavoitteista oppimisen suhteen. Tamén jélkeen esitetdéin kuvina esimerkkikierros
tehtdavistd. Jokaisen vaiheen kuvien jdlkeen selostetaan lyhyesti lisdd kyseisestd
vaiheesta; sen sisdllostd, tavoitteista sekd ominaisuuksista erityisesti sdhkoisten tehtidvien
nikokulmasta.

Ensimmadiset neljd tehtivdd muodostavat kaksi laajempaa tehtdvikokonaisuutta.
Naiissd kokonaisuuksissa késitellddn samoja todenndkoisyyslaskennan teemoja ja
sisdltoja  sekd muutoinkin tehtdvdn aihepiiri  pysyy samana. Laajemman
tehtdvikokonaisuuden etuna on aihepiirin pysyminen samana. Opiskelijan ei tarvitse joka
tehtdvéssd orientoitua uuteen ilmidon tai tehtdviskenaarioon. Niin tehtdvén fokus pysyy
paremmin matemaattisissa sisdlldissd ja niiden pohtimisessa. Talloin pystytddn
syventymidn myo0s vaiheittain paremmin matemaattiseen siséltoon, kun huomiota ei vie
orientoituminen uuteen tilanteeseen. Tehtdvidkokonaisuudet on myds pilkottu erillisiin
kierroksiin, silld muutoin tehtévésti tulisi turhan pitkd ja opiskelijalle se voisi tuottaa
turhautumista tai huonompia kokonaispisteitd. Useat opiskelijat ovat motivoituneita
kerddmadn ViLLE-pisteitd. Mikili opiskelija haluaa tdydet pisteet kierrokselta, mutta
tekee pitkdn kierroksen lopussa virheen, joutuu hin aloittamaan koko tehtdvén alusta

saadakseen tdydet pisteet. Ndin my0s tehtdvin matemaattinen sisilto ja opiskeltavat asiat
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saadaan pilkottua pienemmiksi eikd yksittdinen tehtdvd sisdlld valtavasti erilaisia
késiteltdvii asioita kerralla harjoiteltavaksi.

Kaikissa tehtivissi toistuu tietyt sahkoisten tehtdvien parhaat puolet. Néisti kerrotaan
yleisesti seuraavaksi eikd jokaisen tehtdvian kohdalla uudelleen toistaen. Yksi sdhkdisten
tehtdvien ominaisuus, joka esiintyy kaikissa tdméan tutkielman tehtdvissd, on tehtdvén
toistettavuuden mielekkyys. Sdhkoiseen tehtdvdéin on melko helposti koodattavissa
muuttuvia lukuarvoja tai sisdlt6jd. Kun opiskelija aloittaa tehtdvén alusta tai tekee saman
tehtdvin uudestaan, muuttuu kaikissa tehtdvissd ldhes kaikki lukuarvot, jolloin samoilla
vastausten arvoilla ei voi tehtdvad suorittaa uudelleen. Muutamassa tehtdvédssd muutokset
ovat laajempia. Riippuen tehtdvin lukuarvoista kysymykset ja eri vaiheiden palautteet
muuttuvat erilaiseksi. Néin saadaan vield enemmin vaihtelua tehtivda uudelleen
suorittaessa. Tehtdvédn arvojen tai sisdllon muuttumisen etuna on, ettd tehtdvd pysyy
toistettaessa mielekkddmpénd. Samaa oppikirjan tehtdvii toistaessa opiskelija suorittaa
samaa tehtdvaa samoilla arvoilla kerta toisensa jdlkeen, jolloin se alkaa nopeasti jidmain
mieleen ja suoritus muuttuu mekaanisemmaksi. Talloin varsinainen oppiminen
heikkenee, kun opiskelija ei joudu itse aktiivisesti pohtimaan tehtdvin suoritusta niin
paljoa. Oppiminen tehostuu, kun opiskelija joutuu kerta toisensa jilkeen pohtimaan
tehtdvad aktiivisesti vidhintddnkin uusien muuttuneiden arvojen takia. Entisestddn
oppiminen tehostuu, kun tehtdvin sisdltd muuttuu enemmaén kuin vain arvojen osalta.
Télloin tehtdvdd voidaan esimerkiksi ldhestyd eri ndkdkulmasta ilmion tai matematiikan
oppisiséltdjen sidilyessd samana. Télloin opiskelussa huomio keskittyy enemmén
matematiikan sdéntdjen tai i1lmidén ymmairtdmiseen vain oikeiden vastausten
metsdstdmisen sijaan. Toisaalta, jos opiskelija haluaa painottaa harjoitteluaan jonkin
matematiikan sddnnon tai kaavan mekaaniseen suorittamiseen, tehostaa muuttuvat arvot
taménkin kaltaista oppimista.

Yksi kirjallisuudenkin (Ghilay 2017, Kinnari-Korpela 2019, Sankila 2015b) mukaan
tarkeimmistd sdhkdisten tehtdvien ominaisuuksista on véliton ja adaptiivinen palaute.
Palautteen vilittdomyyden etuna on, ettd opiskelija saa heti vastattuaan tietdd, miten hyvin
hén hallitsi kysytyn asian. Vastauksen ollessa oikein ja opiskelijan saadessa siitd palaute,
voi hin hyvilld mielin jatkaa eteenpiin ja nojautua sithen, ettd aiemmat tehtdvan vaiheet
ovat oikein. Tédstd on etua etenkin, jos myOhemmissd tehtdvin vaiheissa tarvitaan
aiempien vaiheiden vélituloksia. Opiskelija tietdd niiden olevan oikein, jolloin hénen ei
tarvitse vasta tehtdvén lopussa tuskailla ja alkaa pohtimaan, missé kohtaa on tullut virhe.
Virheellisten késitysten sekd esimerkiksi huolimattomuusvirheiden 16ytdiminen on néin

ollen helppoa, silld niistd tulee aina véliton palaute. Tdimé vdhentdd riskid motivaation
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pienenemiselle seké auttaa opiskelijaa heti kohdentamaan huomiota véérin menneeseen
kohtaan tai virheeseen matemaattisessa ajattelussaan.

Jokaisen tehtévén sisdltimien vaiheiden jdlkeen opiskelija saa myds adaptiivisen
palautteen, jota voidaan koodaamalla helposti muokata ja kohdentaa. Opiskelija saa
jokaisessa vaiheessa erilaista palautetta riippuen onko hdnen vastauksensa oikein vai
véadrin. Oikean viestin vastauksessa voidaan opiskelijaa kehua ja kannustaa, jolloin
motivaatiota tehtdvin tekemiseen saadaan pidettyd ylld. Perinteisissd tehtdvissi
useimmiten opiskelija saa tietdd tehtdvénsé olevan oikein vasta tehtdvén tehtyd. Télloin
joutuu tekemddn kovasti toitd ennen kuin palaute saapuu opiskelijalle. Huonolla tuurilla
tehtdva voi my0s olla vadrin, jolloin opiskelija joutuu etsiméén tekeméinsa virhettéd eika
valttdmattd kauhean helposti keksi milld tavoin hdnen pitdisi muuttaa ajatteluaan tai mihin
suuntaan vieda sitd. Téssd auttaa sdhkdisessd tehtidvassi tuleva vdédrdn vastauksen viesti.
Palaute tulee vélittomaisti opiskelijan antaessa virheellisen vastauksen. Lisdksi voidaan
tehtdvén tekijin toimesta eritelld ja valita palautteen siséltd. Palautteessa voidaan pyrkid
muistuttamaan opiskelijaa tyypillisistd virheistd, jotta ne voidaan karsia pois
suorituksesta tai opiskelijalle voidaan antaa vihjeitd ja tukea, mihin suuntaan ajattelua
kannattaa viedd. Tarkoituksena ei ole antaa opiskelijalle oikeita vastauksia vaan
ainoastaan tukea opiskelijaa sopivasti, jotta hén itse 10ytdd oikean ratkaisun kysyttyyn
asiaan. Tamd tukee opiskelijan omaa aktiivista oppimista ja auttaa opiskelijaa
ymmértaimédn tehtdvissi harjoiteltavaa asiaa. Vairdn vastauksen viestin siséltdd voidaan
my0s muuttaa monia kysymyksid sisdltdvissd vaiheessa sen mukaan mihin kysymyksiin
opiskelija on osannut vastata oikein ja mihin taas ei. Niin opiskelijan saama palaute on
kohdennettua ja vastaa parhaiten hidnen tuen tarpeisiinsa, jotta hdn saa tehtivén
suoritettua. Tdmédn tutkielman tehtdvien tarkemmassa esittelyssd on vield syvennytty
vaihekohtaisesti erilaisten palautteiden siséltdihin ja niiden taustalla oleviin ajatuksiin.

ViLLE pisteyttdd kierrokset automaattisesti opiskelijan suoriutumisen perusteella.
Tami on oiva tapa opiskelijalle, sekd opettajalle, seurata oppimista. Opiskelija nékee
mitkd tehtdvdt ja minkédlaiset sisdllot ovat sujuneet hyvin ja missd on vield
harjoittelemista. Samalla pisteytyssysteemi voi toimia opiskelijaa motivoivana tekijéni,
silld monet opiskelijat haluavat kerété itselleen mahdollisimman paljon ViLLE-pisteita.
Esimerkiksi Turun yliopiston monilla kursseilla voidaan tarpeeksi suuresta ViLLE-
pistesaldosta antaa lisépisteitd tai kompensaatiota tenttipisteisiin tai kurssin
kokonaispisteisiin. Néin ollen siis monet opiskelijat tekevét heille haastavia tehtdvia

toistamiseen saadakseen tdysin onnistuneen kierroksen. Samalla opiskelija aktiivisesti
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myds harjoittelee tehtivéssd esitettyjd oppisisdltdjd ja oppii ne hallitsemaan, silld se on

usein vaatimus téysille pisteille tietyltd kierrokselta.

5.1 BRFosal

Ensimmdinen tehtdvdkokonaisuus on nimeltddn BRF, joka tulee sanoista Base Rate
Fallacy. Nimi on lyhennetty, jotta opiskelijat eivét ldhtisi tehtdvii ennen tai sen aikana
etsimddn internetistd tietoa kyseessd olevasta ilmidstd, vaan pohtisivat ja ratkaisisivat
tehtavikokonaisuuden itsendisesti omilla tiedoilla tai kurssimateriaaliin nojautuen. Télle
ilmidlle ei ole olemassa kirjallisuudessa selkedd vakiintunutta suomennosta. Tdssé
tutkielmassa ilmid nimetddn suomeksi termilld perusarvojen laiminlydnti.
Tehtdaviakokonaisuus kisittelee ilmidtd siitd, miten perusarvojen laiminlyonti seké
virheellinen positiivisuus osana todenndkdisyyksien arviointia johtaa helposti
vadranlaisiin  tulkintoihin.  Erilaisten mahdollisten lopputulosten ja niiden
todennékoisyyksien arviointi on olennainen osa padtoksentekoa tilanteissa, joihin liittyy
epavarmuutta. Usein kuitenkin niissé tilanteissa, joissa pitdd arvioida subjektiivisesti
ehdollista todennikoisyyttd, tekevit ihmiset systemaattisesti virheitd todennédkdisyyksien
arvioinnissa. Perusarvojen laiminlydnti kuvaa ihmisten taipumusta painottaa yksiloivaa
informaatiota ohi perusarvojen. Kiytinnossd ihmiset siis tarttuvat yksiloivddn
informaatioon erittdin merkittdvéani tietona, vaikka sen vaikutus kyseiseen tilanteeseen
olisi todella pieni verrattuna perusarvojen vaikutukseen. (Yang & Wu, 2020.)

Tama tehtdvdkokonaisuus sisdltdd erilaisia todelliseen eldméén viittaavia tilanteita,
joissa 1lmid nousee esiin. Niissi tilanteissa yksiloivd informaatio on virhemarginaaliin
liittyvét todenndkodisyydet, kuten esimerkiksi virheellinen positiivisuus. Perusarvojen
laiminlyontid ei suoranaisesti késitelld luentomateriaaleissa, mutta ilmion tutkiminen
vaatii todennikoisyyslaskennan perusteiden hallintaa. Néin ollen tehtidvikokonaisuus on
siis hieman soveltavampi ja vaatii opiskelijalta taitoja pohtia seké tutkiskella hinelle
esitettdvdd 1lmiotd perustietojen pohjalta. Tehtdvdkokonaisuuden tavoitteena on
tutustuttaa  opiskelija  perusarvojen laiminlydntiin  ilmiénd sekd harjoittaa
todennikoisyyslaskennan tietojen soveltamista tilanteissa, jotka koskettavat arkieldmaa.
Lisdksi opiskelijalle esitetddn keinoja vilttdd perusarvojen laiminlyénnin tapahtuminen
ja samalla vahvistetaan Bayesin lauseen kéyttod ja kokonaistodennékodisyyden laskemista

ehdollisen todenndkoisyyden tapauksissa.
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Aloitetaan tehtivikokonaisuus muutamalla mielenkiintoisella tosielimééin perustuvalla pohdinnalla..

Kuvitellaan, ettd erddssi kaupungissa on 1450000 asukasta, joista 110 ovat ulkoavaruudesta tulleita
olentoja. Olennot ovat aivan ihmisten ndkoisid, mutta ikéivi riesa keppostellessaan kaupungissa.
Olentojen torjuntaa varten on otettu kdyttéon kameravalvontajirjestelmé, jossa on
kasvojentunnistusominaisuus. Valvontajirjestelmi hélyttdd, mikili kasvojentunnistus bongaa olennon.
Aloitetaan perusarvoista. Mikd on todennikéisyys, etta satunnaisesti kameran kohteeksi joutunut asukas

(Anna vastaus viiden desimaalin tarkkuudella ja kiiytd desimaalierottimena pistetté)

on olento O
ei ole olento _

Tarkista uudelleen

on olento (0.00008
ei ole olento (0-99992

Hienoa! Perusasiat ovat kunnossa.

Tehtdvikokonaisuuden ensimméinen osa painottuu perusarvojen laiminlyonti -ilmidn
esittelyyn useampien arkieldméén liitettdvissd olevien tilanteiden avulla. Tosieliméain
kytkeytyvét tehtavit, jotka opiskelija ymmartdd ja jotka hin pystyy jollain tasolla
konkretisoimaan, ovat usein motivoivampia tehda kuin abstraktit ja kéasitteelliset tehtévit.
Lisdksi matematiikan késitteet ja sddnndt ovat usein helpompia sisdistéd ja muistaa, kun
ne pystytddn tuomaan konkreettiselle tasolle. Ensimmaiinen esimerkkitilanne liittyy
kasvojentunnistusjirjestelmain, minkd ensimmadiisessd vaiheessa opiskelijalta testataan
satunnaistapahtuman todennékoisyyden laskemisen taitoja. Virheellisen vastauksen
viestissd on pyritty muistuttamaan mahdollisesti yleisestd virheestd eli vastauksen

epatarkkuudesta.
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Olennon tunnistuksessa voi tapahtua 1% todennikéisyydelld virhe. Kaytinnossé tama tarkoittaa, etta
kameran tulkitessa asukkaan olennoksi hélytys kiynnistyy 99% varmuudella. Toisaalta jonkun muun
asukkaan kuin olennon osuessa kameraan halytys kiynnistyy 1% kerroista.

Kuvitellaan nyt tilanne, ettd kameravalvontajérjestelmén hélytys kdynnistyy. Milld todennikéisyydella

kameraan osunut asukas on olento ulkoavaruudesta?

(Anna vastaus desimaalilukuna yhden prosentin 0.99

tarkkuudella)

T4alla kertaa ei osunut oikeaan. Ei kuitenkaan syytd huoleen. Téssé tehtédvan kohdassa hyviksytain
kaikki vastaukset, jotta pddsemme tehtdvéssa eteenpain.

Tahidn kysymykseen oikea vastaus on luokkaa 1%.
Suurin osa ihmisista kuitenkin vastaa tdhan kysymykseen 99%.

Pohdi omaa péaattelyési, mihin perustat kirjoittamasi vastauksen?

Tdssd vaiheessa esitetddn virhemarginaaliin liittyvét arvot, jotka ovat yksiloivaa
informaatiota. Virheellinen positiivisuus on téssd tapauksessa todenndkdisyys, jolla
hilytys kdynnistyy, vaikka kyseessé ei ole haluttu kohde. Tutkimusten mukaan (esim.
Yang & Wu, 2020) ihmiset usein asettavat ehdollisen todenndkdisyyden arvioinnissa
painopisteen yksildiviélle informaatiolle, jolloin siis yleisin vastaus tédhén tehtdvién olisi
99%, vaikka perusarvoihin nojautuen voidaan melko helposti huomata, ettéd
marginaalisen pienelld olentojen maarélld ei satunnainen kamerahélytys voi olla niin
suurella todenndkodisyydelld olento. Tdméa tehtdvin vaihe on koodattu péddstdmiin
opiskelija 1dpi kaikilla vastausehdotuksilla. Ajatuksena on, ettei opiskelijalta vield tdssa
kohtaa vaadita ilmion ymmartdmistd ja ilmioon sisdltyvin arviointivirheen véistdmista.
Tarkoituksena on vain heritelld opiskelijaa pohtimaan, mitd pyritddn tukemaan oikean
vastauksen viestin sisdlloilld. Oikean vastauksen viestissd opiskelijalle kerrotaan, saiko
hin vastauksensa oikein vai véérin sekd todetaan, ettd kaikki vaihtoehdot tuottavat oikean

vastauksen tdssi kohtaa.
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Otetaan toinen esimerkki tosieldmésti. Erdfissd osavaltiossa yksi 1050:sta kuskista ajaa humalassa.
Poliisit testaavat tieliikenteessé ajavien kuljettajien mahdollista rattijuoppoutta puhallustestilld. Testi
onnistuu aina osoittamaan, mikili kuljettaja on humalassa ajaessaan. Tastd huolimatta testeistd 4%
niyttdd rattijuopumusta myos téysin selvipéisten kuskien kohdalla.

Oletetaan, ettd poliisi pysidyttdd satunnaisen autoilijan puhalluttaaksen tdmén. Testi osoittaa kuskin

olevan humalassa. Milld todennékéisyydelld kuski todella on humalassa?

(Anna vastaus desimaalilukuna ja yhden prosentin 0.04

tarkkuudella)

Télla kertaa vastauksesi ei ollut oikein. Tamé ei haittaa. Tassa vaiheessa kaikki vastaukset tulkitaan
oikeiksi, jotta tehtdva etenee.

Vastasitko kenties 96% tai 2%7 Suurin osa ihmisistd pAéttelee vastauksen téssi tapauksessa
olevan 96%, vaikka todellisuudessa se on vain 2%.

Mihin arvoihin perustit piaitelmési? Muistitko huomioida perusarvot?

Téasséd vaiheessa sdilyy sama tematiikka sekd ajatus, mutta esilld oleva tilanne muuttuu.
Kasittelyssd on poliisien toteuttaman puhallustesti, jossa esiintyy my0s virheellistid
positiivisuutta tietylld todenndkoisyydelld. Arvot ovat hieman eri luokkaa, joten
opiskelija joutuu pohtimaan tilannetta hieman eri nidkokulmasta. Tdssdkin vaiheessa
kaikki vastausehdotukset ovat sallittuja ja opiskelija saa siitd tiedon sekd tiedon oman
vastauksensa oikeellisuudesta. Tédssd kohtaa osa opiskelijoista oletettavasti alkaa

péadsemaén késiksi ilmidon ja alkavat sitd mahdollisesti ymmartiméén.
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Otetaan viimeinen tapaus, johon syvennymme hieman tarkemmin. Tuhannen ihmisen kaupungissa,
Alphavillessi, on valloillaan C-virus. Viruksen saa 60% kaupungin asukkaista. Torjunta- ja
jéljitystoimenpiteens kaupungin terveydenhuolto on kehittéinyt kotitestin, joka tunnistaa 98%:sesti
oikein tartunnan saaneen ihmisen, mutta antaa positiivisen tuloksen myts 6%:lla terveistd ihmisisté.

Kaupungin asukas havaitsee kirsivinsd virukselle tyypillisid oireita ja tekee pa#ttad tehdé kotitestin.

Hin saa positiivisen tuloksen. Kuinka suurella todennékéisyydelld hinelld oikeasti on C-virus?

(Anna vastaus desimaalilukuna ja yhden prosentin 0.96

tarkkuudella)

Erinomaista! Témé# meni nappiin.

Miten pééttelit vastauksesi? Oliko vastauksesi kenties lihimpéini 0%, 50% vai 100%7

Nyt jélleen ja viimeisen kerran aihe muuttuu. Ajatuksena on edelleen vahvistaa ilmion
ndkyvyyttd ja samalla esitelld erilaisia tilanteita, joissa ilmi6 todellisessa eldméssi nékyy.
Tilanteen aihe on pyritty valitsemaan ajankohtaiseksi ja sitd kautta mielenkiintoa

herattavaksi.

Alphavillestd 250km ldnteen on toinen tuhannen asukkaan kaupunki, Beetatown. C-virus levidéd myos
sinne, mutta Beetatownin asukkailla on huomattavasti parempi vastustuskyky. Ainoastaan 6%
asukkaista sairastuu C-virukseen. Beetatownissa kehitetddn myyntiin kotitesti, joka on hdmmaéstyttavin
samanlainen kuin Alphavillessi. Beetatownin kotitesti tunnistaa 98%:sesti oikein tartunnan saaneen
ihmisen, mutta antaa positiivisen tuloksen myos 6%:lla terveistd ihmisisté.

Beetatownin asukas havaitsee kdrsivdnséd virukselle tyypillisid oireita ja tekee kotitestin. Hén saa
positiivisen tuloksen. Kuinka suurella todennékéisyydelld hinelld oikeasti on C-virus?

(Anna vastaus desimaalilukuna ja yhden prosentin (D

tarkkuudella)

Talla kertaa vastauksesi ei osunut oikeaan. Téssé vaiheessa kuitenkin kaikki vastaukset hyviksytiain
oikeina.

Eiko kotitestin oikeellisuuden pitéisi olla samaa luokkaan kuin Alphavillessa? Vai eikd? Testin pitéisi
edelleen antaa positiivinen tulos myds 6%:lla terveisti ihmisistd. Hetkinen...

Talld kertaa aihetta ei vaihdeta, mutta perusarvoja muutetaan. Tarkoituksena on tuoda

esiin uusi ominaisuus ilmiéon liittyen. Osaako opiskelija reagoida tilanteeseen, jossa
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perusarvo (viruksen levinneisyys) muuttuu ja todellisuudessa muuttaa tilannetta hyvinkin
paljon. Opiskelijat, jotka ovat aiempien vaiheiden avulla ymmaértineet jo jollain tavalla
ilmiota, saavat tdssid tehtdvdn vaiheessa hieman lisdd haastetta ja mahdollisuuden
laajentaa ymmarrystddn. MyOs ndissd virustestaukseen liittyvissd tehtdvédn vaiheissa
vastauskenttd hyviksyy vield kaikki vastausehdotukset ja oikean vastauksen viestilld
pyritdin herdttdméin opiskelijan omaa ajattelua ja tukemaan tilanteen pohtimista. Oikean
vastauksen viestissd todetaan myos opiskelijan ehdottoman vastauksen oikeellisuus seki

kaikkien vastauksien kelpaavaan oikeiksi.

Tutkitaan C-virus tapauksia hieman tarkemmin, jotta saamme konkreettisia lukuarvoja péittelymme
tueksi. Aloitetaan laskemalla Alphavillen perusarvot ja niiden avulla edelleen kotitestin positiivisen
tuloksen oikeellisuus. Olennaista on huomioida tilanteen perusarvot, jotka ovat tissi tapauksessa
populaation koko, viruksen tarttumisen todennikoisyys sekéd nédistd lasketut positiivisten testitulosten
lukuméérien odotusarvot.

Voit ilmoittaa kahden ensimmaiisen kohdan vastaukset kokonaislukuna.

E(Oikeiden positiivisten tulosten lukumééri)—
E(Virheellisten positiivisten tulosten lukumairi)=

Mika on néisté laskettu todennékdisyys, ettd
testitulos on oikein?

Tarkista uudelleen

Tassd tehtdvdn vaiheessa aletaan virustestaus tilannetta pilkkomaan pienemmiksi
palasiksi ja sitd kautta purkamaan tilannetta. Apukysymyksien avulla saadaan tehtdavi
pilkottua pienemmiksi ja helpommin l&hestyttdviksi, mikd voi toimia sopivana tukena

opiskelijalle ja johtaa sitd kautta ymmarrykseen.
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E(Oikeiden positiivisten tulosten lukumééri)=

E(Virheellisten positiivisten tulosten lukumééra)—= ee )

Miké on néistd laskettu todennékdisyys, ettéd I
testitulos on oikein?

Tarkista uudelleen

Virheellisen vastauksen viestissd pyritddn vihentimién yleisid huolimattomuusvirheita,
kuten vastauksen epdtarkkuutta tai arvojen poimimista védrdstd kohtaa tehtdvinantoa.
Myoés jokainen vaihe, joka menee oikein, tuottaa positiivista palautetta opiskelijalle

suoriutumisesta.

E(Oikeiden positiivisten tulosten lukuméaari)—
E(Virheellisten positiivisten tulosten lukuméairi)—= @ )
Mika on néistéd laskettu todenndkéisyys, etti

testitulos on oikein?

Hienoa! Niin saimme méiritettyd kotitestin positiivisen tuloksen paikkansapitdvyyden Alphavillessé.
Saitko aiemmin péittelystisi saman lopputuloksen Alphavillen tapaukselle? Kotitestin tuloksen
voidaan todeta olevan hyvin luotettava.

Oikean vastauksen viestissd pyritddn vetiméédn lankoja yhteen ja saamaan opiskelija
vertaamaan aiempaa vastaustaan vastaukseen, jonka hédn sai tdssd vaiheessa tuotettua
tuetummin ja vaiheittain. Tavoitteena olisi herdttaa opiskelija pohtimaan mahdollista eroa
vastausten vililld ja sithen vaikuttanutta syytd tai vaihtoehtoisesti, jos vastaukset ovat

samat, pohtimaan tuottiko opiskelija vastauksen samalla vai eri tavalla.
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Lasketaan seuraavaksi vastaavat arvot Beetatownin tapauksessa.

E(Oikeiden positiivisten tulosten lukumé#iri)=
E(Virheellisten positiivisten tulosten lukumééri)=

Miké on néistd laskettu todennékoisyys, ettéd
testitulos on oikein?

Tarkista uudelleen

Lopuksi tehtdvissd lasketaan vield vastaavat arvot tapaukselle, jossa perusarvoja oli
muutettu. Laskeminen toimii tissd kohtaa kertaavana, mikd vahvistaa opiskelijan

todennékoisyyslaskennan hallintaa.

E(Oikeiden positiivisten tulosten lukumé&érd)—
E(Virheellisten positiivisten tulosten lukumééri)—= @6 )
Miki on niistéd laskettu todennékdisyys, etti

testitulos on oikein?

Loistavaa! Niin saimme mééritettyd kotitestin positiivisen tuloksen paikkansapitdvyyden vastaavasti
Beetatownille. Saitko alemmin pééttelystési saman lopputuloksen? Testitulos ei Beetatownissa olekaan
endd lainkaan niin luotettava, vaan itseasiassa positiivisen tuloksen kohdalla onkin todennékdisempéaé
ettei testitulos pidd paikkaansa kuin ettd se pitéisi paikkaansa.

Misté erot kaupunkien vélilla sitten johtuvat?

Saatoitkin jo arvata...perusarvoista. Tartunnan todennikoisyys ja néin ollen sairastuneiden
asukkaiden lukumaéirit erosivat kaupunkien vililld. Taméa aiheuttaa virheellisen positiivisen tuloksen
todennikoisyyden tulkintaan merkittévin eron. Usein omassa pédéttelyssimme sivautamme perusarvot
kun saamme jotain mielenkiintoisempaa tai "olennaisempaa" informaatiota, kuten téssi tapauksessa
virheellisen positiivisuuden todennikoisyyden arvon 6%. Unohdamme, ettéd se on on vain suhdeluku,
jonka todellinen vaikutus méirdytyy perusarvojen perusteella.

Tamé tehtdvikokonaisuus jatkuu seuraavassa ViLLe-tehtdvissd: BRF Osa 2
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Opiskelijan saatua oikeat vastaukset, pyritddn vield viimeistdén tdssd kohtaa vetdmaan
langat yhteen esitellyn ilmion suhteen. Opiskelijaa kehotetaan vertaamaan eri kaupunkien
vililld olevia eroja todenndkdisyyden arvoissa ja sitd kautta huomaamaan, etté
perusarvoilla on iso vaikutus ehdolliseen todennédkdisyyteen ja edelleen, miksi on tarkeéda
olla sivuuttamatta niitd, vaikka tilanteeseen tarjottaisiin uutta yksiloivaa tietoa. Tehtava
on rakennettu niin, ettd opiskelijan suorittaessa tehtdvaa uudelleen tehtdvén eri vaiheissa
olevat arvot muuttuvat. Talloin tehtdvén toistaminen pysyy mielekkddnd, mikali
opiskelija haluaa vahvistaa osaamistaan tekemalla tehtdvan alusta uudelleen. Muuntuvat
arvot pysyvit tdssd tehtdvissd kuitenkin hyvin samansuuntaisina, jotta perusarvojen
laiminlyonnin vaikutus pysyy samanlaisena ja todelliseen eldmiin kytkeytyvit tilanteet

ovat uskottavia.

5.2 BRF o0sa 2

Téma tehtdva kytkeytyy hyvin vahvasti edelliseen tehtivdin ja suositeltavaa olisi tehda
tehtdvat kokonaisuutena perdkkdin. Tassd tehtdvassd tarkkaillaan edeltdvasti tehtdvasti
tuttua virustestausta, mutta timén tehtdvén tarkoituksena on esitelld keino, jolla vélttaa
harhautumasta olennaisista asioista todennékdisyyksien arvioinnissa. Tehtdvassé
opiskelijalta testataan Bayesin kaavan hallintaa ja kerrataan sitd sekd sen kayttod
ehdollisia todennédkoisyyksid laskettaessa. Tehtdvéin vaiheet on pyritty muodostamaan
pilkkomalla Bayesin kaavan kéytto jarkeviksi ja pienemmiksi palasiksi. Néin tehtdavéin
vaiheiden edetessd paistddn askel kerrallaan ldhemmaés Bayesin kaavan hyddyntdmisti ja

lopuksi lasketaan kaavan avulla tehtdavissa kysytty ehdollinen todennédkdisyys.
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Téssé osassa tehtdvikokonaisuutta laskemme edellisen osan virustehtdvad mukailevan tilanteen kiyttien
todennékoisyyslaskennan lauseita ja sddntoja valttddksemme perusarvojen sivuuttamisesta aiheutuvat
tulkintavirheet.

Kerrataan tilanne. Kaupungissa on 800 asukasta, joista 80% saa valloilla olevan viruksen. Torjunta- ja
jiljitystyoimenpiteend kaupungin terveydenhuolto on kehittinyt kotitestin, joka tunnistaa aina oikein

tartunnan saaneen ihmisen, mutta antaa positiivisen tuloksen myts 9%:lla terveistd ihmisista.

Kaupungin asukas havaitsee kirsivinsa virukselle tyypillisid oireita ja paédttdéd tehdé kotitestin, Hén saa
positiivisen tuloksen. Kuinka suurella todenniikéisyydelld héanelld oikeasti on virus?

Mité seuraavista todennékéisyyslaskennan lauseista voisimme parhaiten soveltaa téssid tapauksessa
tehtévin ratkaisuun?

Kokonaistodennikéisyyden kaava

Jirjestdmiton otanta

Kokonaistodenniikdisyyden kaava
Jirjestdméton otanta

Kylli vain! Léhdetdinpd laskemaan.

Tehtdvdn ensimmadisessd vaiheessa opiskelijalle esitellddn tehtdvédn aihe ja sidotaan se
edelliseltd ViLLE-kierrokselta (BRF osa 1) tuttuun virusepidemiatapaukseen. Tassd
tehtavikokonaisuuden osassa arvot poikkeavat edellisessd osassa olleista. Mikili arvot
olisi pidetty samana, olisi kummankin tehtdvikokonaisuuden osan toistettavuus kirsinyt
huomattavasti. Toistettavuus on tissd kohtaa merkityksellisempi ominaisuus kuin kahden
tehtdvin osan yhdistdminen yhdeksi tiiviiksi kokonaisuudeksi. Tehtdvén tirked tavoite
on mahdollistaa opiskelijalle Bayesin kaavan ymmairryksen ja soveltamisen
vahvistaminen. Arvojen muutoksesta huolimatta tehtdva my0s tuottaa samoja huomioita
kuin saataisiin arvot sdilyttdiméll4d. Tehtdvin ensimmaiisessd vaiheessa opiskelijalta

testataan kykyd 10ytdd oikea todenndkdisyyslaskentaan liittyvd sddntd, jonka
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soveltaminen sopii parhaiten tehtdvin ratkaisemiseen. Matemaattisten ongelmien
ratkaisemisessa tirkedssd roolissa on tilanteeseen sopivien sddnndnmukaisuuksien ja

teorioiden l9ytdminen ja niiden soveltaminen.

Muistin virkistdmiseksi: kun selvitetdéin A; ehdollista todennikdisyyttd ehdolla B Bayesin kaava niyttad
e _ P(BIAYP(AY)

télta: P(A;IB) = >

Kiytetddn tissi kyseisessi tapauksessa seuraavia merkintdja: V="henkilolla on virus", T="henkil6 on

terve", Pos="testitulos positiivinen" ja Neg="testitulos negatiivinen".

Mitéd meidén tulee tehtdvinannosta poimia tai muutoin selvittia etukiteen, jotta voimme kiyttad
Bayesin kaavaa ja selvittdé positiivisen testin paikkaansapitédvyyden?

p(V)

Dp(PosIT)

p(T\Pos)

p(PoslV)

p(Neg)

p(T)

p(Pos)

p(VIPos)

Valitse yksi tai useampi vaihtoehto

Tarkista uudelleen
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p(V)

p(PoslIT)

p(TlPos)

p(PoslV)

p(Neg)

p(T)

p(Pos)

p(VIPos)

Valitse yksi tai useampi vaihtoehto

Tarkista uudelleen

pv)

p(PosIT)

p(T\Pos)

p(PoslV)

p(Neg)

p(T)

p(Pos)

p(VIPos)

Valitse yksi tai useampi vaihtoehto

Loistavaa! Niistd osan saa suoraan tehtédvinannosta tai jo annetuista arvoista helposti péiételtya.

Tehtdvin toisessa vaiheessa ldhdetddn kokoamaan Bayesin kaavaa tdhédn tehtdviin
kuuluvista palasista. Kun opiskelija on onnistunut l0ytdmdin oikean

sdannonmukaisuuden tai teorian, jota soveltaa, ei ole itsestdén selvyys, ettd hin osaa
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yhdistdd sen tehtdvén tilanteeseen ja ldhtee sitd soveltamaan. Tdssd tehtidvéssd titd
prosessia pyritdén vahvistamaan pilkkomalla Bayesin kaavan soveltaminen pienempiin
osiin ja etenemadlld vaihe kerrallaan. Mikaéli opiskelijan on haastava hahmottaa Bayesin
kaavan soveltamista yleisestd versiosta spesifiin tapaukseen tai tilanteeseen, voi
opiskelija erityisesti tdtd vaihetta toistamalla vahvistaa titd yhteyttd. Vadrin vastauksen
viestissd pyritddn ohjaamaan opiskelijaa oikeaan suuntaan sopivia muuttujia valitessa.
Viesteji on kaksi erilaista riippuen opiskelijan valinnoista, joten ohjaus tapahtuu

vaiheittain riippuen siitd, kuinka ldhelld opiskelija on oikeita vastauksia.

Noniin, eteenpéin seuraavaan vaiheeseen. Pédtellddn nyt Bayesin kaavaan tarvittavat arvot. Anna
vastaukset kolmen desimaalin tarkkuudella.

p(Poslv) = NN
p(v) = I
L

p(Pos) =

Tarkista uudelleen

p(PoslV) =
p(V) =
p(Pos) =

Vihreéa valoa, ja eteenpéin!

Hhmm. Kokonaistodenniikoisyys p(Pos) ei ollut aivan oikein, mutta ei syytd huoleen. Téssé kohtaa
kokonaistodennékoisyyden arvoksi hyvéiksyttiin miké tahansa arvo.

Kéaydéaan vield seuraavaksi kertauksenomaisesti 14pi kokonaistodennikoisyyden laskeminen. Téssa
tehtévissd p(Pos) on kokonaistodennékdisyys sille, ettd ihminen ylipddtaén saa positiivisen
testituloksen.

Téssd vaiheessa haetaan tarvittaville todennikoisyyksille oikeat arvot tehtdvénannosta
poimimalla ja niistd arvoista edelleen péittelemilld. Tami osio testaa opiskelijan
ymmarrystd valitsemiensa todenndkoisyyksien ja niiden merkintdjen suhteen.
Viimeisessd kohdassa opiskelijalla on mahdollisuus osoittaa osaamistaan laskemalla

kokonaistodennikoisyys p(Pos), vaikka sitd ei vield tdssd kohtaa tehtdvdd olla kiyty
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tarkemmin ldpi. Mikéli opiskelija saa kokonaistodenndkdisyyden oikein, kerrotaan se
hinelle palautteessa. Vastaavasti vaddrédstd vastauksesta opiskelijaa informoidaan myos,
vaikka tehtdvin tarkistusfunktio hyvdksyykin kaikki  vastaukset oikeina
kokonaistodennédkdisyydelle. Opiskelijalle annetaan tdssd kohtaa siis mahdollisuus
hyodyntdd ja osoittaa osaamistaan, mikéli sitd 10ytyy, mutta toisaalta samaan aikaan
vajaammilla tiedoilla varustetun opiskelijan tapauksessa ei vaadita kuitenkaan osaamista
vaan kokonaistodenndkdisyyden laskeminen kdydddn seuraavassa vaiheessa yhdessd

lapi.

Harvemmin kokonaistodennikéisyytti tietylle tapahtumalle annetaan suoraan tehtivinannossa, joten
kerrataan tdssi pikaisesti kokonaistodennikéisyyden laskeminen.

Valitse seuraavista vaihtoehdoista kaava, jolla saadaan laskettua kokonaistodennikoisyys p(Pos).

p(Pos) = p(PosiV)p(V) + p(PosiT)p(V)

p(Pos) = p(V)p(PoslV) + p(T)p(PosiT)

p(Pos) = p(PosIV)p(V) + p(PosIT)p(T)

p(Pos) = p(PosIV)p(Pos) + p(Pos|T)p(Pos)

p(Pos) = p(T\V)p(V) + p(VIT)p(T)

p(Pos) = p(VIPos)p(V) + p(T|Pos)p(T)

p(Pos) = p(PosIV)p(V) + p(PosIT)p(V)

p(Pos) = p(PosIV)p(V) + p(Pos|T)p(T)

Dp(Pos) = p(Pos|V)p(Pos) + p(Pos|T)p(Pos)

p(Pos) = p(V)p(PoslV) + p(T)p(PosIT)

p(Pos) = p(VIPos)p(V) + p(T\Pos)p(T)

p(Pos) = p(TIV)p(V) + p(VIT)p(T)

Juurikin nain! Tuolla kaavalla saamme laskettua kokonaistodennékéisyyden p(Pos), jota tarvitaan
Bayesin kaavassa.
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Tassd tehtdvin vaiheessa opiskelijan tehtdvdnd on tunnistaa oikea kaava
kokonaistodennikoisyyden laskemiseksi. Vaihtoehtoja on useampia, joista pitdisi 16ytaa
oikea ja joissa kaikissa on kiytetty tehtdvddn liittyvid merkint6jd. Kaavaa ei voi siis
poimia suoraan luentomonisteesta, vaan opiskelijan tdytyy osata kohdentaa yleinen kaava
tamén tehtdvan merkintdihin sopivaksi. Kuvassa nikyvin oikean vastauksen lisdksi on
my0s toinen oikea vastaus, joka on saatu edellisestd hyodyntdmélld kertolaskun
kommutatiivisuutta. Toinen oikea vastaus on lisdtty tehtdvidin, jotta vaihtoehtoja olisi
enemmén ja tehtdvin kohta muuttuisi hieman moniulotteisemmaksi. Lisdksi vastaus ei
olisi niin sidottu vain yhteen ja ainoaan esitysmuotoon, joka 10ytyy luentomonisteesta,
vaan opiskelijalla olisi enemmén vapautta ja myOs ymmarrystd siitd, etti samoja
lainalaisuuksia ~ voidaan  esittdd  erilaisissa  muodoissa  esimerkiksi  juuri

kommutatiivisuutta hyddyntdmalla.

Lasketaan nyt vield kokonaistodennikéisyydelle p(Pos) lukuarvo, ja verrataan sitd aiemmin
ilmoittamaasi arvoon.

p(Pos)— DS

Tarkista uudelleen

p(Pos)=

Hienoa! Olitko saanut tdmén jo aiemmin oikein? Mikéli olit, voit taputtaa itseési olkapaélle
onnistumisesta!

Tehtdvin toiseksi viimeisessd vaiheessa opiskelijan tehtivdnd on laskea edellisessd
kohdassa valitsemaansa kaavaa kdyttdmilld kokonaistodenndkdisyydelle arvo. Téssd
kohtaa opiskelijalta vaaditaan kykya 10ytd4 oikeat lukuarvot kaavaa varten. Opiskelijan
tulee siis ymmartid, mitd kaavassa olevat merkinnét tassé tehtdvéssa tarkoittavat. Mikali
opiskelija on jo aiemmin saanut kokonaistodenndkdisyyden oikein, pitéisi timén kohdan

sujua ilman suurempaa paanvaivaa. Toisaalta timén tehtdvén vaiheen on tarkoitus tukea
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opiskelijjoita, joille kokonaistodenndkdisyyden laskeminen ja sen kdyttiminen osana

Bayesin kaavaa ei ole vield tiysin vahvistunut.

Nyt voimme kiyttid Bayesin kaavaa saadaksemme selville, kuinka suurella todenndkdisyydelld ihmiselld
on virustestin néyttiessi positiivista.

p(VIPos) = [ISISINNNNNN

Tarkista uudelleen

p(VIPos) =

Mahtavaa! Piisit maaliin.

Meilld on siis useampia tapoja l6ytédéd oikean ratkaisun aérelle. TAmén tehtdvikokonaisuuden tarkoitus
oli saada sinut huomaamaan, miten vain nojautuen omaan intuitioomme seké paéttelyymme
saatamme toisinaan todennikoisyyksien tapauksessa helposti kompastua. Baeysin kaavan
soveltaminen on tdmén kaltaisissa tehtdvissd usein turvallisin tapa padstd virheittd maaliin.

Mikali haluat lisdtd ymmérrystési asiasta, pohdi vield, mitd eroa ja yhtéldistd kiytdnnon tasolla on
osassa 1 kéytetylld tavalla laskea testituloksen oikeellisuutta verrattuna téssé kiytettyyn Bayesin
kaavan hyodyntémiseen.

Tehtdvin viimeisessd vaiheessa vedetddn langat yhteen ja opiskelijan tehtdvd on koota
ailemmin tehtivissd selvitetyt Bayesin kaavan kdyton palaset ja lasketut arvot yhteen.
Oikean vastauksen viestissd pyritdén vield vahvistamaan opiskelijan ymmaérrystd timén
tehtavikokonaisuuden tarkoituksesta sekd tarjoamaan opiskelijalle mahdollisuus vieda
pohdintaansa halutessaan vield hieman pidemmalle tehtdvén aihepiirin suhteen.
Opiskelijan toistaessa tehtdivdd uudestaan arvot muuttuvat, mutta sama péittelyketju
Bayesin kaavan kdyton suhteen sidilyy. Néin opiskelija voi toistojen avulla vahvistaa

Bayesin kaavan kdyton hallintaa ja siihen liittyvien vaiheiden ymmarrysta.
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5.3 Rahapeleji osa 1

Rahapelejd tehtdvikokonaisuus muodostuu kahdesta osasta, jotka on suunniteltu
tehtaviksi perdjdlkeen. Tehtdvikokonaisuus ldhestyy todennikdisyyslaskentaa ja siithen
liittyvid sddnnonmukaisuuksia ja laskukaavoja erilaisten rahapelien kautta. Erityisesti
tehtdvdkokonaisuus keskittyy odotusarvon késitteeseen ja sen hyddyntdmiseen
satunnaistapahtumien lopputuloksen ennustamisessa. Rahapeleilld tarkoitetaan téssd
yhteydessd erilaisia satunnaisuutta siséltivid pelejd, joissa panoksena on rahan
voittaminen tai hdvidminen. Tehtdvin aihepiiriksi on valittu rahapelit, silld ne ovat hyvid
ja usein myo0s tyypillisid kdytdnnon sovelluksia eri todennikoisyyslaskennan teorioiden
ja sdannonmukaisuuksien havainnollistamiseen sekd hahmottamiseen. Rahapelit ja niiden
pohtiminen voi olla my0s aihepiiriind opiskelijaa kiehtova, jolloin motivaatio tehtdvédn
tekemiseen kasvaa.

Tehtavikokonaisuuden ensimmaisessa osassa esitellddn kaksi rahapelid. Tehtdva alkaa
noppapelilld, jossa opiskelijan tehtdviana on pohtia kannattaako pelid pelata vai ei. Timéan
jélkeen tehtdvin erivaiheissa kdydddn 1dpi matematiikan ndkdkulmasta pohtien, miksi
pelid kannattaa pelata tai ei kannata pelata. Tehtdvdn lopussa on klassinen
kirjekuoriparadoksi, jossa edelleen vahvistetaan odotusarvon kéyttdd lopputuloksen
ennustamisen vilineend sekd samalla esitellddn opiskelijalle paradoksi ja sen tausta.

Tehtdvén alussa opiskelijalle esitellddn noppapeliskenaario. Opiskelijan tehtdviand on
paitelld kannattaako peliin tarttua vai ei. Tehtdvd on rakennettu niin, ettd tehtdvia
toistaessa tehtdvanannossa annetut arvot pelille muuttuvat, joten pelissi on kolme
erilaista vaihtoehtoista kulkua: kannattaa pelata, ei kannata pelata tai molemmat
vaihtoehdot ovat yhtd hyvid ja huonoja. Noppapeli koostuu tehtdvin kolmesta
ensimmadisestd vaiheesta ja sen kaikki kolme eri versiota esitetdén tdssd raportissa.
Tehtdvankulun eri versioista olevat kuvat on nimetty selkeyden vuoksi; Vaihtoehto 1,
Vaihtoehto 2 ja Vaihtoehto 3. Niistd ensimmdinen edustaa versiota, jossa kannattaa
pelata, toisessa ei kannata ja kolmannessa valinnalla ei ole matemaattisesti merkitysta.
Néilld  erilaisilla  tehtdvin kuluilla saadaan tehtdvd pidettyd toistettaessa
mielenkiintoisena, ja opiskelija voi halutessaan my0s tutustua kaikkiin kolmeen
skenaarioon ja ndin saada laajempaa ymmarrystéd rahapelien kannattavuuden arvioinnista
todenndkdisyyslaskennan keinoin. Tehtdvd, jossa alkuarvot muuttuvat ja ndin ollen
vaikuttavat tehtdvén kulkuun, on jarkevinti toteuttaa sdhkdisesti. Taménkaltainen tehtdva

olisi kylld mahdollista tehdd myds esim. oppikirjaan, mutta tehtdvén ulkoasu ei olisi
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télloin niin mielekas ja selked. Sdhkdisesti toteutettuna tehtdva osaa itse tulkita alkuarvot
ja siitd riippuen syottdd erindkoisid ja vain tehtdvdn kulun kannalta olennaiset asiat
siséltdvid vaiheita opiskelijalle. Perinteisessd versiossa vaihtoehtoinen tehtavankulku ei
tulisi automaattisesti vaan tehtdvinantoon pitéisi kirjata tdméa kaikki auki esimerkiksi
tyylilld "Mikéli pelin voittosumma on x ja tappio y, vastaa seuraavaan kysymykseen ...
tai mikali pelin voittosumma on a ja tappio b, vastaakin seuraavaan kysymykseen ... jne.”

Niin ollen siis perinteisesti toteutettuna tdma tehtdava olisi monimutkaisempi, vaikeampi

tulkita ja huomattavasti pidempi.

Vaihtoehto 1

Tassé tehtévikokonaisuudessa pelataan muutamia rahapelejé ja tutkitaan niihin liittyvid
todennédkoisyyslaskennan sdantdjd ja ominaisuuksia.

Aloitetaan noppapelistd. Himérin nikoinen tyyppi ehdottaa sinulle loistavaa mahdollisuutta voittaa
rahaa kuusisivuista noppaa heittdmaélla. Sdannot ovat yksinkertaiset:

-Saat heittds noppaa kerran
-Mikali silméluvuksi tulee 1 tai 2, saat voittona 1.5€
-Mikali silméluvuksi tulee jokin muu, joudut maksamaan 0.5€

Pohdit hetken tarjousta ennen kuin teet paatéksen...

Kannattaa pelata

Kannattaa jattai vilistd

Kannattaa pelata

Kannattaa jattaa vilista

Hyvin valittu! Varallisuutesi kasvoi juuri. Menikd tdmé tuurilla vai osaisitko perustella valintasi?
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Vaihtoehto 2

Tassi tehtdvikokonaisuudessa pelataan muutamia rahapelejé ja tutkitaan niihin liittyvia
todennikoisyyslaskennan sddnt6jéi ja ominaisuuksia.

Aloitetaan noppapelistd. Himérdn nikdinen tyyppi ehdottaa sinulle loistavaa mahdollisuutta voittaa
rahaa kuusisivuista noppaa heittdméllda. Sddnnot ovat yksinkertaiset:

-Saat heittdd noppaa kerran
-Mikili silméluvuksi tulee 1 tai 2, saat voittona 1.75€
-Mikali silméluvuksi tulee jokin muu, joudut maksamaan 1.0€

Pohdit hetken tarjousta ennen kuin teet pdétéksen...

Kannattaa jattdsa vilistd

Kannattaa pelata

Kannattaa jattai vilisti

Kannattaa pelata

Hienoa! Rahasi ovat turvassa. Vastasitko arpomalla vai osaisitko perustella valintasi?
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Vaihtoehto 3

Tassé tehtdvikokonaisuudessa pelataan muutamia rahapelejé ja tutkitaan niihin liittyvia
todennékoisyyslaskennan sdéntoji ja ominaisuuksia.

Aloitetaan noppapelistd. Himéran nékoinen tyyppi ehdottaa sinulle loistavaa mahdollisuutta voittaa
rahaa kuusisivuista noppaa heittdmaélld. Sdannot ovat yksinkertaiset:

-Saat heittdid noppaa kerran
-Mikili silméaluvuksi tulee 1 tai 2, saat voittona 1.0€
-Mikili silméluvuksi tulee jokin muu, joudut maksamaan 0.5€

Pohdit hetken tarjousta ennen kuin teet paitoksen...

Kannattaa pelata

Kannattaa jattaa vilistad

Viitdn sinulle, ettéd télld asetelmalla molemmat vaihtoehdot ovat yhtd hyvid tai huonoja. Miten siné
péaadyit valitsemaan juuri tdmén vaihtoehdon?

Tehtédvi alkaa noppapelin selostuksella sekd koko tehtdvin olennaisimmalla ja tehtdvin
alustavalla kysymykselld. Opiskelijalla on téssd vaiheessa mahdollisuus arvata oikea
vastaus melko helposti, silld vaihtoehtoja on vain kaksi, mutta tarkoituksena olisi, etti
opiskelija miettii ja koittaa tehdd ratkaisunsa perustellen. Joka tapauksessa seuraavissa
vaiheissa vaaditaan jo perusteluja, joten télldin opiskelijalta ei riitd endd pelkkd arvaus.
My0s oikean vastauksen viestissd haastetaan opiskelijaa pohtimaan itse, miksi ja miten

ratkaisuunsa paatyi.

Vaihtoehto 1

Yritetdanpi seuraavaksi osoittaa matematiikan avulla, miksi tdhin peliin kannattaa tarttua, jos haluaa
rikastua. Ldhdetdén liikenteeseen selvittdmaélld, minkélainen summa pelistéd olisi odotettavissa yhden
kierroksen jalkeen.

E(Yhden kierroksen tulos)= A

Tarkista uudelleen
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E(Yhden kierroksen tulos)=

Hienoa! Huomaamme nyt, ettd pelattuasi yhden kierroksen tiatd pelid odotuksena on, ettéd jaét lievasti
voitolle.

Vaihtoehto 2

Yritetdanpé seuraavaksi osoittaa matematiikan avulla, miksi tdhén peliin ei kannata tarttua. Lahdetdédn
litkenteeseen selvittdmaélld, minkélainen summa pelisté olisi odotettavissa yhden kierroksen jélkeen

E(Yhden kierroksen tulos)= s

Tarkista uudelleen

E(Yhden kierroksen tulos)= (Z0.083

Hienoa! Huomaamme nyt, ettd pelattuasi yhden kierroksen tétéd pelid odotuksena on, ettd jadt lievisti
héviolle.

Vaihtoehto 3

Yritetddn seuraavaksi osoittaa matematiikan avulla, miksi valinnalla pelata tai olla pelaamatta ei ole
loppujen lopuksi mitain merkitystd. Lahdetéin liikenteeseen selvittamailld, minkélainen summa pelistd
olisi odotettavissa yhden kierroksen jilkeen.

E(Yhden kierroksen tulos)= ]

Tarkista uudelleen
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Yritetddn seuraavaksi osoittaa matematiikan avulla, miksi valinnalla pelata tai olla pelaamatta ei ole
loppujen lopuksi mitédéin merkitystd. Lahdetddn litkenteeseen selvittdmélld, minkéilainen summa pelista
olisi odotettavissa yhden kierroksen jilkeen.

E(Yhden kierroksen tulos)= e

Hienoa! Huomaamme nyt, ettd pelatessasi tédtéd pelid odotuksena on, ettd et voita etkd havia rahaa.

Tehtdvian toisessa vaiheessa opiskelijan tehtdvind on laskea odotusarvo yhden
pelikierroksen odotusarvo. Tavoitteena on tuottaa opiskelijalle ymmaérrys siitd, etti
odotusarvolla pystytdin monissa tilanteissa arvioimaan satunnaistapahtuman
lopputuloksen odotettua arvoa. Vaddrdn vastauksen viesteissd pyritddn ohjaamaan

opiskelijaa oikeaan suuntaan ja muistutetaan vastauksen riittdvisti tarkkuudesta.

Vaihtoehto 1

Mutta hetkinen, mitépéi jos pelid pelaisi todella monta kierrosta? Muuttuisiko peli jossain kohtaa
kuitenkin tappioksesi? Miti tuumit?

Al3 yritd himiti. Tilanne pysyy vihintdsin yhtd onnekkaana toistojen

lisddntyessa.

Pelkisin pahoin, etti tilanne saattaa muuttua onnettomammaksi pelin
jatkuessa.

Al5 yritd himiti. Tilanne pysyy vihintisin yht4 onnekkaana toistojen

lisdéintyessi.

Pelkddn pahoin, ettd tilanne saattaa muuttua onnettomammaksi pelin

jatkuessa.

Juurikin néin! Téssé pelissd edellinen nopan heitto ei vaikuta seuraavan heiton tulokseen, joten
odotusarvo siilyy samana. Pelin lopputulos ldhestyy odotusarvoa pelattavien kierrosten lihestyessi
ddrettomén suurta lukumédras.
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Vaihtoehto 2

Mutta hetkinen, mitépi jos koetta toistaisi useamman kerran? Kifntyisiko se loppujen lopuksi
voitoksesi? Mité tuumit?

Uskoisin, ettd lopputulos muuttuu toistojen my6td paremmaksi.

Al yritd himéitd. Tilanne pysyy yhtd onnettomana toistojen lisdintyessa.

Uskoisin, ettd lopputulos muuttuu toistojen my6td paremmaksi.

Ali yritd hiimiti. Tilanne pysyy yhtd onnettomana toistojen lisifintyessi.

Juurikin néin! Téssé pelissd edellinen nopan heitto ei vaikuta seuraavan heiton tulokseen, joten
odotusarvo siilyy samana. Pelin lopputulos ldhestyy odotusarvoa pelattavien kierrosten lahestyesséa
ddrettomédn suurta lukuméaaraa.

Vaihtoehto 3

Mutta hetkinen, mitédpé jos pelié pelattaisiin vain yksi kierros? Tulisiko t&lloin lopputulokseksi 0€7

Kylld néin on.

Ei tietenkiiin.

Kylla niin on.

Ei tietenkéiin.

Juuri ndin! Yhden kierroksen tulos olisi tietysti pelin selostuksessa esitetty voitto tai vaihtoehtoisesti
hévidmisesté aiheutuva maksu. Pelin lopputulos lahestyy odotusarvoa pelattavien kierrosten
lahestyessi ddrettomén suurta lukuméaaré.
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Tassd vaiheessa eli ensimmadisen rahapelin viimeisessd kohdassa opiskelijaa haastetaan
pohtimaan, mité odotusarvo oikeastaan tarkoittaa. Samalla oikean vastauksen viestissd
opiskelijalle tdsmennetddn titd kédsitettd ja miten se vaikuttaa pelattavaan rahapeliin.
Sdhkoiseen tehtdvddn on melko helppoa sisillyttdd myos matemaattiseen paittelyyn tai -
perusteisiin liittyvid pohdintatehtdvid esimerkiksi juuri monivalintojen avulla. Ndiden
avulla voidaan testata eri tavalla ja monipuolisemmin opiskelijan kokonaisvaltaisempaa
ymmaérrysté tietystd asiasta. Liséksi sdhkoisen tehtdvan palautteessa voidaan pohdintaa
tukea antamalla selitys késilld olevasta asiasta. Ndin tehtdva itsessdén voi toimia samalla

my0s osana opetusta.

Testataan vield lopuksi taitojasi yhden paradoksin avulla.
Sinulle annetaan kaksi identtistd suljettua kirjekuorta. Toisessa kuoressa on kaksinkertainen rahasumma
toiseen verrattuna. Saat avata haluamasi kuoren kahdesta vaihtoehdosta ja nihdé siséllon. Tamén

jélkeen, reiluuden nimissé, sinulle tarjotaan mahdollisuutta joko pitdéd avaamasi kuoren rahat tai vaihtaa
toiseen kuoreen ja pitdé sen sisdltdmé rahasumma. Miten valitset?

En vaihda kirjekuorta.

Vaihdan kirjekuoren.

Voi olla, etté valitsit kirjekuoren, jossa on enemmén rahaa. Toisaalta tyydyitké kuitenkin
kirjekuoreen, jossa on vihemmin rahaa? Joka tapauksessa matemaattisesti tarkasteltuna olisi
kuitenkin ollut fiksumpaa vaihtaa kirjekuorta. Odotusarvot paljastavat...

Testataan vield lopuksi taitojasi yhden paradoksin avulla.

Sinulle annetaan kaksi identtistd suljettua kirjekuorta. Toisessa kuoressa on kaksinkertainen rahasumma
toiseen verrattuna. Saat avata haluamasi kuoren kahdesta vaihtoehdosta ja nihdé sisdllon. Taméan
jilkeen, reiluuden nimissé, sinulle tarjotaan mahdollisuutta joko pitdd avaamasi kuoren rahat tai vaihtaa
toiseen kuoreen ja pitdd sen sisdltdméi rahasumma. Miten valitset?

En vaihda kirjekuorta.

Vaihdan kirjekuoren.

Teit oivan valinnan. Ainakin matemaattisesti ajateltuna on fiksumpaa vaihtaa kirjekuorta. Tamén saa
padteltyd helposti odotusarvoja laskemalla.
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Seuraavassa vaiheessa siirrymme seuraavan rahapelin pariin. Tdméa rahapeli on saanut
inspiraationsa tunnetusta todennikoisyyslaskennan paradoksista: kahden kirjekuoren
ongelma tai toiselta nimeltdéin vaihto-paradoksi. Tdmédn ongelmallisen pulman
ensimmadinen versio on alkuperdisin 1953 vuodelta belgialaisen matemaatikon Maurice
Kraitchikin kirjasta Recreational Mathematics. Paradoksista on monia lievésti vaihtelevia
versioita ja tdima paradoksi saattaa hyvinkin olla osalle opiskelijoista jo entuudesta tuttu.
Talla ei kuitenkaan ole merkitysti, silld timédn rahapelin tarkoituksena tdssé tehtévissa ei
ole vain 16ytdi oikeaa vastausta kysymykseen: “kannattaako vaihtaa?”’, vaan myds pohtia
sen taustalla olevaa todenndkoisyyslaskentaa. Vaihto-paradoksin ensimmiisessd
vaiheessa esitellddn pelin 1dhtokohdat ja l&hdetdén litkenteeseen kysymyksestd kannattaa
kirjekuori vaihtaa vai ei. Téssd vaiheessa molemmat ratkaisut hyvéksytddn, silld
padpainona on pohtia paradoksin taustoja ja perusteluita matemaattisesti. Molemmilla
vastauksilla tulevat omanlaiset oikean vastauksen viestit, jotka ndkyvét ylld olevissa

kuvissa.

Lasketaan odotusarvot. Kiytetddn ensin valitun kirjekuoren rahasummalle merkintdd "x". Néin ollen...

E(Rahasumma, jos kuorta ei vaihdeta)= o
L

E(Rahasumma, jos kuori vaihdetaan)=

Tarkista uudelleen

E(Rahasumma, jos kuorta ei vaihdeta)=
E(Rahasumma, jos kuori vaihdetaan)=

Hienoa! Niin me huomaamme, ettd matemaattisesti vaihtaminen tosiaan kannattaa.

Tehtdvin toiseksi viimeisessd vaiheessa tarkoituksena on todenndkdisyyslaskennan

avulla péételld ja perustella, miksi vaihto kannattaa matematiikan ndkokulmasta. Tama
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tapahtuu odotusarvoja laskemalla ja samalla odotusarvon kisitteen ymmarrystd ja
odotusarvon laskemista vahvistaen. Tdmé tehtdvin vaihe lasketaan symboleilla, silld
tavoitteena on todentaa vaihdon kannattavuus rahasummasta riippumatta.
Tehtdvidnannossa yritetddn ohjeistaa opiskelija kéyttimédn oikeanlaisia merkintdja,
muttei kuitenkaan liikaa ohjeisteta, jotta opiskelijalle jad vaatimukseksi osata muodostaa
lauseke matematiikassa yleisesti kédytossd olevalla tavalla. Mikidli odotusarvon
lausekkeen tuottamisessa on haasteita, annetaan vairdn vastauksen viestissd tarkentavia

ohjeita ja tuetaan oikeaan vastaukseen paisya.

Missé nyt siis syntyy paradoksi? Eiké téssa tullut jo selkedsti esille, ettd vaihtaminen kannattaa aina?

Merkitdin nyt vaihdon jilkeen kidessiisi olevan kirjekuoren sisiltdmii rahasummaa merkinnalld "y" ja
pédtellddn samoin kuin edelld. Kannattaako sinun pitdé kidessiisi oleva kirjekuori vai vaihtaa se

(alkuperiiseen)? Miki on tilloin odotusarvo vaihdolle toiseen (alkuperiiseen) kirjekuoreen?

E(Rahasumma, jos kirjekuori vaihdetaan)= 2y

E(Rahasumma, jos kirjekuori vaihdetaan)= %y

E(Rahasumma, jos kirjekuori vaihdetaan)=y

3

E(Rahasumma, jos kirjekuori vaihdetaan)= 7y

E(Rahasumma, jos kirjekuori vaihdetaan)= )3
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E(Rahasumma, jos kirjekuori vaihdetaan)= 2y

E(Rahasumma, jos kirjekuori vaihdetaan)= %y

E(Rahasumma, jos kirjekuori vaihdetaan)= y

E(Rahasumma, jos kirjekuori vaihdetaan)= %y

E(Rahasumma, jos kirjekuori vaihdetaan)= %

Ja ndin pdddymme paradoksiin. Vaihtaminen kannattaisi siis aina eikd kukaan halua viettdéd koko
loppueldméinsi vain vaihtaen kirjekuori valintaansa edestakaisin.

Miten tdmé sitten ratkaistaan? Kumpi oikeasti olisi fiksumpi vaihtoehto: pysyé valinnassa vai vaihtaa?
Siindpi péahkinéd purtavaksi!

Viimeisessd vaiheessa tuodaan esiin tdmén klassisen tilanteen problematiikka ja mika
siitd tekee paradoksin. Opiskelijan on tarkoituksena huomata, etti aina kun vaihtoa
pohditaan yksittdisend tapauksena, on odotusarvo tdysin sama ja kielii vaihdon
kannattavuudesta. Samalla koitetaan innostaa opiskelijaa pohtimaan itsekseen tarkemmin
tdmén tilanteen problematiikkaa; miksi valita jompikumpi ja onko matematiikan

nikokulmalla ja todellisen elamén nidkokulmalla jotain eroa téssi tilanteessa?

5.4 Rahapeleji osa 2

Tehtdvidkokonaisuuden toisessa osassa keskitytddn kaksivaiheiseen rahapeliin, jossa
ensin heitetddn noppaa ja tdmén jdlkeen kolikoita. Pelinkulku lyhyesti: nopanheiton
antama silméluku madrittdd heitettdvien kolikoiden méédran. Mikéli kolikko kéédntyy
kruunapuolelle, saa pelaaja pitdi kolikon voittona. Klaavan tapauksessa kolikko jda pelin
vetdjille. Téssd tehtdvassd opiskelija on pelinvetdjdn roolissa. Pelinvetdjiné opiskelija
joutuu paittelemddn pelilleen hinnan ja tdmén jdlkeen laskemaan yhdessd tehtidvén
vaitheiden mukana onko hédnen asettama hinta pelille kannattava ja muutoinkin sopiva.
Aihepiirind tehtévi koskettaa arkieldméssékin usein vastaantulevaa tuottavuusarviointia
tai yksinkertaistettuna syy-seuraussuhteiden arviointia. Tehtévin tavoitteena on vahvistaa
odotusarvon laskemista ja kdyttod lopputuloksen arvioinnista. Odotusarvolaskut ovat

tissd tehtdvassid hieman edellistd vaihetta monimutkaisempia ja pidempid, mika vaatii
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opiskelijalta tarkkuutta ja pitkdjanteisyytta tai vaihtoehtoisesti syvéllisempdd ymmarrysta

odotusarvosta ja kykyé yksinkertaistaa laskutoimituksiaan.

Edellisen osion rahapelisté innostuneena péditit alkaa itse huijaamaan hyviuskoisia uhkapelureita.
Suunnittelet pelin, jossa heitetdéin ensin tavallista kuusi tahkoista arpakuutiota. Arpakuution silméluku
kertoo kuinka monta 1€ kolikkoa annat pelaajalle heitettaviksi. Mikéli pelaaja kolikkoa heittéessd saa
kruunan, saa hén pitid kolikon itselldin. Mikéli kolikko kédntyy klaavan puolelle, jié kolikko pelin
jarjestédjélle eli sinulle.

Ainut pohdittava asia on endd kuinka suuri summa asetetaan yhden pelikierroksen hinnaksi. Et
tietenkddn halua hévitd, mutta haluat tehdd pelistd mahdollisimman houkuttelevan. Miké alla olevista

summista sopisi mielestédsi parhaiten yhden kierroksen hinnaksi?

Pohdi tarkkaan, silla tdméa valinta vaikuttaa tulevaisuutesi.

3€

Lukitaan se! Toivottavasti valitsit hyvin. Léhdetdén nyt pohtimaan, minkélaista tulosta télla pelilla
onnistut tekeméén kun yhden kierroksen hintana on ylla valitsemasi arvo.

Tehtivin ensimmadisessd vaiheessa opiskelijaa pyydetddn asettamaan yhdelle
pelikierrokselle hinta annettujen vihjeiden mukaisesti; tarpeeksi korkeaksi jottei jad
tappiolle, mutta sopivan hintaiseksi, jotta peli pysyy pelaajien ndkokulmasta
houkuttelevalta. Tdssd kohtaa hyvéksytdan kaikki vaihtoehdot, silld opiskelijan on vain
valittava omaan paittelyynsé nojaten paras vaihtoehto. Sdhkdisen tehtdvén etuna on téssi
kohtaa se, ettd opiskelijan vastaus jaa muistiin eikd sitd voi endd myohemmassé vaiheessa
kumittaa ja vaihtaa toiseen. Nidin ollen opiskelijan tehtdvdn alussa tekemd arvio on
oikeasti opiskelijan siind kohtaa antama arvio, jota hyddynnetddn tdmin tehtdvin

viimeisessd vaiheessa olevassa oman suoriutumisen arvioinnissa.
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Noniin, nyt kun hinta bisnekselle on selvilld voisimme vield pohtia, miten hyvi hinta se todellisuudessa
on. Selvitetiiin siis onko valitsemasi hinta pelille sopiva suhteutettuna pelin odotusarvoon.

Lahdetaén liikkeelle siitd, ettd lasketaan odotusarvot tilanteille, joissa on eri méira kolikoita
heitettavina.

E(Voittosumma yhtéd kolikkoa heitettiessi)
E(Voittosumma kahta kolikkoa heitettéessé)
E(Voittosumma kolmea kolikkoa heitettdessi)
E(Voittosumma neljid kolikkoa heitettiessi)
)

)

E(Voittosumma viittd kolikkoa heitettéessé
E(Voittosumma kuutta kolikkoa heitettéessi

Tarkista uudelleen

E(Voittosumma yhtd kolikkoa heitettéiessi)=
E(Voittosumma kahta kolikkoa heitettiessi)=
E(Voittosumma kolmea kolikkoa heitettéessd)—=
)
)
)

E(Voittosumma neljié kolikkoa heitettiessi

E(Voittosumma viittd kolikkoa heitettiessi)—=
E(Voittosumma kuutta kolikkoa heitettéessd)=

Tarkista uudelleen
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E(Voittosumma yhté kolikkoa heitettéessd)=
E(Voittosumma kahta kolikkoa heitettdessi)= )
E(Voittosumma kolmea kolikkoa heitettéiessi)=
E(Voittosumma neljid kolikkoa heitettdessi)= e )
E(Voittosumma viittd kolikkoa heitettéessi)—=
E(Voittosumma kuutta kolikkoa heitettiessi)= 6.

Loistavaa, perusasiat tuntuvat olevan hallussal

Laskitko jokaisen kohdan alusta uudelleen ja erikseen vai 16ysitko laskujesi aikana tavan
vksinkertaistaa laskujasi hyodyntamélla jo saamiasi vastauksia?

Tehtdvdn seuraavissa vaiheissa aletaan matemaattisesti selvittdimddn mika
todellisuudessa olisi hyvé hinta rahapelin yhdelle kierrokselle. Ndin pééstddn tutkimaan
kuinka hyvin opiskelija arvioi tehtdvan alussa itse ennen sen tarkempaa pelin analysointia
sdahkoisen tehtdvin avustamana. Ensimméisessd vaiheessa opiskelijan tehtévdnd on
laskea odotusarvot rahapelin ensimmadiselle vaiheelle eli odotusarvot eri méérille
heitettdvid kolikoita. Vaérian vastauksen viesti muuttuu vaiheittain, riippuen mitka kohdat
opiskelija on saanut jo oikein. Viestissd annetaan my0s vihjeitd, joiden avulla opiskelijan
pitdisi pddstd alkuun ja eteenpdin padttelyssddn. Oikean vastauksen viestissd pyritdén

tukemaan opiskelijan oman toiminnan pohtimista.

Vield ennen koko pelin lopputuloksen odotusarvon laskemista, paételliin yksi todennikéisyyden arvo.
Pelin ensimmiisesséd vaiheessa pelaaja heittdd arpakuutiota, jolloin maérittyy heitettdvien kolikoiden
médrd. Mikd on todennikéisyys saada heitettéviiksi tietty méird kolikoita (1 kolikko, 2 kolikkoa, ... , 6
kolikkoa)?

Riippuu kolikoiden mésrista
1/6, 2/6, 3/6, ..., 6/6

1/6

1/2
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Riippuu kolikoiden méiristi

1/6, 2/6, 3/6, ..., 6/6

1/6

1/2

Juurikin néin. Arpakuution heiton eri lopputulokset {1,2.3,4,5,6} ovat toisensa poissulkevia ja niille
kaikille on sama todennékéisyys.

Tehtdvin seuraavassa vaiheessa jatketaan koko pelin yhden kierroksen lopputuloksen
odotusarvon laskemisen pilkkomista. N&in paittelyprosessi saadaan vaiheistettua ja
opiskelijalla on parempi kyky omaksua, mitd kaikkea on hyvi ja tarpeellista selvittda
lopputuloksen saamiseksi. Samalla tissd vaiheessa testataan opiskelijan kykyd hahmottaa
kisilld olevaa tilannetta todennékoisyyslaskennan nidkokulmasta. Vaiheittain etenevin
sdahkoisen tehtdvin vahvuutena on tédssd kohtaa opiskelijan pakottaminen pohtimaan
tehtivissd kasiteltdvaa tilannetta pienissd palasissa. Usein opiskelijoiden haasteena on,
etteivit he tuota nidkyvidksi pdidttelynsd kaikkia vaiheita, joka voi johtaa
huolimattomuusvirheeseen tai muuhun virheeseen pééttelyssd. Tehtdvdn pakottaessa
vaiheittaiseen etenemiseen, voi vahvistua opiskelijan oma vaiheittain paittely seka
paittelyn vaiheiden ndkyvéksi tekeminen. Vaikka tdssd tehtdvdn vaiheessa oleva
kysymys on melko yksinkertaisesta asiasta, voivat kysymyksen asettelu ja eri vaihtoehdot
johtaa harhaan opiskelijan, joka ei ole hahmottanut tehtivin tilannetta selkedsti.
Opiskelijat, joille tdm& aihepiiri on vahvana ja ndmid kysymykset helppoja, voivat
suoriutua helposti tehtdviasta. Tété tehtdvai ei ole pilkottu liian pieniin ja helppoihin osiin,

jotta asian vahvemmin osaavat opiskelijat eivit turhautuisi tehtdvéa tehdessa.




67

Nyt lasketaan odotusarvo koko pelille ja saamme tietdd, mikid on odotettavissa oleva voitto pelin
pelaajalle.

E(Pelin yhden kierroksen lopputulos)= o

Tarkista uudelleen

E(Pelin yhden kierroksen lopputulos)=

Juuri nédin! Miké oli sinun tapasi ratkaista tdma tehtava? Teitko pitkdn kaavan mukaan vai keksitko
tavan yksinkertaistaa ratkaisua?

Esimerkiksi yksi tapa yksinkertaistaa on hyddyntdd pelin luonnetta. Koska peli alkaa nopan heitolla ja
kaikki silméluvut eli heitettdvien kolikoiden lukuméérit ovat toisistaan riippumattomia ja yhté
todennikoisid, voidaan eri kolikkomédrien odotusarvoista laskea keskiarvo.

Téssd vaiheessa opiskelijaa pyydetddn selvittdmdin koko pelin yhden kierroksen
odotusarvo, joka lasketaan nyt kdyttden hyvéksi aiempia vaiheita ja jo laskettuja
vilituloksia. Védrdn vastauksen viestissd pyritdin kannustamaan opiskelijaa pohtimaan
odotusarvon luonnetta tarkemmin, jotta tehtdvdd voi helpottaa. Tdmé vaatii hieman
enemman matemaattista ymmarrysti, mutta samalla opiskelijalla on mahdollisuus oppia
uutta tai syventdd ymmarrystdin asiasta. Taéménkin vaiheen oikean vastauksen viestissi
kannustetaan opiskelijaa reflektoimaan ratkaisutapaansa. Lisdksi opiskelijalle avataan
yhtd péittelykeinoa, jolla ratkaisun saamista voi helpottaa. Tehtdva siis my0Os opettaa
samalla, kun opiskelija tekee sitd. Taménkaltainen opettava palaute ei ole yhtd helposti
toteutettavissa perinteisissd oppikirjatehtdvissd. Mikéli oppikirjassa oleva tehtdvananto
sisdltdisi samanlaisen viestin kuin tdmén vaiheen oikean vastauksen viesti, paljastuisi
opiskelijalle jo etukiteen keino yksinkertaistaa laskua, eikd opiskelijan tarvitsisi itse
ndhdi vaivaa ja haastaa itseddn sekd osaamistaan yksinkertaistuksen 16ytdmiseksi. Mikéali
opiskelijalle annetaan kaikki tyokalut ja oikopolut kdteen etukéteen, voi opiskelija kdyttaa

niitd ilman, ettd ymmartad niiden taustalla olevaa logiikkaa tai matemaattisia perusteita.
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Nyt vaiheittaisessa sdhkoisessd tehtdvidssd opiskelijalle voidaan antaa tydkalut ja
oikopolut vasta kun hidn on tavalla tai toiselle itse onnistunut ratkaisemaan tehtdvin
vaiheen oikein. Télloin tehtivd vahvistaa opiskelijan omaa paittelyd, matemaattista

ymmaérrysté ja oppimista.

Palataan viela pohtimaan alkuperiistd kysymysté, jota pohditaan erityisesti kahdesta nakékulmasta:
pelin pitdjand ei halua hévitd rahaa ja samalla toisaalta haluaa tehdé pelistd mahdollisimman
houkuttelevan pitamalla pelikierroksen hinnan sopivana. Miké alla olevista summista sopisi nyt tédssi
kohtaa mielestési parhaiten yhden kierroksen hinnaksi?

w
(L}

I ||dbdh

1.5€

o
n
d

dh

—_ (75} [3e]

Kylld vain! 2,5€ on varmasti sopiva summa; pddset hyvin voiton puolelle, mutta pelin hinta ei nouse
vield aivan liian korkeaksi.
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Tehtdvédn toiseksi viimeisessd vaiheessa palataan ensimmadiseen kysymykseen, jossa
opiskelijaa pyydettiin alustuksen jélkeen pédttelemédn parhaiden tietojensa mukaisesti
pelille sopiva kierroshinta. Nyt kysymys esitetdin uudestaan ja opiskelijan pitéisi pystyd
paitteleméédn sopiva summa nojautuen hinen aiemmin tehtdvissd saamiin matemaattisiin
tuloksiin. Téssd kohtaa kaikkia vastauksia ei endd hyviksytd, vaan oikeat vastaukset on
valittu matemaattisin perustein. Oikeiksi vastauksiksi kelpaavat summat 2€ ja 2,5€. Naméa
molemmat ovat ylitse odotusarvon, mutta eivit myoskddn paljon sitd suurempia. Kaksi
oikeaa vastausta tdssd kohtaa antaa my0s opiskelijalla mahdollisuuden omaan harkintaan
sekd mahdollisuuden vastauksen oikeellisuuden suhteellisuudelle johtuen subjektiivisesta
tulkinnasta. Loput vastauksista on koodattu véériksi, silld ne ovat joko alle odotusarvon
tai lilan suuria sithen verrattuna. Vaikka vastaus voi sisdltdd suhteellisuutta ja
subjektiivisuutta, ohjataan tdmén vaiheen tehtdvinannossa valitsemaan arvo ldheltd
odotusarvoa ja sen yldpuolelta, jolloin oikeat vastaukset voidaan rajata tietylle

arvoalueelle.

Vertaa alussa valitsemaasi seké dsken valittua pelikierroksen hintaa. Miten hyvin onnistuit alunperin
valitsemaan pelille sopivan hinnan?

Valitsin liian matalan hinnan ja olisin jiinyt havidlle.

Onnistuin valitsemaan sopivan hinnan pelille.

Valitsin lilan korkean summan, eiki se olisi houkuttelevuudeltaan

optimaalinen.

Valitsin liian matalan hinnan ja olisin jidnyt havidlle.

Onnistuin valitsemaan sopivan hinnan pelille.

Valitsin liian korkean summan, eiki se olisi houkuttelevuudeltaan

optimaalinen.

Arvostan rehellisyyttési. Ei muuta kuin kehitteleméén uusia pelejé, joissa leikitdén
todennakoisyyksillal
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Viimeinen vaihe liittyy opiskelijan oman suorituksen arviointiin, joka on tirked osa
oppimisprosessia. Opiskelijan itsearviota tehtdvin suorittamisesti on tavallisesti hyvin
vaikea arvioida tai tarkistaa. Téssd tehtdvéssd arvio omasta alkuperiisestd suorituksesta
voidaan yhdistdd vahvasti lukuarvoihin, jolloin itsearvio voidaan koodata olevan oikein
tai vadrin. Tdlloin saadaan tuotettua oikeellisuus tarkistus myds oman suorituksen
arvioinnille. Oppikirjoihin tai niiden tarkistuskirjoihin ei tdméinkaltaista “oikeaa”
vastausta saada laitettua oman suorituksen arviointiin liittyvien kysymyksien kohdalle.
Tdmi on ominaisuus, joka voidaan kuitenkin melko helposti sisdllyttdd sdhkoiseen
tehtavddn, silldi koodaamalla tietyt vastausvaihtoehdot pystytddn yhdistiméaéan

tietynlaisiin ja erilaisiin palautteisiin.

5.5 Sihkopotkulauta

Viimeinen tehtdvd liittyy melko ajankohtaiseen ilmioon ja voi olla tdmédn vuoksi
opiskelijoita innostava tehtdvd. Tehtdvédssd lasketaan todennékdisyyksid joutua
onnettomuuteen siahkopotkulautaa kéyttdessd. Tehtdvinanto on fiktiivinen sekd melko
pitkd ja sisdltdd useampia lukuarvoja. Niin ollen tehtivd vaatii opiskelijalta kykyd
keskittyd sekd hahmottaa tehtdvéinannon pituudesta huolimatta tehtdvén tilanne ja siithen
liittyvdt olennaiset asiat. Tehtdvin sisdltd painottuu hyvin vahvasti puukuvion
ymmartdmiseen, hyddyntdmiseen ja sithen liittyvien ominaisuuksien hallintaan. Namé
ovat my0s asioita, joita opiskelijalta testataan ja samalla niitd pyritddn vahvistamaan
tehtdvian kautta. Tehtdvin pyrkimyksend on myos pelkdn laskemisen sijaan antaa
opiskelijalle lisdd tietoa puukuviosta ja sen kdytostd kahden tai useamman

satunnaistapahtuman muodostaman tapahtumaketjun hahmottamisessa.
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Séhkopotkulaudat ovat yleistyneet kulkuneuvoina kaupungeissa hurjaa vauhtia. Erdén tilastotieteilijin
tutkimuksen mukaan ne ovat erityisesti nousseet suosioon opiskelijoiden keskuudessa. Valittettavasti
néilld menopeleilla onnettomuuden aiheuttaminen ei ole kovin harvinaista. Onnettomuudet voivat olla
moninaisia; torméiminen toiseen potkulautailijaan tai muuhun tielld kulkijaan, térmédminen erilaisiin
infrastruktuurin osiin, tdysin itseaiheutettu kaatuminen pelleilyn seurauksena tai potkulaudan
syttyminen palamaan véaérinkdyton seurauksena.

Tilastotieteilijin tutkimuksessa tutkittiin erilaisia onnettomuuksiin vaikuttavia muuttujia, joista
merkittdvimpid 16ytyi kaksi erilaista. Onnettomuuksiin padtymiseen vaikutti olennaisesti vuorokauden
aika, milloin potkulauta oli ajokdytossa. Toisena ja ylldttavampéana tekijand onnettomuuksiin vaikutti
potkulaudan ulkoniké, joita oli kolmea erilaista; punainen, vihred ja liekkikuvioinen.

Tilastotieteilijin huomioista kivi ilmi, ettd potkulautojen kdyttéonotosta 50% tapahtui péivilla,
aikavélilla 10-22, ja loput tapahtui muuna aikana eli ydaikaan. Punaisella potkulaudalla paivalla
ajettaessa toteutuu onnettomuus 12—1 kerroista, kun taas vihreda potkulautaa kiytettdessa ]§ kerroista.
Yoaikaan onnettomuuksia tapahtui huomattavasti enemmin. Punaisella potkulaudalla kolaroitiin 35%
ajokerroista ja vihredlld vastaavasti 48% ajoista. Valittaessa liekkikuvioinen potkulauta, on onnettomuus
viistdmittd edessi.

Tilastotieteilijd oli huomannut myés, ettd paivalld potkulautailijat valttivit liekkikuvioisia potkulautoja
ja valitsivat niiden sijaan vain punaisia ja vihreitd potkulautoja. Paivilld valituista potkulaudoista % oli
punaisia. Yoaikaan vastaavasti huonon fyysisen tai henkisen ndkokyvyn vuoksi kaikkia kolmea
potkulautatyyppié valittiin yhtd satunnaisesti.

Ja nyt itse asiaan...sinun tehtdviinési on selvittdd tutkimukseen liittyvié erilaisia todennikdisyyksi,
jotka liittyvét potkulautojen onnettomuuksiin. Ensimmaéisend sinun tulisi selvittdd, milla
todenndkéisyydelld kaikista potkulaudan kéyttéjistd téysin satunnaisesti valittu potkulautailija joutuu
onnettomuuteen? Lihdetddn aluksi hahmottamaan tilannetta kiyttamalla sithen sopivaa metodia. Miké
seuraavista sopisi parhaiten tdmén tilanteen hahmottamiseen?

Geometrinen kuva
Puukuvio

Funktio

Venn-diagrammi
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Geometrinen kuva

Puukuvio

Funktio

Venn-diagrammi

Kylld vain! Puukuvion avulla on helppo havainnollistaa kaikkia eri vaihtoehtoja, jotka linkittyvét
toisiinsa. Lisaksi kokonaistodennékdisyyksien laskemista puukuvio selkeyttia loistavasti.

Tehtdvian ensimmdisessd vaiheessa opiskelijalle esitetddn tehtivdn aihe ja johdetaan
tehtdvadn sisddn. Heti ensimmadiiseksi opiskelijan tehtdviand on paitelld, mikd on paras
havainnollistuskeino kyseessd olevalle ilmidlle. Tamé vaatii opiskelijalta kykyéa sisdistdd
tehtdvidnannossa kerrottu siséltdé ja esitetyn ilmion luonne sekd tuntea
todennékoisyyslaskennan perusteita, jotta pystyy paittelemédn milld mallilla ylipaataan
voidaan tilannetta havainnollistaa. Opiskelija saa vadristd vastauksesta heti palautteen,
jonka etuna on, ettd tehtivissd padstddn heti alkuun oikeille raiteilla. Tdlloin viltytadn
siltd, ettd opiskelija voi ehtid tehtdavéssi jo melko pitkille ennen kuin vasta tarkistaessaan
tehtidvdid perinteisin keinoin saa selville hahmottaneensa alusta alkaen tehtdvad vairin.
Taméa vdhentdd turhautumista ja nédin opiskelija jaksaa tyOskennelld tehtdvan parissa

paremmin.

Valitaan seuraavaksi tehtdvién sopiva puukuvio. Mikéd seuraavista kuvaa tehtévén tilannetta parhaiten?

Kaikissa puukuvioissa on kilytetty seuraavia merkintdji; " P "=piivi, " PC "=ydaika, " PU "=punainen,
" VI "=vihred, " LK "=liekkikuvioinen, " O "=onnettomuus ja " O "=ei onnettomuutta.

Liséiksi merkinnét py, pa, pa, ... kuvaavat tapahtumavaihtoehtojen todennékéisyyksien arvoja.
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Potkulauta

3

Hyvin valittu! Tama kuvaa tilannetta oikein ja on vaihtoehdoista selkein!

Toisessa vaiheessa siirrytddn asiassa suoraan eteenpdin ja opiskelijan tulee valita mikd
esitetyistd kolmesta puukuviosta sopii parhaiten tehtdvanannossa kuvattuun tilanteeseen.
Tassd tehtdvdssd puukuvion piirtdmisen harjoittelu ei ole pddasiallinen tavoite, joten
oikean puukuvion valinta valmiiden joukosta toimii oikein hyvin tehtdvén tarkoitusperiin.
Vaidrdn vastauksen viestissd toisinnetaan ja tarkennetaan vield kysymyksen asettelua

samalla ohjaten opiskelija kohti oikeita valitsemiskriteereita.

Téssé vaiheessa voisimme varmistaa, ettd ymmérrimme, miten puukuvio toimii ja millaisissa
tapauksissa se on kdyttokelpoinen malli sovellettavaksi.

Hyvéni lahtokohtana puukuvion kéytdlle toimii tilanteet, joissa kisilld oleva ilmi6 sisédltdé vaihtoehtoisia
tapahtumajonoja, kuten nyt timén tehtdvin tapauksessa potkulautoihin liittyvd onnettomuusilmis.

Mitd muita vaatimuksia puukuvion kiytolle on olemassa? Valitse seuraavista vaihtoehdoista sopivat.
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Tapahtumajonoissa voidaan edetd mielivaltaisesti tapahtumista toisiin.

Ilmiollda on yksi alkutila ja yksi tai useampia lopputiloja.

Kaikissa tapahtumaketjun vaiheissa eri tapahtumavaihtoehtojen

todennakoéisyyksien summan tulee olla valilla 0-1.

Jokaisessa vaiheessa ennen lopputilaa kohdataan yksi tai useampi
tapahtumavaihtoehto, joista yksi realisoituu ja johtaa taas uusiin

tapahtumavaihtoehtoihin.

Useat puukuvion pisteet eli vaiheet eivit voi vastata samaa tapahtumaa.

Tapahtumajonoissa edetédén vaiheittain tapahtumasta toiseen alkutilasta

kohti jotain ilmitn lopputiloista.

Valitse yksi tai useampi vaihtoehto

Tapahtumajonoissa voidaan edeti mielivaltaisesti tapahtumista toisiin.

Ilmiclla on yksi alkutila ja yksi tai useampia lopputiloja.

Kaikissa tapahtumaketjun vaiheissa eri tapahtumavaihtoehtojen

todennikdisyyksien summan tulee olla vililla 0-1.

Jokaisessa vaiheessa ennen lopputilaa kohdataan yksi tai useampi
tapahtumavaihtoehto, joista yksi realisoituu ja johtaa taas uusiin

tapahtumavaihtoehtoihin.

Useat puukuvion pisteet eli vaiheet eiviit voi vastata samaa tapahtumaa.

Tapahtumajonoissa edetéfin vaiheittain tapahtumasta toiseen alkutilasta

kohti jotain ilmion lopputiloista.

Valitse yksi tai useampi vaihtoehto
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Tapahtumajonoissa voidaan edeti mielivaltaisesti tapahtumista toisiin.

Ilmislla on yksi alkutila ja yksi tai useampia lopputiloja.

Kaikissa tapahtumaketjun vaiheissa eri tapahtumavaihtoehtojen
todennikdisyyksien summan tulee olla vililla 0-1.

Jokaisessa vaiheessa ennen lopputilaa kohdataan yksi tai useampi

tapahtumavaihtoehto, joista yksi realisoituu ja johtaa taas uusiin
tapahtumavaihtoehtoihin.

Useat puukuvion pisteet eli vaiheet eivit voi vastata samaa tapahtumaa.

Tapahtumajonoissa edetéiin vaiheittain tapahtumasta toiseen alkutilasta
kohti jotain ilmidn lopputiloista.

Valitse yksi tai useampi vaihtoehto

Loistavaa tyotd! Nyt pitdisi olla perusteet kunnossa. Muutama hyvéi huomio liittyen puukuvion
konstruointiin:

1) Kaikissa tapahtumaketjun vaiheissa eri tapahtumavaihtoehtojen todennékoisyyksien summan tulee
olla aina 1. Mitd tdmé tarkoittaa todenndkoisyyslaskennan termein? Miten tété voi hyodyntaa
tdydennettiessd puukuvioon tapahtumavaihtoehtojen todennékoisyyksia?

2) Useat puukuvion pisteet eli vaiheet voivat vastata samaa tapahtumaa. Esimerkiksi timiin tehtiviin
tapauksessa se tarkoittaa ettd molemmat ajankohtavaihtoehdot johtavat sekd punaisen ettéd vihredin
potkulaudan kidyttémahdollisuuteen. Tai vastaavasti erilaiset potkulaudan ulkon&ot voivat johtaa
onnettomuuteen.

Tiassé tehtdvan vaiheessa tulee opetuksellisempi osuus. Ennen kuin edetddn puukuvion
tutkimisessa ja erityisesti sen hyodyntdmisen harjoittelussa eteenpdin, luodaan
opiskelijalle tietopohjaa siitd, milloin puukuviota voidaan kdyttad. Lisdksi timén vaiheen
tarkoituksena on tuoda esiin ilmidon liittyvid vaatimuksia, jotta se voidaan esittdd
puukuvion avulla. Puukuvioihin ei tdimén tutkielman kohdekurssin luentomateriaalissa
perehdyta syvillisesti, vaan se esiintyy pintapuoleisemmin ja havainnollistusesimerkkien
yhteydessd. Téstd syystd tdmd tehtivdn vaihe toimii myds tidydennyksend
luentomateriaalin kylkeen. Monivalintatehtivda ei ole tehty haastavaksi, vaan kaikki
oikeat vaihtoehdot on tiysin paiteltdvissd edellisessd vaiheessa valittua puukuviota tai
viimeistddn vadrian vastauksen viestien sisdltoja tutkimalla. Mikali opiskelijalle on heikko
kisitys puukuvioista tai ne ovat tiysin uusia hinelle, voi tdmi vaihe tuottaa enemmaén
haastetta. Tdmén vaiheen tapainen opettava tehtidvivaihe on ominaisuus, joka voidaan
helposti toteuttaa sdhkdisten tehtdvamuotojen avulla. Vastauksen oikeellisuudesta

riippuviin viesteihin saadaan luotua ohjaavia ja tukevia tekstejd, jotka voidaan koodata
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vaithtumaan riippuen siitd, mitka asiat opiskelija jo osaa ja mihin taas tarvitsee tukea. Néin
esimerkiksi tissd tehtdvin vaiheessa on pyritty tekemdin ja vddrin vastauksen viestit
vaihtuvat riippuen siitd, mitkd valinnat opiskelija on saanut osumaan oikein. Lisdksi
oikean vastauksen viestissd vield kerrataan ja tdsmennetddn puukuvioon liittyvid

ominaisuuksia, joita voi hyddyntdd tdmén tehtdvdn myohemmissi vaiheissa.

Vield ennen kun ldhdetédén ratkaisemaan kysymyksid puukuvion avulla tdydennetdan puukuvio sopivilla
arvoilla, jotta voimme hyodyntéé sitd mahdollisimman hyvin. Anna tarkat arvot desimaali- tai
murtolukumuodossa.

Nyt voit halutessasi selkeyden vuoksi kopioida samalla puukuvion paperille ja tdayttaéd arvot myos
suoraan siihen oikeille paikoille. Timé saattaa helpottaa hahmottamistal

Pii=
P12=
P13—
Pra=

pi=

.

p3=

pa=

ps— I
2

Pe= |11

pP1=

ps=

po= I

Pro—
I
I
a5

Tarkistauudelleen
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P @5
p= @
pi= @2
py— @B
1
ps= |§ |
2
ps= it |
= |
pg— (@125
po= @875
pro— @35
PL= (0.65
P12 0.48
Pli= 0.52
puu= ¢
Hienoa ty6ta! Nyt kaikki arvot ovat paikallaan ja voimme hytdyntéd puukuviota todennékoisyyksien
paéttelyssa.

Nyt opiskelija pddsee kdyttdmiddn puukuviota ja ensimméinen tehtdvd on tdydentidd
ailemmin valittuun puukuvioon todennikdisyyksien arvot eri tapahtumavaihtoehdoille.
Tédmid kohta haastaa opiskelijan tehtdvdn sisdistimisen taitoja ja vaatii kykyéd osata
yhdistdd asioita toisiinsa loogisesti pdtevdlld tavalla. Tdhdn vaiheeseen saa apua
edellisestd, mikéli opiskelija kohtaa haasteita suoriutua tistd tehtivdn vaiheesta. Tdssd
kohtaa sdhkodisyys voi tuottaa turhautumista, silld arvoja ei saa syotettyd suoraan
puukuvioon, vaan ne tulevat erilliseen listaan, niin kuin ylld olevasta kuvasta huomataan.
Joidenkin opiskelijoiden kohdalla tima voi vaikeuttaa hahmottamista ja olla sen vuoksi
haastava. Vaiheen alussa kehotetaan opiskelijoita pohtimaan, kokevatko he tarpeelliseksi
tehdd my0s perinteiselld tavalla paperille puukuvion sdahkdisen version rinnalle.
Sdhkoisyyden etuna kuitenkin tdssd kohtaa on jokaisen todenndkdisyyden
tarkistusfunktio, joka antaa vilittdmén palautteen siitd, onko vastaus mennyt oikein vain
vadrin. Néin opiskelija tietdd, mitkd vastaukset ovat oikein ja mitd vastauksia tdytyy
miettid uudelleen. Télla véltytddn siltd, ettei tehtivd myohemmin mene véirin, vaikka

tassd kohtaa olisi tapahtunut huolimattomuusvirhe.



Ratkaistaan muutama yksinkertaisempi tilanne puukuviota hyddyntien ennen kuin palataan tdmén
tehtavin padkysymykseen. Madritd seuraavien tilanteiden todennékoisyydet:

Anna vastaukset vihintdsin kolmen desimaalin tarkkuudella.

P(Opiskelijalle sattuu kiisiinsi liekkikuvioinen
potkulauta ja joutuu onnettomuuteen)=

P(Opiskelijalle sattuu késiinsi liekkikuvioinen
potkulauta ja vilttidd onnettomuuden)=

P(Opiskelijalle sattuu késiinsd punainen potkulauta
ja vilttdd onnettomuuden)=

P(Opiskelijalle sattuu kisiinsa liekkikuvioinen

potkulauta ja joutuu onnettomuuteen)=

P(Opiskelijalle sattuu késiinsé liekkikuvioinen o
potkulauta ja vilttdd onnettomuuden)=

P(Opiskelijalle sattuu kiisiinsd punainen potkulauta I
ja valttdd onnettomuuden)=
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P(Opiskelijalle sattuu kiisiinsi liekkikuvioinen (0167
potkulauta ja joutuu onnettomuuteen)=

P(Opiskelijalle sattuu késiinsé liekkikuvioinen
potkulauta ja vilttdd onnettomuuden)=

P(Opiskelijalle sattuu késiinsé punainen potkulauta
ja vilttaa onnettomuuden)=

Loistavaa! Loysit oikeat todennékoisyydet. Téssia kohtaa haluaisin sanoa, ettéd sinulla on homma
hallussa. Vield kuitenkin viimeinen vaihe...

Tehtdvian toiseksi viimeisessd vaiheessa ldhdetddn laskemaan todennikoisyyksid
puukuvion avulla. Laskeminen aloitetaan muutamasta helpommasta pédttelystd, joiden
avulla testataan samalla, miten hyvin opiskelija ymmértda ja osaa soveltaa puukuvioon
liittyvid laskusdéntoja. Mikéli puukuvion hyddyntdminen laskuissa on opiskelijalle
tuttua, péddsee hin tdssd vaiheessa melko helpolla eteenpdin. Toisaalta timi ei ole
vaatimuksena, silld sdhkoiseen tehtdvddn on saatu laitettua vdardn vastauksen viestiin
opiskelijan suoriutumista tukevaa palautetta. Palautteella pyritdén ohjaamaan opiskelijan
huomio olennaisiin seikkoihin, jotka saattavat muutoin mennd opiskelijalta ohi ja
aitheuttavat virheen vastauksiin. Lisdksi palautteessa tuodaan esiin laskusdintgjd, joita
voidaan puukuvioissa hyodyntdd. Palaute on annettu muodossa, jossa ei suoraan kerrota
“tee ndin, niin saat oikein”, vaan muodossa, josta opiskelija joutuu itse pohtimaan annetun
vihjeen tarkoitusta. Esimerkiksi ndiden kysymysten kannalta olennainen laskusdéntd on
yleinen tulosddntd, joka yksinkertaisimmillaan kertoo, ettd eri tapahtumien
todenndkoisyydet kerrotaan keskenddn. Tdmd olisi liian suoraviivainen ja oppimisen
ndkokulmasta myds irrallinen vihje. Vihje on annettukin matemaattisessa muodossa,
jolloin opiskelijan tdytyy osata lukea matemaattista kieltd ja saada siitd tarvittava
informaatio. Néin tuki ei ole liian suoraviivaista ja samalla harjoitetaan matemaattisen

kielen lukemista ja tulkitsemista.
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Ja nyt viimeisend muttei vihéisimpéna ratkaistaan alkuperdinen kysymys. Kysymys siis kuului néin.
Miki on todennikdisyys, ettéd tiysin satunnaisesti valittu potkulautailija joutuu onnettomuuteen?

Kiytéd hyviksi kaikkea tdhédn asti saamaasi ja hallussasi olevaa tietoa. Ja ilmoita vastaus vihintédin
kolmen desimaalin tarkkuudella.

P(Onnettomuus tapahtuu)= ba

Tarkista uudelleen

P(Onnettomuus tapahtuu)=

Juurikin niiin! Melko suuri todenniikéisyys joutua onnettomuuteen tuo 37.3%.

Eikd olekin aika mukava etsid vastaus puukuvion avulla. Puukuvio my6s useimmiten helpottaa
hahmottamista ja télléin ei mene niin helposti sekaisin, etenkin kun huomioitavia todennékéisyyksia
alkaa olla suurempi lukumééré ja tutkittava ilmié monivaiheinen ja -ulotteinen.

Tehtdvdn viimeisessd vaiheessa palataan alkuperdiseen, ensimmadisessd vaiheessa
esitettyyn kysymykseen. Samalla vaiheen tarkoitus on vetdi vield lopuksi langat yhteen.
Tassé vaiheessa kerrataan jo kdytettyja laskusaantdja seka opittuja tietoja yhdistamalla ja
soveltamalla niitd. Lopussa pyritddn vield tiivistiméan puukuvion kdyton hyddyllisyytta

oikeissa tilanteissa ja kannustamaan opiskelijaa sen kdyttoon jatkossakin.
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6 POHDINTA

Témin tutkielman tavoitteena oli selvittdd kirjallisuuteen perustuen matematiikan
sdahkoisten tehtdvien etuja ja haasteita. Sdhkoiset tehtdvit ja tvt:n hyddyntdminen osana
opiskelua on ilmid, joka on nykyddn melkeinpd ldhtokohtana. Tdmidn suuntauksen
seurauksena tutkielma on aiheensa puolesta ollut erittdiin mielekds ja nykyiseen
opetukseen sidottavissa oleva. Sahkoisyyden lisdéntyessd osana opiskelua on
ensiarvoisen tarkedd myos keskittyd pohtimaan siithen liittyvid etuja sekd haasteita ja ndin
edelleen kehittdd sdhkoisid tyokaluja ja niiden hyddyntdmistapoja toimivammiksi.
Lisdksi tutkielmassa tuotettiin ViLLE-jédrjestelméén séhkoisid tehtivid, joissa tavoitteena
oli ottaa huomioon kirjallisuudesta 1oydettyjd sdhkoisten tehtdvien etuja. Tuotetut
tehtivit on kohdistettu Turun yliopiston kurssille Todenndkoisyyslaskennan peruskurssi.
Kurssi on yliopiston perusopintotason kurssi, joka késittelee todenndkoisyyslaskentaa.

Tuotetuissa tehtdvissd toistui selkedsti tietyt sdhkodisten tehtivien tuomat edut.
Tehtdvien toistettavuuden mielekkyys ja adaptiivinen palaute, jokaisesta tehtdvén
vaiheesta ovat ominaisuuksia, jotka ovat kaikissa tehtdvissd. Nami ominaisuudet on
my0s kdytetyn sdhkoisen oppimisympériston, ViLLEn, omia ominaisuuksia tai helposti
sinne koodattavissa. Adaptiivinen palaute ja opiskelijan adaptiivinen ohjaus on myds
useassa ldhteessd todettu olevan sdhkoisten tehtdvien valtti. Vaikka toistettavuus on
tarked ominaisuus, voi se my0s estdd tehtdvien pedagogisesti ideaalin suorittamisen.
Opiskelijoiden jahdatessa vain pisteitd ViLLE-kierroksilta voivat he alkaa yrityksen ja
erehdyksen avulla toistamaan tehtdvid, kunnes saavat ne oikein. T4t suoritusmallia toki
haastaa vaihtuvat arvot, mutta joissain tilanteissa se voi tarjota oikopolun pisteiden luo ja
ohi oppimismahdollisuuksien ja syvillisemmén ymmaérryksen.

Tutkielmaan laadittuja tehtdvid ideoidessa alustavat ajatukset sekd versiot tehtdvisté
olivat melko pitkid. Ajatuksena oli luoda iso ja mielekds kokonaisuus, joka kattavasti
kisittelisi tiettyd todennédkoisyyslaskennan aihepiirid. Tehtdvien toteuttaminen vaati
tasapainon loytdmistd sen suhteen, milloin tehtdvit ovat sopivan pituisia. Tdméa johti
myos valintoihin sen suhteen, kuinka syviéllisesti tai vaiheittain tiettyd asiaa tehtivissa
pureskellaan. Osittain tehtévissd on jétetty sisdltod eri vaiheiden tehtdvénannoista pois ja
lisétty esimerkiksi vastauksista tulevaan palautteeseen. Tdmén etuna on toisaalta se, ettd
opiskelijoiden osaamistasot ovat erilaisia ja kaikki eivdt hyddy tehtdvéan pilkkomisesta
pieniksi ja asiaa perusteellisesti lapikdyviksi palasiksi.

Erilaisissa sidhkdisissd oppimisympéristdissd on erilaisia ominaisuuksia, jotka joko

mahdollistavat tai rajaavat tiettyjd mahdollisuuksia toteutettavien tehtdvien suhteen.
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ViLLEssd tehtdvien rakenne on kovakoodattu tietynlaiseksi, mikd mahdollistaa vain
tietynlaisen suoraviivaisen etenemispolun tehtdvissi. Toiveena olisi ollut toteuttaa myds
tehtdvid, jotka olisivat olleet todella avoimia ja siséltdneet opiskelijan valintojen
mukaisesti erilaisia etenemispolkuja. Tietyn opiskeltavan aihepiirin sisélld olisi voinut
toteuttaa tehtdvin, jossa opiskelija saa itse valinnoillaan vaikuttaa tapaan ratkaista
tehtdvd. Tavallisesti paperille tehtdvad suoritettaessa opiskelija voi 10ytdd hyvin
omanlaisia tapoja padstd ratkaisuun, mutta ViLLEssé joka vaiheessa oleva vastauksen
oikeellisuustarkastus rajoittaa vastauksen tietynlaiseksi eikd sitd voida jéttdd kovin
avoimeksi. Néin ollen tdmin tyyppisten tehtdvien toteuttaminen ei ollut ViLLEssd
mahdollista tai se olisi ollut koodaamisen kannalta todella tyolésti ja haastavaa toteuttaa.
Lisdksi kysymysvaihtoehtoja oli vain kolmenlaisia, miké rajoitti mahdollisuuksia tuottaa
monipuolisesti hyvin erilaisia kysymyksié tehtiviin.

ViLLEsséd kéytettivd koodikieli on Maxima. Maxima-koodikielen kdyttd ei ollut
tutkielmaa aloittaessa juurikaan tuttu tutkielman tekijélle. Tdma tuotti osittain haasteita
tehtdvien toteuttamiseen, silli koodikielen sanaston hallitsemisen puutteet rajasivat
erilaisten mahdollisuuksien hahmottamista tai syntyneiden ideoiden toteuttamista.
Lisdksi Maximaan ei ole olemassa helposti hallittavissa olevaa kayttdopasta tai
koodikielisanastoa, joten toisinaan tehtdvien tuottaminen ja oikeiden koodien
“keksiminen” tai virheiden 10ytdminen saattoi olla ty6lastid. Oletettavasti koodikielen
parempi hallinta olisi mahdollistanut myds tehtévien ja kysymysten monipuolistamisen,
jolloin ne olisivat voineet paremmin vastata sdhkoisten tehtédvien mahdollistamiin etuihin.

Tassd tutkielmassa laaditut tehtdvit painottuvat vahvasti todennédkoisyyslaskentaan,
vaikka kohdekurssin siséltoihin kuuluu myos tilastomatematiikan perusteita. Mikéli
tutkielma olisi laajempi olisi ollut mielekdstd tuottaa myds tehtdvid liittyen
tilastomatematiikan siséltdihin ja pohtia nithin liittyvien erityispiirteiden perusteella
sahkoisten tehtdvien etuja. Lisdksi olisi voinut pyrkid tuottamaan tehtdvé, jossa
ensimmaisend opiskelija saisi valita useammista ratkaisupoluista itselleen mieluisimman,
jota seuraten opiskelija olisi toteuttanut tehtdvin. Tdmén kaltaisen tehtévin toistaminen
useampaan kertaan olisi motivoivaa, koska joka kerralla voisi valita eri l&hestymistavan,
jota harjoitella. Kuitenkin tdllainen tehtéva olisi ollut melko haastava ja ty6lds tuottaa
ViLLE-jarjestelmadn. Tutkielman tehtdvd Rahapelejdi osa [ pyrkii mukailemaan
tehtévid, jonka voi osittain suorittaa vaihtoehtoisilla ratkaisupoluilla.

Jatkossa olisi mielenkiintoista tutkia tdssé tutkielmassa tuotettujen tehtivien ja tdysin
vastaavien tehtdvien perinteisien versioiden tuottamia oppimistuloksien eroja. Sdhkodisten

tehtdvien ominaisuutena on usein oppimisanalytiikan kerdyksen automaattisuus tai
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helppous, joten edelld mainitun kaltainen jatkotutkimus olisi myos suhteellisen helppo
toteuttaa tdmédn tutkielman pohjalta. Oppimisanalytiikan kerdyksen etuna olisi myds
hyvét mahdollisuudet ldhted muokkaamaan tutkielman tehtdvid entistd toimivammiksi ja
oppimista paremmin edistdviksi. Vastaavien perinteisten tehtdvien suhteen

muokkaustarpeiden 16ytdminen olisi huomattavasti haastavampaa.
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LIITTEET

Liite 1. BRF osa 1 Liihdekoodit

+ Maximan globaalit alustuskutsut

1 samat(x, y) := isCequal(x ,y));

2  melkeinSamatT(x, y) := is(Cabs(x-y) < 0.000005);
3 melkeinSamat(x, y) := is(abs(x-y) < 0.001);

4  melkeinSamatP(x, y) := is(abs(x-y) < 1);

5 melkeinSamatPros(x,y) := is(abs(x-y) < 0.005);
6 a: (10+random(20))*50000;

7 b: (5+random(10))*10;

8 «c¢: (15+random(10))*50;

9 d: 2+random(5);

10 pros(x) := x/100;

11 e: (25+random(1@))*2;

12 f: 98+random(2);

13 g: S+random(5);

14 h: 3+random(7);

15 popu: 1000;

16

17 prosos(x, y) := float(x/y);
18

19 ho: 99/100;

20 hi: 1/100;

21 haly: ho*b + hi*(a-b);

22 osal: if prosos(b,haly)>0.025 then 3 elseif prosos(b,haly)>0.015 then 2
23 elseif prosos(b,haly)>0.005 then 1 else @.5;

24  osalk: 100-osal;

26  humal: 1;

27 puhal: humal*1 + pros(d)*(c-1);

28 osa2: if prosos(l,puhal)>0.055 then 5 elseif prosos(1l,puhal)>0.045 then 5
29 elseif prosos(l,puhal)>0.035 then 4 elseif prosos(l,puhal)>0.025 then 3
30 elseif prosos(1l,puhal)>@.015 then 2 else 1;

31 so: 100-d;

33 q: prosos(b,haly);

» 2 Vaihel 2] Kopioi

Tehtdvan selite
Aloitetaan tehtdvakokonaisuus muutamalla mielenkiintoisella tosielamaan perustuvalla pohdinnalla.. <BR><BR>

Kuvitellaan, ettd erddssa kaupungissa on <m>a</m> asukasta, joista <m>b</m> ovat ulkoavaruudesta tulleita olentoja. Olennot
ovat aivan ihmisten nakoisia, mutta ikava riesa keppostellessaan kaupungissa. Olentojen torjuntaa varten on otettu kayttoon
kameravalvontajarjestelma, jossa on kasvojentunnistusominaisuus. Valvontajarjestelma halyttaa, mikali kasvojentunnistus
bongaa olennon. Aloitetaan perusarvoista. Miké on todennakdisyys, ettd satunnaisesti kameran kohteeksi joutunut asukas <BR>
<BR>

<center>(Anna vastaus viiden desimaalin tarkkuudella ja kéyta desimaalierottimena pistetta)

Oikean vastauksen viesti
Hienoal Perusasiat ovat kunnossa.



V&aran vastauksen viesti

Voi eil Muistele klassisen todennakoisyyden maaritelmaa seké satunnaistapahtuman todennakdisyyden laskemista. lImoititko
vastauksen riittavalla tarkkuudella?

Kysymyksen tyyppi
Avoin kysymys v

Nayta vastauksen tulkinta

Opiskelijan vastauksen

D Kysymys Oikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima) +
on olento melkeinSamatT (prosos(b,a),\UANSQ)

UANSO T
ei ole olento melkeinSamatT(1-prosos(b,a),\UANS1)

UANS1 Ty

» 2 Vaihe2 %] Kopioi

Tehtdvan selite

Olennon tunnistuksessa voi tapahtua 1% todennakdisyydelld virhe. Kaytdnnéssa tdma tarkoittaa, ettd kameran tulkitessa
asukkaan olennoksi halytys kaynnistyy 99% varmuudella. Toisaalta jonkun muun asukkaan kuin olennon osuessa kameraan
hélytys kaynnistyy 1% kerroista. <BR><BR>

Kuvitellaan nyt tilanne, ettd kameravalvontajarjestelman halytys kdynnistyy. Milla todennakdisyydellda kameraan osunut asukas
on olento ulkoavaruudesta?

Oikean vastauksen viesti
<ma>if melkeinSamatPros(prosos(b,haly),\UANS2) then "Hienoa! Tama meni oikein." else "Talla kertaa ei osunut cikeaan. Ei
kuitenkaan syyta huoleen. Tassa tehtavan kohdassa hyvaksytaan kaikki vastaukset, jotta pddsemme tehtavassa eteenpain."
</ma> <BR><BR>
Tahan kysymykseen oikea vastaus on luokkaa <m>osa1</m>%. <BR><BR>

Suurin osa ihmisista kuitenkin vastaa tahan kysymykseen 99%. <BR><BR>

Pohdi omaa paattelyasi, mihin perustat kirjoittamasi vastauksen?



V&aran vastauksen viesti

Kysymyksen tyyppi
[ Avoin kysymys v

Nayta vastauksen tulkinta

Opiskelijan vastauksen

D Kysymys Oikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima) +
<center>(Anna vastaus desimaalilukuna yhden | True
prosentin tarkkuudella)
UANS2
b 2 Vaihe3 £%] Kopioi

Tehtédvan selite

Otetaan toinen esimerkki tosielamasta. Eraassa osavaltiossa yksi <m>c</m>:sta kuskista ajaa humalassa. Poliisit testaavat
tielikenteessa ajavien kuljettajien mahdollista rattijuoppoutta puhallustestilld. Testi onnistuu aina osoittamaan, mikali kuljettaja on
humalassa ajaessaan. Tasta huolimatta testeista <m>d</m>% nayttaa rattijuopumusta myos taysin selvapaisten kuskien
kohdalla. <BR><BR>

Oletetaan, etta poliisi pysayttaa satunnaisen autoilijan puhalluttaaksen taman. Testi osoittaa kuskin olevan humalassa. Milla
todennakoisyydelld kuski todella on humalassa?

Oikean vastauksen viesti

<ma>if melkeinSamatPros(prosos(1,puhal)\UANS3) then "Loistavaa! Osuit oikeaan." else "Talla kertaa vastauksesi ei ollut
oikein. Tama ei haittaa. Tassé vaiheessa kaikki vastaukset tulkitaan oikeiksi, jotta tehtdva etenee." </ma> <BR><BR>

Vastasitko kenties <m>so</m>% tai <m>o0sa2</m>%"? Suurin osa ihmisista paattelee vastauksen tassa tapauksessa <BR><BR>
olevan <m>so</m>%, vaikka todellisuudessa se on vain <m>0sa2</m>%. <BR><BR>

Mihin arvoihin perustit pdatelmasi? Muistitko huomioida perusarvot?



V&aran vastauksen viesti

Kysymyksen tyyppi
I Avoin kysymys v

Nayta vastauksen tulkinta

Opiskelijan vastauksen
D Kysymys

<center>(Anna vastaus desimaalilukuna ja
yhden prosentin tarkkuudella)
UANS3

» 2 Vaihe4

Oikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima) +

True

f&] Kopioi

Tehtavan selite

Otetaan viimeinen tapaus, johon syvennymme hieman tarkemmin. Tuhannen ihmisen kaupungissa, Alphavillessa, on valloillaan
C-virus. Viruksen saa <m>e</m>% kaupungin asukkaista. Torjunta- ja jaljitystoimenpiteena kaupungin terveydenhuolto on
kehittényt kotitestin, joka tunnistaa <m>f</m>%:sesti oikein tartunnan saaneen ihmisen, mutta antaa positiivisen tuloksen myds

<m>g</m>%:lla terveista ihmisistd. <BR><BR>

Kaupungin asukas havaitsee karsivansa virukselle tyypillisid oireita ja tekee paattaa tehda kotitestin. Han saa positiivisen
tuloksen. Kuinka suurella todennakoisyydella hanella oikeasti on C-virus?

Oikean vastauksen viesti

<ma>if melkeinSamatPros((popu*pros(e)*pros(f))/(popu*pros(e)*pros(f)+popu*(1-pros(e))*pros(g)),\UANS4) then "Erinomaista!
T&ma meni nappiin." else "Hmm. Nyt ei mennyt vastaus nappiin. Tama tehtavén vaihe kuitenkin hyvéksyy kaikki vastaukset, jotta

tehtévassa kuljetaan eteenpain." </ma> <BR><BR>

Miten paattelit vastauksesi? Oliko vastauksesi kenties lahimpana 0%, 50% vai 100%?



Vaaran vastauksen viesti

Kysymyksen tyyppi
I Avoin kysymys v

Nayta vastauksen tulkinta

Opiskelijan vastauksen

D Kysymys QOikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima) +
<center>(Anna vastaus desimaalilukunu ja True
yhden prosentin tarkkuudella)

UANS4

» 2 Vaihe5 %] Kopioi

Tehtavan selite

Alphavillestd 250km lanteen on toinen tuhannen asukkaan kaupunki, Beetatown. C-virus levida myds sinne, mutta Beetatownin
asukkailla on huomattavasti parempi vastustuskyky. Ainoastaan <m>h</m>% asukkaista sairastuvat C-virukseen. Beetatownissa
kehitetddn myyntiin kotitesti, joka on hAmmastyttdvan samanlainen kuin Alphavilless3. Beetatownin kotitesti tunnistaa
<m>f</m>%:sesti oikein tartunnan saaneen ihmisen, mutta antaa positiivisen tuloksen myds <m>g</m>%:lla terveista ihmisista.
<BR><BR>

Beetatownin asukas havaitsee karsivansa virukselle tyypillisia oireita ja tekee kotitestin. Han saa positiivisen tuloksen. Kuinka
suurella todennakdisyydella hanella oikeasti on C-virus?

Oikean vastauksen viesti

<ma>if melkeinSamatPros((popu*pros(h)*pros(f))/(popu*pros(h)*pros(f)+popu*(1-pros(h))*pros(g)),\UANSS5) then "Hyvaa tyota!
Sait vastauksen aivan oikein." else "Talla kertaa vastauksesi ei osunut oikeaan. Tassa vaiheessa kuitenkin kaikki vastaukset
hyvaksytaan oikeina." </ma> <BR><BR>

Eiko kotitestin oikeellisuuden pitaisi olla samaa luokkaan kuin Alphavillessa? Vai eik6? Testin pitisi edelleen antaa positiivinen
tulos myds <m>g</m>%:lla terveista ihmisista. Hetkinen...



V&&ran vastauksen viesti

Kysymyksen tyyppi
Avoin kysymys v

Nayta vastauksen tulkinta

Opiskelijan vastauksen

D Kysymys Oikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima) +
<center>(Anna vastaus desimaalilukuna ja True
yhden prosentin tarkkuudella)

UANSS5

» ? Vaiheé £%] Kopioi

Tehtévan selite

Tutkitaan C-virus tapauksia hieman tarkemmin, jotta saamme konkreettisia lukuarvoja paattelymme tueksi. Aloitetaan laskemalla
Alphavillen perusarvot ja niiden avulla edelleen kotitestin positiivisen tuloksen oikeellisuus. Olennaista on huomioida tilanteen
perusarvot, jotka ovat tassa tapauksessa populaation koko, viruksen tarttumisen todennakoisyys seka naista lasketut
positiivisten testitulosten lukumaarien odotusarvot. <BR><BR>

Voit ilmoittaa kahden ensimmaisen kohdan vastaukset kokonaislukuna.

Qikean vastauksen viesti

Hienoa! Nain saimme maaritettya kotitestin positiivisen tuloksen paikkaansa pitavyyden Alphavillessa. Saitko aiemmin
paattelystasi saman lopputuloksen Alphavillen tapaukselle? Kotitestin tuloksen voidaan todeta olevan hyvin luotettava.

Vaardn vastauksen viesti
Hmmm...muistele prosenttilaskujen kaavoja. Huomasithan, etta tdssa lasketaan Alphavillen arvoja. <BR><BR>

<ma>if melkeinSamatP(popu*pros(e)*pros(f),\ UANSGE) then "Hienoa, eka meni oikein" else "Voi voi, eka meni vdarin"</ma><BR>
<BR>

<ma>if melkeinSamatP(popu*(1-pros(e))*pros(g),\UANS7) then "Hienoa, toinen kohta on oikein" else "Muistitko huomioida
toisessa kohdassa mista populaation osasta virheellinen positiivisuus lasketaan?"</ma><BR><BR>



<ma>if melkeinSamat((popu*pros(e)*pros(f))/(popu*pros(e)*pros(f)+popu*(1-pros(e))*pros(g)), \WANS8) then "Hyvin laskettu"
else "Viimeisen kohdan pitdisi menna klassisen todennakodisyyden laskukaavalla. Mita populaatioita verrataan keskenaan kun
lasketaan testin oikeellisuuden todenndkoisyyttd? Laskitko tarkoilla arvoilla?"</ma><BR><BR>

Todennakdisyys tulee ilmoittaa vahintaan kolmen desimaalin tarkkuudella.

Kysymyksen tyyppi
I Avoin kysymys v

Néytd vastauksen tulkinta

Opiskelijan vastauksen

D Kysymys Oikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima) +
$E$(Oikeiden positiivisten tulosten melkeinSamatP(popu*pros(e)*pros(f), \UANS6E)
lukumaara)=

UANS6 ]
$ES$(Virheellisten positiivisten tulosten melkeinSamatP(popu*(1-
lukumaara)= pros(e))*pros(g),\UANS7)

UANS7 |mf
Mika on naisté laskettu todennakdisyys, etta melkeinSamat((popu*pros(e)*pros(f))/(popu*pro
testitulos on oikein? s(e)*pros(f)+popu*(1-pros(e))*pros(g)),

UANS8 \UANS8)

b 2 Vaihe?7 (¢ Kopioi

Tehtdvan selite
Lasketaan seuraavaksi vastaavat arvot Beetatownin tapauksessa.

Oikean vastauksen viesti

Loistavaa! Nain saimme maaritettya kotitestin positiivisen tuloksen paikkaansa pitéavyyden vastaavasti Beetatownille. Saitko
aiemmin paattelystasi saman lopputuloksen? Testitulos ei Beetatownissa olekaan enaa lainkaan niin luotettava, vaan itseasiassa
positiivisen tuloksen kohdalla onkin todennakoisempaa ettei testitulos pida paikkaansa kuin etta se pitaisi paikkaansa. <BR>
<BR>

Mista erot kaupunkien valilla sitten johtuvat? <BR><BR>



Saatoitkin jo arvata...perusarvoista. Tartunnan todennakéisyys ja nain ollen sairastuneiden asukkaiden lukumaarat erosivat
kaupunkien valilla. Tama aiheuttaa virheellisen positiivisen tuloksen todennakdisyyden tulkintaan merkittavan eron. Usein
omassa paattelyssdmme sivuutamme perusarvot kun saamme jotain mielenkiintoisempaa tai "olennaisempaa" informaatiota,
kuten tassa tapauksessa virheellisen positiivisuuden todennakdisyyden arvon <m>g</m>%. Unohdamme, ettd se on on vain
suhdeluku, jonka todellinen vaikutus maaraytyy perusarvojen perusteella. <BR><BR>

Tama tehtavakokonaisuus jatkuu seuraavassa ViLLe-tehtavassa: BRF Osa 2

V&arén vastauksen viesti

Tapahtuiko kenties huolimattomuusvirhe? Osuivatko kaikki numerot oikeille paikoille? Arvot |6ytyvat samalla prosessilla kuin
Alphavillen kohdalla. <BR><BR>

<ma>if melkeinSamat((popu*pros(h)*pros(f))/(popu*pros(h)*pros(f)+popu*(1-pros(h))*pros(g)), \UANS11) then "Hyvin laskettu"
else "Muistithan laskea viimeisen kohdan tarkoilla arvoilla, vaikka olisit ilmoittanut aiemmat kohdat kokonaislukuna."</ma><BR>
<BR>

Todennakoisyys tulee téssakin ilmoittaa vahintaan kolmen desimaalin tarkkuudella.

Kysymyksen tyyppi
Avoin kysymys v

Nayta vastauksen tulkinta

Opiskelijan vastauksen

D Kysymys Oikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima) +
$E$(Oikeiden positiivisten tulosten melkeinSamatP(popu*pros(h)*pros(f), \ UANS9)
lukumaara)=

UANS9 |
$ES$(Virheellisten positiivisten tulosten melkeinSamatP(popu*(1-
lukumaara)= pros(h))*pros(g),\UANS10)

UANS10 0}
Mika on naista laskettu todennékoisyys, ettd melkeinSamat((popu*pros(h)*pros(f))/(popu*pro
testitulos on oikein? s(h)*pros(f)+popu*(1-pros(h))*pros(g)),

UANS11 \UANS11) Ty



Liite 2. BRF osa 2 liihdekoodit

» Maximan globaalit alustuskutsut

samat(x, y) := is(equal(x ,y));

melkeinSamat(x, y) := isCabs(x-y) < 0.001);

a: (10+random(12))*50;

b: (1+random(19))*5;

c: 3+random(7);

d: 100;

desim(x):= x/100.0;

koktod: desim(d)*desim(b) + desim(c)*desim((100-b));
bayes: (desim(d)*desim(b))/koktod;

WLoo~NOUL A~ WN -

+ 2 Vaihe1 €2 Kopioi

Tehtavan selite

Téassa osassa tehtdvakokonaisuutta laskemme edellisen osan virustehtdvaa mukailevan tilanteen kayttaen
todennakoisyyslaskennan lauseita ja saantoja valttaaksemme perusarvojen sivuuttamisesta aiheutuvat tulkintavirheet. <BR>
<BR>

Kerrataan tilanne. Kaupungissa on <m>a</m> asukasta, joista <m>b </m>% saa valloilla olevan viruksen. Torjunta- ja
jaljitystyoimenpiteena kaupungin terveydenhuolto on kehittanyt kotitestin, joka tunnistaa aina oikein tartunnan saaneen ihmisen,
mutta antaa positiivisen tuloksen myds <m>c </m>%:lla terveista ihmisista. <BR><BR>

Kaupungin asukas havaitsee karsivansa virukselle tyypillisia oireita ja tekee paattas tehda kotitestin. Han saa positiivisen
tuloksen. Kuinka suurella todennakdisyydella hanelld oikeasti on virus?<BR><BR>

Tehtdvan selite
<BR> 7
Kerrataan tilanne. Kaupungissa on <m>a</m> asukasta, joista <m>b </m>% saa valloilla olevan viruksen. Torjunta- ja
jaljitystyoimenpiteena kaupungin terveydenhuolto on kehittanyt kotitestin, joka tunnistaa aina oikein tartunnan saaneen ihmisen,
mutta antaa positiivisen tuloksen myds <m>c </m>%:lla terveista ihmisista. <BR><BR>

Kaupungin asukas havaitsee karsivansa virukselle tyypillisia oireita ja tekee paattaa tehda kotitestin. Han saa positiivisen
tuloksen. Kuinka suurella todennakéisyydella hanella oikeasti on virus?<BR><BR>

Mita seuraavista todennékdisyyslaskennan lauseista voisimme parhaiten soveltaa téssé tapauksessa tehtavan ratkaisuun?

Oikean vastauksen viesti
Kylla vain! Lahdetdanpa laskemaan.



Vaarin vastauksen viesti

Voi eil Mietitaan viela uudestaan. liittyisikd ehdollisuus jollain tavalla sopivasti tahan tematiikkaan?

Kysymyksen tyyppi
l Valitse yksi vl

D Nayta vastauksen tulkinta Sekoita vastausvaihtoehdot

Bayesin kaava

Jarjestamaton otanta

Kokonaistodennakdéisyyden kaava

» 2 Vaihe2

Tehtavan selite

Muistin virkistamiseksi: kun selvitetaan $A_i$ ehdolli dennakéisyytti ehdolla $B$ Bayesin kaava nayttda talta: § P(A_k|B) = \frac{P(BJA_K)P(A_k)}
{P(B)}$. <BR><BR>

Kaytetdan tassa kyseisessa tapauksessa seuraavia merkintéja: $V$="henkilélla on virus", $T$="henkild on terve", $Pos$="testitulos positiivinen” ja
$Neg$="testitulos negatiivinen". <BR><BR>

Mita meidan tulee tehtavanannosta poimia tai muutoin selvittda etukateen, jotta voimme kayttaa Bayesin kaavaa ja selvittaa positiivisen testin
paikkaansapitavyyden?

Oikean vastauksen viesti

Loistavaa! Néistd osan saa suoraan tehtdvanannosta tai jo annetuista arvoista helposti paateltya.

Vaaran vastauksen viesti

Hmmm..tutki Bayesin kaavaa ja pohdi, mité arvoja tarvitset sen kayttamiseen. <BR><BR>
<ma> if WANSE or \WANSS or \UANSS or \UANS10 then "Huomasithan, etta nyt tutkittavana on vain positiivisen tasﬁn saaneet, eika terveitakaan tarvﬂse

ottaa téssé kohtaa huomioon.” else "Olet oikeilla jaljilla! Huomioitavana on tassa kohtaa siis vain positiivisen tes t ja vi o
henkilét. Muistihan ottaa mukaan myds ehdollisen todennékéisyyden.” </ma>

Kysymyksen tyyppi
| valitse monta v|

D Nayta vastauksen tulkinta Sekoita vastausvaihtoehdot



$p(Pos)$ True

$p(Neg)$ False
$p(T)$ False

» 2 Vaihe3

Tehtavan selite
Noniin, eteenpain seuraavaan vaiheeseen. Paatellaan nyt Bayesin kaavaan tarvittavat arvot. Anna vastaukset kolmen desimaalin tarkkuudella.

Oikean vastauksen viesti
Vihreaa valoa, ja eteenpain! <BR><BR>

<ma>if melkeinSamat(koktod \UANS13) then "Sait kokonaistodennzkéisyyden $p(Pos)$ laskettua oikein." else "Hhmm. Kokonaistodennakaisyys $p(Pos)$ ei
ollut aivan oikein, mutta ei syyté huoleen. Tassé kohtaa kokonaistodennékéisyyden arvoksi hyvaksyttiin miké tahansa arvo."</ma><BR><BR>

Kaydaan viela seuraavaksi kertauksenomaisesti 1api kokonaistédennakoisyyden laskeminen. Tassa tehtavassa $p(Pos)$ on kokonaistodennakdisyys sille,
ettd ihminen ylipdataan saa positiivisen testituloksen.




Vaaran vastauksen viesti

Ei syyté huoleen, mieti uudestaan! Ald anna merkintéjen $p(Pos|V)$ ja $p(V)$ sekoittaa sinua. Pohdi tarkkaan, mita niilla tarkoitetaan. Mita kuvaa
todennakéisyys $p(Pos)$?

Kysymyksen tyyppi
| Avoin kysymys v

D Naytd vastauksen tulkinta

samat(desim(d),\UANS11)

samat(desim(b),\UANS12)

$p(Pos)=$

» 2 Vaihe4

Tehtavan selite

Harvemmin kokonaistodennakoisyytté tietylle tapahtumalle annetaan suoraan tehtdvénannossa, joten kerrataan tassé pikaisesti kokonaistodennakdisyyden
laskeminen. <BR><BR>

Valitse seuraavista vaihtoehdoista kaava, jolla saadaan laskettua kokonaistodennakoisyys $p(Pos)$.

Oikean vastauksen viesti

Juurikin nain! Tuolla kaavalla saamme laskettua kokonaistodennakoisyyden $p(Pos)$, jota tarvitaan tassa tehtava

os)
<

Vaaran vastauksen viesti

Hmmm. tarkistitko, miten kokonaistodennékdisyys laskettinkaan tamankaltai: tapauk ?




Kysymyksen tyyppi
[ Valitse yksi v

Nayt& vastauksen tulkinta Sekoita vastausvaihtoehdot

<center>$p(Pos)=p(Pos|V)p(V)+p(Pos|T)p(T)$
<center>$p(Pos)=p(V|Pos)p(V)+p(T|Pos)p(T)$
<center>$p(Pos)=p(Pos|V)p(Pos)+p(Pos|T)p(Pos)$
<center>$p(Pos)=p(Pos|V)p(V)+p(Pos|T)p(V)$

<center>$p(Pos)=p(V)p(Pos|V)+p(T)p(Pos|T)$

<center>$p(Pos)=p(T|V)p(V)+p(V[T)p(T)$

» 2 Vaihe5

Tehtéavian selite

Lasketaan nyt vield kokonaistodennakdisyydelle $p(Pos)$ lukuarvo, ja verrataan sitd aiemmin ilmoittamaasi arvoon.

Qikean vastauksen viesti

Hienoa! Olitko saanut tdman jo aiemmin oikein? Mikéli olit, voit taputtaa itseasi olkap&alle onnistumisestal!




Vaaran vastauksen viesti
Nyt tarkoituksena olisi siis syottaa tehtdvanannosta saatavat lukuarvot aiemmin valitsemaasi kokonaistodennékdisyyden kaavaan.

Kysymyksen tyyppi
Avoin kysymys v

Nayta vastauksen tulkinta

Opiskelijan vastauksen ID Kysymys Oikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima) +
$p(Pos)$= melkeinSamat(koktod,\UANS20)

UANS20

» 2 Vaiheéb @ Kopioi

Tehtévén selite
Nyt voimme kayttda Bayesin kaavaa saadaksemme selville, kuinka suurella todennakdisyydella ihmiselld on virus testin nayttdessa positiivista.

Oikean vastauksen viesti
Mahtavaa! Paasit maaliin. <BR><BR>
Meilla on siis useampia tapoja I0ytaa oikean ratkaisun &arelle. Taman tehtavakokonaisuuden tarkoitus oli saada sinut huomaamaan, miten vain nojautuen

omaan intuitioomme seka paéattelyymme saatamme toisinaan todennakdéisyyksien tapauksessa helposti kompastua. Baeysin kaavan soveltaminen on taméan
kaltaisissa tehtavissa usein turvallisin tapa paasta virheitta maaliin. <BR><BR>

Mikéli haluat lisatéa ymmarrystasi asiasta, pohdi vield, mité eroa ja yhtéldista kaytédnnon tasolla on osassa 1 kéytetylla tavalla laskea testituloksen
oikeellisuutta verrattuna tassa kaytettyyn Bayesin kaavan hyddyntamiseen.

Vaaran vastauksen viesti

Tassa kohtaa ollaan niin hyvin jo valmistauduttu, ettei tarvitse kuin hakea aiemmista vaiheista sopivat lukuarvot ja sy6ttaa ne Bayesin kaavaan. Tarkkuutta!
Ja oliko vastauksessasi tarpeeksi tarkkuutta?

Kysymyksen tyyppi
| Avoin kysymys v

Na&yta vastauksen tulkinta

Opiskelijan vastauksen ID Kysymys Oikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima) +
$p(V|Pos)=$ melkeinSamat(bayes,\UANS21)

UANS21



Liite 3. Rahapeleji osa 1 liihdekoodit

~ Maximan globaalit alustuskutsut

1 samat(x, y) := isCequal(x ,y));
2 melkeinSamat(x, y) := is(abs(x-y) < 0.001);
3
4 pl2: 1/3;
5 p3456: 2/3;
6 a: (4+random(5))*0.25;
7 b: a-(2+random(3))*0.25;
8 odota: pl2*a;
9 odotb: p3456*b;
10 odotk: odota + Codotb*(-1));
» 2 Vaihel

(7] Kopioi

Tehtavén selite

Téassa tehtdvakokonaisuudessa pelataan muutamia rahapelejd ja tutkitaan niihin liittyvia todennakdisyyslaskennan séaantéja ja ominaisuuksia. <BR><BR>

Aloitetaan noppapelistd. Hdmaran nakdinen tyyppi ehdottaa sinulle loistavaa mahdollisuutta voittaa rahaa kuusisivuista noppaa heittamalla. Saannot ovat

yksinkertaiset: <BR><BR>
-Saat heittdd noppaa kerran <BR><BR>
-Mikali silmaluvuksi tulee 1 tai 2, saat voittona <m>a</m>€ <BR><BR>

-Mikali silmaluvuksi tulee jokin muu, joudut maksamaan <m>b</m>€ <BR><BR>

Pohdit hetken tarjousta ennen kuin teet paatoksen...

Oikean vastauksen viesti

<ma>if odota>odotb then "Hyvin valittu! Varallisuutesi kasvoi juuri. Meniké tdma tuurilla vai osaisitko perustella valintasi?" elseif odota=odotb then "Vaitan
sinulle, etta talld asetelmalla molemmat vaihtoehdot ovat yhtd hyvia tai huonoja. Miten sin& paadyit valitsemaan juuri tdmén vaihtoehdon?" else "Hienoa!

Rahasi ovat turvassa. Vastasitko arpomalla vai osaisitko perustella valintasi?"</ma>

Vaaran vastauksen viesti

<ma>if \UANSO then "Nyt sinua viilattiin linssiin..voit sanoa hyvasti rahoillesi :( Otappa joku toinen." else "Hmm. Nyt olisi kylla ollut oiva tilaisuus kasvattaa

varallisuuttasi. " </ma>

Kysymyksen tyyppi
Valitse yksi v|

Nayta vastauksen tulkinta . Sekoita vastausvaihtoehdot

Opiskelijan vastauksen ID Kysymys

Kannattaa pelata

UANSO

Kannattaa jattaa valista

UANS1

v ? Vaihe2

Oikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima) +

if odota>odotb then True elseif odota=odotb then True else
False

if odota<odotb then True elseif odota=odotb then True else
False

(%] Kopioi



Tehtdvan selite

<ma>if odota>odotb then "Yritetd&npa seuraavaksi osoittaa matematiikan avulla, miksi tahan peliin kannattaa tarttua, jos haluaa rikastua. Lahdetaan
likenteeseen selvittamalld, minkélainen summa pelisté olisi odotettavissa yhden kierroksen jélkeen." elseif odota=odotb then "Yritetd&dnpé seuraavaksi
osoittaa matematiikan avulla, miksi valinnalla pelata tai olla pelaamatta ei ole loppujen lopuksi mitaan merkitysta. Lahdetaan liikenteeseen selvittamalla,
minkélainen summa pelista olisi odotettavissa yhden kierroksen jalkeen. " else "Yritetddnpé seuraavaksi osoittaa matematiikan avulla, miksi tahan peliin ei
kannata tarttua. Lahdetaan likenteeseen selvittamalla, minkalainen summa pelista olisi odotettavissa yhden kierroksen jalkeen"</ma>

Oikean vastauksen viesti

<ma> if WWANS2 < 0 then "Hienoa! Huomaamme nyt, etté pelattuasi yhden kierroksen tata pelia odotuksena on, etta jaat lievasti havidlle. " elseif \UANS2 = 0
then "Hienoa! Huomaamme nyt, etta pelatessasi tata pelia odotuksena on, etta et voita etka havia rahaa." else "Hienoa! Huomaamme nyt, etta pelattuasi
yhden kierroksen tata pelid odotuksena on, etta jaat lievasti voitolle."</ma>

Vé&aran vastauksen viesti
Aijai, nyt taisi tulla joku moka. Muistatko miten odotusarvo laskettiin? limoititko vastauksen riittavalla tarkkuudella?

Kysymyksen tyyppi
| Avoin kysymys v

Nayta vastauksen tulkinta

Opiskelijan vastauksen ID Kysymys Oikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima) +
$ES(Yhden kierroksen tulos)= melkeinSamat(odotk,\UANS2)
UANS2
» 2 Vaihe3

Tehtavan selite

<ma>if odota>odotb then "Mutta hetkinen, mitépa jos pelid pelaisi todella monta kierrosta? Kaantyisiké peli kuitenkin jossain kohtaa tappioksesi? Mita
tuumit?" elseif odota=odotb then "Mutta hetkinen, mitapa jos pelia pelattaisiin vain yksi kierros? Tulisiko talldin lopputulokseksi 0€7?" else "Mutta hetkinen,
mitépa jos koetta toistaisi useamman kerran? Kaéantyisiko se loppujen lopuksi voitoksesi? Mita tuumit? " </ma>

Oikean vastauksen viesti

<ma>if odota>odotb then "Juurikin néin! Téssa pelissé edellinen nopan heitto ei vaikuta seuraavan heiton tulokseen, joten odotusarvo sailyy samana. Pelin
lopputulos lahestyy odotusarvoa pelattavien kierrosten |&hestyessa aarettéman suurta lukuméaaraa." elseif odota=odotb then "Juuri nain! Yhden kierroksen
tulos olisi tietysti pelin selostuksessa esitetty voitto tai vaihtoehtoisesti haviamisesta aiheutuva maksu. Pelin lopputulos |ahestyy odotusarvoa pelattavien

kierrosten lahestyessé darettdman suurta lukumaaraa." else "Juurikin ndin! Tassé pelissa edellinen nopan heitto ei vaikuta seuraavan heiton tulokseen, joten
odotusarvo séilyy samana. Pelin lopputulos l&hestyy odotusarvoa pelattavien kierrosten léhestyessa aarettéman suurta lukumaaraa." </ma>




Vaaran vastauksen viesti
Nyt taisi mennéd metsaan...

Kysymyksen tyyppi
Valitse yksi v

Nayt& vastauksen tulkinta Sekoita vastausvaihtoehdot

Opiskelijan vastauksen ID Kysymys Oikeellisuustark ksen funktio (Maxima) +

<ma>if odota>odotb then "Al4 yritd haméta. Tilanne pysyy | True
vahintaan yhta onnekkaana toistojen lisééantyessa." elseif
UANS3 odota=odotb then "Ei tietenkaén." else "Ala yrita haméta. jm)
Tilanne pysyy yhta onnettomana toistojen lisaantyessa. "
</ma>

<ma>if odota>odotb then "Pelk&én pahoin, etta tilanne False
saattaa muuttua onnettomammaksi pelin jatkuessa." elseif

UANS4 odota=odotb then "Kylla n&in on." else "Uskoisin, etta jmj
lopputulos muuttuu toistojen myéta paremmaksi. "</ma>

» 2 Vaihe4 (%] Kopioi

Tehtévan selite
Testataan vield lopuksi taitojasi yhden paradoksin avulla. <BR><BR>

Sinulle annetaan kaksi identtista suljettua kirjekuorta. Toisessa kuoressa on kaksinkertainen rahasumma toiseen verrattuna. Saat avata haluamasi kuoren
kahdesta vaihtoehdosta ja nahda sisallon. Taman jalkeen, reiluuden nimissa, sinulle tarjotaan mahdollisuutta joko pitda avaamasi kuoren rahat tai vaihtaa
toiseen kuoreen ja pitaa sen sisaltdméa rahasumma. Miten valitset?

QOikean vastauksen viesti

<ma>if \UANS5 then "Teit oivan valinnan. Ainakin matemaattisesti ajateltuna on fiksumpaa vaihtaa kirjekuorta. Taman saa paateltya helposti odotusarvoja
laskemalla.” else "Voi olla, ettd valitsit kirjekuoren, jossa on enemman rahaa. Toisaalta tyydyitké kuitenkin kirjekuoreen, jossa on vahemman rahaa? Joka
tapauksessa matemaattisesti tarkasteltuna olisi kuitenkin ollut fiksumpaa vaihtaa kirjekuorta. Odotusarvot paljastavat..." </ma>



Vaaran vastauksen viesti

Kysymyksen tyyppi
[ Valitse yksi v]

D Nayta vastauksen tulkinta Sekoita vastausvaihtoehdot

Vaihdan kirjekuoren.

En vaihda kirjekuorta.

» 2 Vaihe5

Tehtévin selite

Lasketaan odotusarvot. Kaytetaan ensin valitun kirjekuoren rahasummalle merkintaa "$x$". N&in ollen...

Oikean vastauksen viesti

Hienoa! Nain me huomaamme, ettd matemaattisesti vaihtaminen tosiaan kannattaa.




Vaaran vastauksen viesti
Hmm..miten laskettiin odotusarvoja? <BR><BR>

Muistitko merkata vastauksessa kaikki yhteen? Vaihtoehtoisesti voit myds kayttaa kertomerkkia painamalla nappaimistésta "*"'. <BR><BR>

Vaihdetun kirjekuoren tapauksessa, pohdi montako erilaista vaihtoehtoa on olemassa kirjekuoren siséllélle. Entd mitka ovat niiden vaihtoehtojen arvot ja

todennékdisyydet?

Kysymyksen tyyppi
| Avoin kysymys v

Nayta vastauksen tulkinta

Opiskelijan vastauksen ID Kysymys
$E$(Rahasumma, jos kuorta ei vaihdeta)=

UANS7

$E$(Rahasumma, jos kuori vaihdetaan)=

UANS8

» 27 Vaiheé

Oikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima) +
samat(x,\UANS7)

samat(1.25*x \UANS8)

%] Kopioi

Tehtavan selite

Missa nyt siis syntyy paradoksi? Eiko tassa tullut jo selkeasti esille, ettd vaihtaminen kannattaa aina? <BR><BR>

Merkita&n nyt vaihdon jélkeen kédessési olevan kirjekuoren sisaltdmaa rahasummaa merkinnalla "$y$" ja paatelladn samoin kuin edella. Kannattaako sinun
pitdd kadessasi oleva kirjekuori vai vaihtaa se (alkuperdiseen)? Mika on talléin odotusarvo vaihdolle toiseen (alkuperaiseen) kirjekuoreen?

Oikean vastauksen viesti

Ja ndin paadymme paradoksiin. Vaihtaminen kannattaisi siis aina eiké kukaan halua viettda koko loppu elamaénsa vain vaihtaen kirjekuori valintaansa

edestakaisin. <BR><BR>

Miten tama sitten ratkaistaan? Kumpi oikeasti olisi fiksumpi vaihtoehto: pysya valinnassa vai vaihtaa? Siindpa pahkina purtavaksi!

Vaaran vastauksen viesti

Pohdi vield. Tama menee taysin samalla tavalla kuin edellinen, vain rahasummalle kéytettéva muuttuja vaihtui.



Kysymyksen tyyppi
[ vaiitse yksi M

D Niyt3 vastauksen tulkinta Sekoita vastausvaihtoehdot

$E$(Rahasumma, jos kirjekuori vaihdetaan)$=y$
$E$(Rahasumma, jos kirjekuori vaihdetaan)$=\frac{y{2}$
$E$(Rahasumma, jos kirjekuori vaihdetaan)$=\frac{3}{4}y$

$E$(Rahasumma, jos kirjekuori vaihdetaan)$=\frac{5}{4}y$

$E$(Rahasumma, jos kirjekuori vaihdetaan)$=2y$




Liite 4. Rahapeleji osa 2 liihdekoodit

v Maximan globaalit alustuskutsut

1 samat(x, y) := is(equal(x ,y));
2 melkeinSamat(x, y) := is(abs(x-y) < ©.001);
3 a: 0.5;
4 b: 1;
5 «c: 1.5;
6 d: 2;
7 e: 2.5
8 f: 3;
9 ko: 0;
10 ki: 1;
11 k2: 2;
12 k3: 3;
13 k4: 4;
14 Kk5: 5;
15 k6: 6;
16  tod(x, y) := x/y;
17 lkm(x) := 2Ax;
18 odot(x, y) := x*y;
19 todsivu: 1/6;
» 2 Vaihel (4] Kopioi

Tehtavan selite

Edellisen osion rahapelistd innostuneena paatéat alkaa itse huijaamaan hyvéuskoisia uhkapelureita. Suunnittelet pelin, jossa heitetdan ensin tavallista kuusi
tahkoista arpakuutiota. Arpakuution silméluku kertoo kuinka monta 1€ kolikkoa annat pelaajalle heitettavaksi. Mikali pelaaja kolikkoa heittédessa saa kruunan,
saa hén pitaa kolikon itsellaan. Mikali kolikko kadntyy klaavan puolelle, jaa kolikko pelin jarjestgjélle eli sinulle.<BR><BR>

Ainut pohdittava asia on endé kuinka suuri summa asetetaan yhden pelikierroksen hinnaksi. Et tietenk&an halua havita, mutta haluat tehda pelista
mahdollisimman houkuttelevan. Mik& alla olevista summista sopisi mielestési parhaiten yhden kierroksen hinnaksi? <BR><BR>

Pohdi tarkkaan, silla tama valinta vaikuttaa tulevaisuutesi.

Oikean vastauksen viesti

Lukitaan se! Toivottavasti valitsit hyvin. Lahdetdan nyt pohtimaan, minkélaista tulosta talla pelilla onnistut tekemaan kun yhden kierroksen hintana on ylla
valitsemasi arvo.

Vaarén vastauksen viesti



Kysymyksen t: i
Valitse yksi v

D Nayta vastauksen tulkinta Sekoita vastausvaihtoehdot

<m>a</m>€

<m>b</m>€

<m>d</m>€

<m>e</m>€

<m>f</m>€

» 2 Vaihe 2

Tehtavan selite

Noniin, nyt kun hinta bisnekselle on selvilla voisimme viela pohtia, miten hyva hinta se todellisuudessa on. Selvitetdan siis onko valitsemasi hinta pelille
sopiva suhteutettuna pelin odotusarvoon. <BR><BR>

Lahdetaan liikkeelle siita, etta lasketaan odotusarvot tilanteille, joissa on eri maara kolikoita heitettédvana.

Oikean vastauksen viesti
Loistavaa, perusasiat tuntuvat olevan hallussa! <BR><BR>

Laskitko jokaisen kohdan alusta uudelleen ja erikseen vai |0ysitko laskujesi aikana tavan yksinkertaistaa laskujasi hyédyntamalla jo saamiasi vastauksia?

'Vadran vastauksen viesti

Odc voja h Aloi 1 yksinkertaisimmasta eli yhden kolikon tapauksesta ja kaytetaan laskukaavaa $E(X)=\displaystyle\sum_{i=1}{n} x_i p_i $.
<BR><BR>

<ma>if samat(odot(k0,tod(binomial(1,0),lkm(k1)))+odot(k1,tod(binomial(1,1),lkm(k1))).\UANS6E) then "Hienoa, ensimmainen on oikein!" else "Yhden kolikon
tapauksessa erilaisia lopputuloksia on kaksi erilaista ja niiden tulokset on joko O€ tai 1€. Sinun taytyy vielé pohtia vaihtoehtojen todennakéisyydet, jotta voit
paatelld odotusarvon"</ma> <BR><BR>

<ma>if samat(odot(k0,tod(binomial(2,0),lkm(k2)))+odot(k1,tod(binomial(2,1),Ikm(k2)))+odot(k2,tod(binomial(2,2),lkm(k2))) \UANS7) then "Toinen kohta on
oikein. Jatka samaan malliin!" else "Kahden kolikon tapauksessa vaihtoehtojen maara eri lopputuloksille kasvaa. Mutta milla tavalla?"</ma>




Kysymyksen tyyppi
Avoin kysymys v

Naytd vastauksen tulkinta

Opiskelijan vastauksen ID Kysymys Oikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima) +

$ES$(Voittosumma yhté kolikkoa heitettdessa)= samat(odot(k0,tod(binomial(1,0),lkm(k1)))+odot(k1,tod(bin
omial(1,1),lkm(k1))) \UANS6)
UANS6 o}

SE$(Voittosumma kahta kolikkoa heitettaessa)= samat(odot(k0,tod(binomial(2,0),lkm(k2)))+odot(k1,tod(bin
omial(2,1),lkm(k2)))+odot(k2,tod(binomial(2,2),Ikm(k2))),\U
UANS7 ANS7) o}

$ES$(Voittosumma kolmea kolikkoa heitettdessa)= samat(odot(k0,tod(binomial(3,0),lkm(k3)))+odot(k1,tod(bin
omial(3,1),Ikm(k3)))+odot(k2,tod(binomial(3,2),lkm(k3)))+o
UANS8 dot(k3,tod(binomial(3,3),Ikm(k3))),\UANS8) W

$ES(Voittosumma neljaa kolikkoa heitettaessa)= samat(odot(k0,tod(binomial(4,0),lkm(k4)))+odot(k1,tod(bin
omial(4,1),Ikm(k4)))+odot(k2,tod(binomial(4,2),lkm(k4)))+o
UANS9 dot(k3,tod(binomial(4,3),Ikm(k4)))+odot(k4,tod(binomial(4, |m)
4),lkm(k4))),\ UANS9)

$ES$(Voittosumma viitté kolikkoa heitettdessa)= samat(odot(k0,tod(binomial(5,0),lkm(k5)))+odot(k1,tod(bin
omial(5,1),Ikm(k5)))+odot(k2.tod(binomial(5,2),lkm(k5)))+o

UANS10 dot(k3,tod(binomial(5,3),Ikm(k5)))+odot(k4,tod(binomial(5, W
4),lkm(k5)))+odot(k5,tod(binomial(5,5),lkm(k5))),\UANS 10)

$SES$(Voittosumma kuutta kolikkoa heitettdessa)= samat(odot(k0,tod(binomial(6,0),lkm(k6)))+odot(k1,tod(bin
omial(6,1),lkm(k6)))+odot(k2.tod(binomial(6,2),lkm(k6)))+o
UANS11 dot(k3,tod(binomial(8,3),Ikm(k6)))+odot(k4,tod(binomial(6, w
4),lkm(k6)))+odot(k5,tod(binomial(6,5),lkm(k6)))+odot(k6 t
od(binomial(6,6),lkm(k6))),\UANS11)

b 2 Vaihe3 £%) Kopioi

Tehtévan selite

Viela ennen koko pelin lopputuloksen odotusarvon laskemista, paatellaan yksi todennékoisyyden arvo. Pelin ensimmaisessa vaiheessa pelaaja heittaa
arpakuutiota, jolloin maarittyy heitettavien kolikoiden maara. Mika on todennakoisyys saada heitettavaksi tietty maara kolikoita (1 kolikko, 2 kolikkoa, ... , 6
kolikkoa)?

QOikean vastauksen viesti
Juurikin nain. Arpakuution heiton eri lopputulokset {1,2,3,4,5,6} ovat toisensa poissulkevia ja niille kaikille on sama todennakéisyys.

Vaaran vastauksen viesti
Hmmm...mik& on todennakdisyys yksittdiselld arpakuution sivulle jaada paallimmaiseksi, jos tahkoja on kuusi kappaletta?



Kysymyksen tyyppi
[ valitse yksi v]|

D Nayta vastauksen tulkinta Sekoita vastausvaihtoehdot

1/8, 218, 3/8, ..., 6/6

Riippuu kolikoiden maéarasta

» 2 Vaihe4

Tehtdvan selite

Nyt lasketaan odotusarvo koko pelille ja saamme tietad, mik& on odotettavissa oleva voitto pelin pelaajalle.

Oikean vastauksen viesti

Juuri ndin! Mika oli sinun tapasi ratkaista tdma tehtava? Teitko pitkén kaavan mukaan vai keksitko tavan yksinkertaistaa ratkaisua? <BR><BR>

Esimerkiksi yksi tapa yksinkertaistaa on hyddyntaa pelin luonnetta. Koska peli alkaa nopan heitolla ja kaikki silmaluvut eli heitettévien kolikoiden lukumaarat
ovat toisistaan riippumattomia ja yhta todennakdisia, voidaan eri kolikkomé&éarien odotusarvoista laskea keskiarvo.




Vaaran vastauksen viesti
Tassa viela treenaillaan ja kaytetadan taysin samaa odotusarvon kaavaa kuin aiemmin. Mieti, miten pystyt hyddyntdmaan aiemmin tassa tehtavassa
laskemiasi arvoja. <BR><BR>

Vinkki: Aiemmin laskimme odotusarvot vain pelin yhdelle osalle, nyt laskemme koko pelille ja kaikille sen vaiheille. Miten aiemmin kayttamasi odotusarvon
laskut muuttuvat ja voiko niité yksinkertaistaa tai yhdistaa jollain tavalla?

Kysymyksen tyyppi
| Avoin kysymys v

Nayta vastauksen tulkinta

Opiskelijan vastauksen ID Kysymys Oikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima) +
$ES$(Pelin yhden kierroksen lopputulos)= melkeinSamat(todsivu*
(WWANSB+HUANS7+HUANS8+IUANSI+HUANS10+H\UANS11
UANS16 ) \UANS16)
» 2 Vaihe5 @ Kopioi

Tehtdvan selite

Palataan viela pohtimaan alkuperaista kysymysta, jota pohditaan erityisesti kahdesta nakokulmasta: pelin pitajana ei halua havita rahaa ja samalla toisaalta
haluaa tehda pelistd mahdollisimman houkuttelevan pitamalla pelikierroksen hinnan sopivana. Mika alla olevista summista sopisi nyt tassa kohtaa mielestasi
parhaiten yhden kierroksen hinnaksi? <BR><BR>

Oikean vastauksen viesti

Kylla vain! <ma>if \UANS20 then "2€ on varmasti sopiva summa; paaset voiton puolelle, mutta pelin hinta ei nouse liian korkeaksi ja on néin vield
houkutteleva." else "2,5€ on varmasti sopiva summa; paaset hyvin voiton puolelle, mutta pelin hinta ei nouse viela aivan liian korkeaksi. "</ma>

Vaaran vastauksen viesti

Ei osunut talla kertaa! Valitsitko summan, joka on pelin odotusarvon ylépuolella? Tarvitset maksuksi enemmaén kuin oletettavasti joudut pelaajalle
maksamaan. <BR><BR>

Etkai valinnut toisaalta lian korkeaa summaa? Tall6in et I6yda innokkaita pelaajia.



Kysymyksen tyyppi
Valitse yksi v|

D Nayta vastauksen tulkinta Sekoita vastausvaihtoehdot

<m>a</m>€

<m>b</m>€

<m>d</m>€

<m>e</m>€

<m>f</m>€

» 2 Vaiheé

Tehtavan selite

Vertaa alussa valitsemaasi seké asken valittua pelikierroksen hintaa. Miten hyvin onnistuit alunperin valitsemaan pelille sopivan hinnan?

Oikean vastauksen viesti

Arvostan rehellisyyttasi. Ei muuta kuin kehittelemaan uusia peleja, joissa leikitaan todennakoisyyksilla!




Vaaran vastauksen viesti

Hmm..vastasitko nyt varmasti rehellisesti?

Kysymyksen tyyppi
[ Valitse yksi v

D Naytd vastauksen tulkinta Sekoita vastausvaihtoehdot

Onnistuin valitsemaan sopivan hinnan pelille.

Valitsin liian matalan hinnan ja olisin jaényt haviolle.

Valitsin liian korkean summan, eika se olisi
houkuttelevuudeltaan optimaalinen.

if \WANS3 or \UANS4 then True

if \WVANSO or \UANS1 or \UANS2 then True

if \UANS5 then True




Liite 5. Sihkopotkulauta lihdekoodit

~ Maximan globaalit alustuskutsut

samat(x, y) := is(equal(x ,y));
melkeinSamat(x, y) := is(abs(x-y) < 0.001);

murto(x,y) := x/y;

a : (15+random(20))*2;

b 1+random(3);

c 1+random(2);

d : murto(b,9+random(4));
e : murto(c,7+random(5));
f : murto(c,5);
g:
h

i

J

=

=
NPFPSSWR~NOUT A WNBE

=

1/3;
1;
: (7+random(6))*5;
: (12+random(14))*2;

i
vk W

» 2 Vaihel %] Kopioi

Tehtévan selite
Sahkopotkulaudat ovat yleistyneet kulkuneuvoina kaupungeissa hurjaa vauhtia. Eraan tilastotieteilijan tutkimuksen mukaan ne ovat erityisesti nousseet
suosioon opiskelijoiden keskuudessa. Valittetavasti néilld menopeleilla onnettomuuden aiheuttaminen ei ole kovin harvinaista. Onnettomuudet voivat olla
moninaisia; térmaaminen toiseen potkulautailijaan tai muuhun tiella kulkijaan, térmaaminen erilaisiin infrastruktuurin osiin, taysin itseaiheutettu kaatuminen
pelleilyn seurauksena tai potkulaudan syttyminen palamaan vaarinkaytén seurauksena. <BR><BR>

Tilastotieteilijan tutkimuksessa tutkittiin erilaisia onnettomuuksiin vaikuttavia muuttujia, joista merkittavimpia 16ytyi kahden erilaista. Onnettomuuksiin
paatymiseen vaikutti olennaisesti vuorokauden aika, milloin potkulauta oli ajokaytdssa. Toisena ja yllattavampana tekijana onnettomuuksiin vaikutti
potkulaudan ulkonakd, joita oli kolmea erilaista; punainen, vihrea ja liekkikuvicinen. <BR><BR>

Tilastotieteilijan huomioista kavi ilmi, ettd potkulautojen k&yttédn otosta <m>a</m>$\%$ tapahtui paivalla, aikavalilla 10-22, ja loput tapahtui muuna aikana eli
vAaikaan Punaisalla notkulandalla naivalli aietasssa tntantin annettnminis <m>d</ms karrnista_kiin taas vihreai notkulantaa kivtettiesss <m>a</m>

Tehtévan selite
paatymiseen vaikutti olennaisesti vuorokauden aika, milloin potkulauta oli ajokaytossa. loisena ja yllattavampana tekijana onnettomuuksiin vaikutti
potkulaudan ulkonzk, joita oli kolmea erilaista; punainen, vihred ja liekkikuvioinen. <BR><BR>

Tilastotieteilijan huomioista kavi ilmi, etta potkulautojen kayttéon otosta <m>a</m>$\%$ tapahtui paivalla, aikavalilla 10-22, ja loput tapahtui muuna aikana el
ybaikaan. Punaisella potkulaudalla paivalla ajettaessa toteutuu onnettomuus <m>d</m> kerroista, kun taas vihreda potkulautaa kaytettdessa <m>e</m>
kerroista. Yéaikaan onnettomuuksia tapahtui huomattavasti enemman. Punaisella potkulaudalla kolaroitiin <m>i</m>$\%$ ajokerroista ja vihrealla
vastaavasti <m>j</m>$\%$ ajoista. Liekkikuvioisen potkulaudan valitessa on onnettomuus vaistiméatta edessd. <BR><BR>

Tilastotieteilija oli huomannut myos, etta paivalla potkulautailijat valttivat liekkikuvioisia potkulautoja ja valitsivat niiden sijaan vain punaisia ja vihreita
potkulautoja. Paivalld valituista potkulaudoista <m>f</m> oli punaisia. Y&aikaan vastaavasti huonon fyysisen tai henkisen nakékyvyn vuoksi kaikkia kolmea
potkulautatyyppia valittiin yhta satunnaisesti. <BR><BR>

Tehtavan selite

vastaavasti <m>j</m>$\%$ ajoista. Liekkikuvioisen potkulaudan valitessa on onnettomuus vaist:

e

méts edessd.<BR><BR>

Tilastotieteilija oli huomannut myds, etta paivalla potkulautailijat valttivat liekkikuvioisia potkulautoja ja valitsivat niiden sijaan vain punaisia ja vihreita
potkulautoja. Paivalla valituista potkulaudoista <m>f</m> oli punaisia. Y0aikaan vastaavasti huonon fyysisen tai henkisen nakokyvyn vuoksi kaikkia kolmea
potkulautatyyppia valittiin yhta satunnaisesti. <BR><BR>

Ja nyt itse asiaan...sinun tehtavanasi on selvittaa tutkimukseen liittyvia erilaisia todennakoisyyksia, jotka liittyvat potkulautojen onnettomuuksiin.
Ensimmaisena sinun tulisi selvittaa, milld todenndkdisyydelld kaikista potkulaudan kayttéjista téysin satunnaisesti valittu potkulautailija joutuu
onnettomuuteen? Lahdetdan aluksi hahmottamaan tilannetta kayttamalla siihen sopivaa metodia. Miké seuraavista sopisi parhaiten tdman tilanteen
hahmottamiseen?

Oikean vastauksen viesti

Kyll& vain! Puukuvion avulla on helppo havainnollistaa kaikkia eri vaihtoehtoja, jotka linkittyvét toisiinsa. Liséksi kokonaistodennakoisyyksien laskemista
puukuvio selkeyttaa loistavasti.



Vairan vastauksen viesti

Nope! Tassa kyseisessa tapauksessa on useampia muuttujia jotka vaikuttavat toisiinsa ja muodostavat tapahtumaketjuja. Miten saisimme kuvattu
yksinkertaisesti ja visuaalisesti naita ketjuja?

Kysymyksen tyyppi
[ valitse yksi v|

D Nayta vastauksen tulkinta Sekoita vastausvaihtoehdot

Puukuvio

Venn-diagrammi

Geometrinen kuva

o
€] Ko

» 2 Vaihe2

Tehtavan selite
Valitaan seuraavaksi tehtavaan sopiva puukuvio. Mik& seuraavista kuvaa tehtévan tilannetta parhaiten? <BR><BR>

Kaikissa puukuvioissa on kaytetty seuraavia merkintgja; $"P"$=paiva, $"PAC"$=yoaika, $"PU"$=punainen, $"VI"$=vihred, $"LK"$=liekkikuvioinen,
$"0"$=onnettomuus ja $"0"C"$=ei onnettomuutta. <BR><BR>

Liséksi merkinnat $p_1,p_2,p_3,...$ kuvaavat tapahtumavaihtoehtojen todennékaisyyksien arvoja.

Oikean vastauksen viesti
Hyvin valittu! Tamé kuvaa tilannetta oikein ja on vaihtoehdoista selkein!




Vaaran vastauksen viesti

Oletko varma, etta valitsit vaihtoehdon joka kuvaa tilannetta oikein ja joka on mahdollisimman yksinkertaisesti esitetty? Vaikka tehtévananto on pitka, se
kannattaa lukea ajatuksella.

Kysymyksen tyyppi
Valitse yksi v|

Né&ytd vastauksen tulkinta Sekoita vastausvaihtoehdot

Opiskelijan vastauksen ID Kysymys Oikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima) +
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» 2 Vaihe3 £#) Kopioi

Tehtdvan selite

Tassa vaiheessa voisimme varmistaa, ettd ymmarramme, miten puukuvio toimii ja millaisissa tapauksissa se on kayttokelpoinen malli sovellettavaksi. <BR>
<BR>

Hyvana lahtckohtana puukuvion kaytdlle toimii tilanteet, joissa kasilla oleva ilmi6 siséltaa vaihtoehtoisia tapahtumajonoja, kuten nyt taman tehtavan
tapauksessa potkulautoihin liittyva onnettomuusilmié. <BR><BR>

Mita muita vaatimuksia puukuvion kaytolle on olemassa? Valitse seuraavista vaihtoehdoista sopivat.

Oikean vastauksen viesti
Loistavaa ty6ta! Nyt pitdisi olla perusteet kunnossa. Muutama hyva huomio liittyen puukuvion kenstruointiin: <BR><BR>

1) Kaikissa tapahtumaketjun vaiheissa eri tapahtumavaihtoehtojen todennakéisyyksien summan tulee olla aina 1.
Mita tama tarkoittaa todennakoisyyslaskennan termein? Miten tata voi hyédyntaa taydennettdessa puukuvioon tapahtumavaihtoehtojen todennakéisyyksia?
<BR><BR>

2) Useat puukuvion pisteet eli vaiheet voivat vastata samaa tapahtumaa. Esimerkiksi tdméan tehtévan tapauksessa se tarkoittaa ettd molemmat
ajankohtavaihtoehdot johtavat seka punaisen etta vihrean potkulaudan kayttdmahdollisuuteen. Tai vastaavasti erilaiset potkulaudan ulkon&ét voivat johtaa
onnettomuuteen.

Vaaran vastauksen viesti
Nyt tdytyy varmaan muistella tai selvittdd mita ominaisuuksia puukuviolla on. <BR><BR>

<ma>if \UANS11 then "Oletko sité mieltd, ettei eri pisteissa voi olla samoja tapahtumia? Eikd kuitenkin kaksi eri vaihtoehtoa tai vaihtoehtoista
tapahtumaketjua voi johtaa samaa lopputulokseen? Bussista mydhéstyminen voi johtaa luennolta mydhéstymiseen, mutta myés bussiin ehtiessa on
mahdollista myShastya luennolta muista syista." else "Tapahtumaketjun missa tahansa vaiheessa olevien vaihtoehtojen pitaisi olla toisensa poissulkevia.
Jokin vaihtoehdoista siis tapahtuu, mutta samaan aikaan vain yksi on mahdollinen. Mité tdma tarkoittaa todennakdisyyksien kannalta? Voit myos pohtia
ylipadatadn puukuviossa liikkumista, millaisia sdannénmukaisuuksia siihen liittyy?"</ma>




Kysymyksen tyyppi
Valitse monta v

D N3yt3 vastauksen tulkinta Sekoita vastausvaihtoehdot

limiélia on yksi alkutila ja yksi tai useampia lopputiloja.

Tapahtumajonoissa edetéén vaiheittain tapahtumasta
toiseen alkutilasta kohti jotain ilmion lopputiloista.

Jokaisessa vaiheessa enne lopputilaa kohdataan yksi tai
useampi tapahtumavaihtoehto, joista yksi realisoituu ja
johtaa taas uusiin tapahtumavaihtoehtoihin.

Kaikissa tapahtumaketjun vaiheissa eri
tapahtumavaihtoehtojen todennakéisyyksien summan
tulee olla valilla 0-1.

Useat puukuvion pisteet eli vaiheet eivét voi vastata
samaa tapahtumaa.

Tapahtumajonoissa voidaan edeta mielivaltaisesti
tapahtumista toisiin.

» ? Vaihed

Tehtavan selite

Vield ennen kun lahdet&an ratkaisemaan kysymyksia puukuvion avulla tdydennetédén puukuvio sopivilla arvoilla, jotta voimme hyddyntaa sita
mahdollisimman hyvin. Anna tarkat arvot desimaali- tai murtolukumuodossa.<BR><BR>

Nyt voit halutessasi selkeyden vuoksi kopioida samalla puukuvion paperille ja tayttaa arvot myds suoraan siihen oikeille paikoille. Taméa saattaa helpottaa
hahmottamista!

Oikean vastauksen viesti

Hienoa tyota!l Nyt kaikki arvot ovat paikallaan ja voimme hyodyntaa puukuviota todennakaéisyyksien paattelyssa.

Vaaran vastauksen viesti

Mietipé viel&! Tutki tehtavanantoa ja puukuviota tarkkaan. <BR><BR>

Annoithan vastaukset varmasti mahdollisimman tarkkana?




Kysymyksen tyyppi

Avoin kysymys

D Nayta vastauksen tulkinta

samat(a/100,\UANS13)

samat(1-(a/100)\UANS14)

samat(f,\UANS15)

samat(1-f\UANS16)

samat(g,\UANS17)

samat(d \UANS18)

samat(1-d,\UANS19)




samat(e,\UANS20)

samat(1-e,\UANS21)

samat(i/100,\UANS22)

samat(1-(/100)\UANS23)

samat(j/100,\UANS24)

samat(1-(j/100),\UANS25)

samat(h,\UANS26)

» 2 Vaihe5

Tehtavin selite

Ratkaistaan muutama yksinkertaisempi tilanne puukuviota hyédyntéaen ennen kuin pal 1 taman tehtavan paakysymykseen. Maérita seuraavien
tilanteiden todennékéisyydet: <BR><BR>

Anna vastaukset vahintaan kolmen desimaalin tarkkuudella.

Oikean vastauksen viesti
Loistavaa! LOysit oikeat todennakoisyydet. Téssa kohtaa haluaisin sanoa, etta sinulla on homma hallussa. Vielad kuitenkin viimeinen vaihe...

Vadran vastauksen viesti
Hmm..miten puukuviosta voimmekaan paatella todennakdisyyden jollekin esitetylle tapahtumalle? <BR><BR>

Puukuviossa tietyn tapahtumaketjun toteutumisen todennakéisyys saadaan hyédyntamalla todennakdisyyslaskennan yleista tulosééntda. Joka on muotoa
$P(A_1\capA_2\cap A_3 \cap \ldots \cap A_k) \ = P(A_1)\cdot P(A_2\mid A_1) \cdot P(A_3\mid A_1 \cap A_2 ) \cdot \Idots \cdot P(A_k \mid A_1\cap A_2
\cap A_3 \cap \ldots \cap A_{k-1}) \\ = p_1\cdot p_2 \cdot p_3 \cdot \ldots \cdot p_k .$ <BR><BR>

<ma>if melkeinSamat((100-a)/100*g*(1-h) \UANS28) then "Loistavaa, toinen kohta on oikein!" else "Miké oli todenn&koisyys, etta liekkikuvioisella
potkulaudalla selviaa ilman onnettomuutta?"</ma> <BR><BR>

<maif melkeinSamal((1-d)(a/100f+(1-(a/100))g) \UANS19) then "Hienoa patteya vimeisessa kohdassal eise "Huomasithan, etts punainen potkulauta




Vaaran vastauksen viesti
Puukuviossa tietyn tapahtumaketjun toteutumisen todennakdéisyys saadaan hyddyntamalla todennékoisyyslaskennan yleista tulosdantcéa. Joka on muotoa
$P(A_1\capA_2\cap A_3 \cap \ldots \cap A_k) \\ = P(A_1)\cdot P(A_2\mid A_1) \cdot P(A_3\mid A_1 \cap A_2 ) \cdot \Idots \cdot P(A_k\mid A_1\capA_2
\cap A_3 \cap \ldots \cap A_{k-1}) \\ = p_1\cdot p_2 \cdot p_3 \cdot \Idots \cdot p_k .$ <BR><BR>

<ma>if melkeinSamat((100-a)/100*g*(1-h),\UANS28) then "Loistavaa, toinen kohta on oikein!" else "Mika oli todennékdisyys, etta liekkikuvioisella
potkulaudalla selviaa ilman onnettomuutta?"</ma> <BR><BR>

<ma>if melkeinSamat((1-d)*(a/100*f+(1-(a/100))*g),\UANS19) then "Hienoa paattelya viimeisessa kohdassa!" else "Huomasithan, ettd punainen potkulauta
voi paatya kayttéon kahden eri tapahtumaketjun kautta; seké yolla etta paivalla. Tassa voidaan kayttaa hyvéaksi tietoa, ettd puukuvion eri pisteisiin vievat reitit
ovat toisensa poissulkevia, jolloin voidaan hyédyntaa toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusaanta." </ma>

Kysymyksen tyyppi
Avoin kysymys v

Nayta vastauksen tulkinta

Opiskelijan vastauksen ID Kysymys Oikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima) +
$P$(Opiskelijalle sattuu kasiinsa liekkukuvioinen melkeinSamat((100-a)/100*g*h \UANS27)
potkulauta ja joutuu onnettomuuteen)= <BR><BR>

UANS27 W
$P$(Opiskelijalle sattuu kasiinsa liekkukuvioinen melkeinSamat((100-a)/100*g*(1-h),\UANS28)
potkulauta ja valttda onnettomuuden)= <BR><BR>

UANS28 @

$P$(Opiskelijalle sattuu kasiinsa punainen potkulauta ja melkeinSamat((a/100*f*(1-d)+(1-(a/100))*g*(1-
valttad onnettomuuden)= <BR><BR> (i/100))),\UANS29)
UANS29 w

» 2 Vaihes £%) Kopioi

Tehtavan selite

Ja nyt viimeisena muttei vahaisimpana ratkaistaan alkuperéinen kysymys. Kysymys siis kuului néin. Mik& on todenn&kdisyys, etta tdysin satunnaisesti valittu
potkulautailija joutuu onnettomuuteen? <BR><BR>

Kayta hyvaksi kaikkea tahan asti saamaasi ja hallussasi olevaa tietoa. Ja ilmoita vastaus vahintédan kolmen desimaalin tarkkuudella.

Oikean vastauksen viesti
Juurikin nain! Melko suuri todennékdisyys joutua onnettomuuteen tuo <m>\UANS30*100</m>%. <BR><BR>

Eikd olekin aika mukava etsia vastaus puukuvion avulla. Puukuvio myds useimmiten helpottaa hahmottamista ja talléin ei mene niin helposti sekaisin,
etenkin kun huomioitavia todennakoisyyksia alkaa olla suurempi lukumé&ara ja tutkittava ilmié monivaiheinen ja -ulotteinen.



Véaran vastauksen viesti
Millakohan tdma menisi? Kyse voisi olla jonkinlaisesta kokonaistodennakéisyydesta kaikille eri vaihtoehdoille paatya onnettomuuteen? <BR><BR>

Selvisit edellisesta vaiheesta. Nyt vain hyddynnat ja yhdistat siina kaytettyja taktiikoita. T&méa on hieman pidempi lasku, joten ole myés tarkkana, ettei tule
huolimattomuusvirheita. Varmista, ettd numerot ovat oikein ja oikeissa kohdissa.

Kysymyksen tyyppi
Avoin kysymys v

Naytd vastauksen tulkinta

Opiskelijan vastauksen ID Kysymys Oikeellisuustarkastuksen funktio (Maxima)

$P$(Onnettomuus tapahtuu)= melkeinSamat(((a/100)*(f*d+(1-f)*e)+((100-a)/100)*g*
(i/100+}/100+h)) \UANS30)
UANS30
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