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1 Johdanto
Neuroverkoilla tarkoitetaan algoritmia, jonka on tarkoitus kuvata ihmisen neuro-
niverkkoa. Neuroverkot muodostuvat tasoista neuroneita, joiden "aktivaatioiden"
perusteella saadaan seuraavan tason neuroneiden aktivaatiot. Ensimmäisen tason
aktivaatiot ovat syöte, jota käsitellään niin sanottujen piilotettujen tasojen läpi ja
lopuksi viimeisen tason neuroneista saadaan tuloste. Neuronien aktivoinnit laske-
taan edellisestä tasosta tasomuunnoksen avulla. Useimmiten tasomuunnokset ovat
neuronikohtaisia painotettuja summia joihin lisätään jokin tietty vakio, ja tämän
jälkeen lopullinen aktivaatio saadaan tästä jonkin aktivointifunktion avulla. Yleisiä
aktivointifunktioita ovat hyperbolinen tangentti ja ReLU. Yksittäisten painotettu-
jen summien laskeminen on kuitenkin raskasta, ja painotuksista tehdään neliömat-
riisi ja vakioista vektori. Tällöin laskentatehokkuutta voidaan parantaa lineaarial-
gebran keinoin. Neuroverkkoa opetetaan muuttamalla painomatriisia ja vakiovek-
toria, ja muutoksen suunnan antaa opetusdata. Neuroverkot ovat mielenkiintoinen
ratkaisu tietynlaisiin algoritmiongelmiin. Eräs yksinkertaisimmista esimerkeistä on
käsinkirjoitettujen numeroiden tunnistus. Ensin ongelma tuntuu yksinkertaiselta,
mutta käsin kirjoitetuissa numeroissa on hyvin paljon eroja. Tämä voidaan ratkais-
ta neuroverkoilla helposti, kun tehdään kuvatilasta syötetaso aina samalla tavalla ja
opetetaan verkkoa suurella määrällä käsinkirjoitettuja numeroita. Emme varsinai-
sesti tiedä mitä lopputulos oikeasti tekee piilotetuilla tasoilla, mutta lopputuloksella
on helposti yli 95 prosentin tarkkuus. Neuroverkoilla voidaankin ratkaista hyvällä
tarkkuudella ja kevyellä laskennallisuudella useita ongelmia, jotka olisivat laskennal-
lisesti hankalia normaaleilla algoritmeilla, mutta itse neuroverkon kouluttaminen on
vastaavasti laskennallisesti raskasta. Neuroverkkojen koulutus on usein kymmenien
tuhansien muuttujien suhteen optimointia.

2 Neuroverkoista yleisesti
Neuroverkot koostuvat neuroneista, joiden arvoja ovat usein reaaliluvut välillä
[0, 1], ja tätä arvoa kutsutaan neuronin aktivaatioksi. Neuronit muodostavat tasoja
(layers). Tasojen välillä on synapseja, jokaisesta tason i neuronista jokaiseen tason
i + 1 neuroniin. Tason i + 1 neuronin aktivaatio lasketaan painotettuna summana
edellisen tason neuroneista johon lisätään jokin vakiotermi (bias). Tämän lisäksi pai-
notettu summa yleensä siirretään ei-negatiivisiin arvoihin jollain funktiolla σ. Toisin
sanottuna

u
(i)
k = σ

( m∑
j=1

w
(i)
j,ku

(i−1)
j + c

(i)
k

)
,

missä u
(i)
k tarkoittaa tason i neuronia paikassa k, w

(i)
j,k on sen synapsin, joka on

tasojen i − 1 ja i välissä ja neuronista j neuroniin k, paino ja c
(i)
k on tason i

paikan k neuronin vakiotermi. Koska neuroneita on useita yhdessä tasossa ja line-
aarialgebra on laskennallisesti kätevää, nämä kirjoitetaan yleensä vektorimuodossa
u(i) = σ

(
Wiu

(i−1) + bi
)

missä σ lasketaan jokaiselle koordinaatille erikseen ja
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u(i) =


u
(i)
1

u
(i)
2
...

u
(i)
m

 , Wi =


w

(i)
1,1 w

(i)
2,1 ... w

(i)
m,1

w
(i)
1,2 w

(i)
2,2 ... w

(i)
m,2

...
w

(i)
1,m w

(i)
2,m ... w

(i)
m,m

 , bi =


b
(i)
1

b
(i)
2
...
b
(i)
m

 .

Usein lisäksi merkitään Ti(u) = σ(Wiu + bi). Tässä siis niin sanottu päivitys-
funktio tasojen, joissa on yhtä monta neuronia, välillä. Muotoilusta myös näkee
kuinka paljon optimoitavaa on jo kahden tason välillä, m2 painoa ja m vakiotermiä.
Optimoitavien muuttujien määrä selvästi kasvaa nopeasti uusia tasoja lisättäessä.

2.1 Neuroverkon gradientti

Neuroverkon toiminta on optimointitehtävä, jossa etsitään ne painot ja vakioter-
mit, joilla ero oikeaan tilanteeseen on mahdollisimman pieni. Tutkitaan esimerkiksi
tällaista optimointitehtävää:

Min h(T1, ..., Tn) =
1

|X|
∑
x∈X

(f(T1, ...Tn, x)− g(x))2

missä f(T1, ..., Tn, x) tarkoittaa neuroverkon aktivointeja alkuarvolla x ja tasomuun-
noksilla Ti(u) = σ(Wiu + bi) ja X on jokin äärellinen joukko "opetusdataa", joista
g(x) on halutut tulokset. Funktion h minimin löytäminen onkin mielenkiintoisempi
kysymys. Koulumatematiikasta tuttu derivaatta ja sen nollakohta ovat hyvä alku,
mutta tarvitaan useampiulotteista työkalua. Jos voisimme määrittää funktiolle h
gradientin muunnoksien Ti suhteen, saisimme parhaan suunnan funktion h mini-
moimiselle. Gradientti saadaan derivoimalla minimoitava funktio kaikkien painojen
ja kaikkien vakiotermien suhteen, merkinnällä Ti = (Wi, bi)

∇h(T1, T2, ..., Tn) =

(
∂h

∂W1

,
∂h

∂b1
, ...,

∂h

∂Wn

,
∂h

∂bn

)
,

missä ∂h

∂W1

=


∂h

∂w
(i)
1,1

∂h

∂w
(i)
2,1

... ∂h

∂w
(i)
m,1

∂h

∂w
(i)
1,2

∂h

∂w
(i)
2,2

... ∂h

∂w
(i)
m,2

...
∂h

∂w
(i)
1,m

∂h

∂w
(i)
2,m

... ∂h

∂w
(i)
m,m

 ja
∂h

∂bi
=


∂h

∂b
(i)
1

(i)

∂h

∂b
(i)
2...

∂h

∂b
(i)
m

 .

Merkitään X ∼ U(a, b) kun X on jakautunut tasaisesti välillä [a, b]. Olkoon
T 0 = (T1, T2, T3, ..., Tn), missä esimerkiksi Wi ∼ U(−1, 1)N×N ja bi ∼ U(−1, 1)N ja
määritellään jono

T k+1 = T k − ηk∇h(T k),

missä ηn on niin sanottu oppimisnopeus. Tätä jonoa kutsutaan gradienttilaskuksi.
Oppimisnopeudella on suuri merkitys gradienttilaskuun, esimerkiksi liian pienellä
nopeudella jäädään helposti jumiin lokaaleihin minimeihin, liian suurella taas gra-
dienttilasku ei välttämättä suppene. Jos esimerkiksi h ∈ C1, kun valitaan ηk → 0,
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|ηk∇h(T k)| → 0 ja
lim
k→∞

T k = T .

Useimmiten gradientin laskemista ei tehdä koko opetusdatan yli joka kierroksella
"oppimisen" nopeuttamiseksi.

3 Rajatilanne
Normaalisti neuroverkkoa käytettäessä tasojen määrä on aluksi määritelty vakio,
mutta kuinka monta tasoa neuroverkossa kannattaisi olla? Tätä voidaan tutkia li-
säämällä tasoja neuroverkkoon. Syvennytään neuroverkon toimintaan tilanteessa,
jossa tasoja lisätään verkon alkuun tai loppuun rajatta. Merkitään

xn = T1(T2(...Tn(x0)...))

ja
yn = Tn(Tn−1(...T1(x0)...)),

missä xn, yn kuvaa tason n aktivaatioita tietyillä muunnoksilla Ti ja alkupisteellä
x0. Tutkitaan neuroverkon syvyyttä ergodisen teorian työkaluilla.

3.1 Ergodinen teoria

Pohditaan tilannetta, jossa muunnokset Ti ovat toisistaan riippumattomia ja sa-
moinjakautuneita, ja muistellaan todennäköisyysteorian suurten lukujen lakia. Jos
Xi ovat samoin jakautuneita toisistaan riippumattomia satunnaismuuttujia joiden
odotusarvot ovat äärellisiä, niin

1

n

(
X1 +X2 + ...+Xn

)
−→ E[X1]

melkein varmasti. Melkein varmasti on todennäköisyysteorian vastine mittateorian
termille "melkein kaikkialla", eli melkein varman tapahtuman vastatapahtumien
joukko voi olla epätyhjä, mutta sillä on todennäköisyys 0. Tässä muunnokset Ti voi-
si ajatella satunnaismuuttujina joista otetaan "keskiarvo", mutta helposti voidaan
huomata ei-kommutatiivisuudesta seuraavan raja-arvon riippuvuus järjestyksestä.
Suurten lukujen laki ei siis päde suoraan tilanteeseemme.

Määritelmä 3.1. Olkoon X todennäköisyysavaruus todennäköisyysmitalla µ.
Funktiota τ : X → X sanotaan ergodiseksi jos ehdosta τ−1(A) = A seuraa, et-
tä µ(A) = 0 tai µ(A) = 1. Jos µ(τ−1(A)) = µ(A) niin sanotaan, että τ on mitan µ
säilyttävä.

Lemma 3.2. [11] Olkoon (X,µ) todennäköisyysavaruus ja τ : X → X mitan säilyt-
tävä ja ergodinen. Tällöin jos µ((τ−1(B)\B)∪(B\τ−1(B))) = 0, niin µ(B) ∈ {0, 1}.

Todistus. Merkitään selvyyden vuoksi A∆B = (A \B) ∪ (B \A). Kaikilla j ≥ 0 on
voimassa

τ−j(B)∆B ⊂
j−1⋃
i=0

τ−i−1(B)∆τ−i(B) =

j−1⋃
i=0

τ−i(τ−1(B)∆B).
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Koska τ on mitan säilyttävä, niin

µ(τ−j(B)∆B) ≤ jµ(τ−1(B)∆B) = 0.

Olkoon nyt B∞ =
⋂∞

j=0

⋃∞
i=j τ

−i(B). Huomataan, että

µ

(
B∆

∞⋃
i=j

τ−i(B)

)
≤

∞∑
i=j

µ(B∆τ−i(B)) = 0.

Koska
⋃∞

i=j τ
−i(B) ⊂

⋃∞
i=j+1 τ

−i(B), saadaan µ(B∆B∞) = 0. Lisäksi

τ−1(B∞) =
∞⋂
j=0

∞⋃
i=j

τ−i−1(B) =
∞⋂
j=0

∞⋃
i=j+1

τ−i(B) = B∞,

jolloin µ(B∞) ∈ {0, 1} ergodisuuden oletuksen nojalla. Lisäksi ehdosta µ(B∆B∞) =
0 seuraa, että µ(B) = µ(B∞).

Lemma 3.3. Olkoon (X,µ) todennäköisyysavaruus ja τ : X → X mitan säilyttävä
ergodinen surjektio. Olkoon A ⊂ X ja µ(A) > 0. Nyt µ (

⋃∞
i=0 τ

iA) = 1.

Todistus. Olkoon B =
⋃∞

i=0 τ
iA. Huomataan, että

B =
∞⋃
i=0

τ iA ⊆
∞⋃

i=−1

τ iA = τ−1B,

ja µ(τ−1B) = µ(B), joten µ(τ−1B∆B) = 0. Nyt lemman 3.2 mukaan µ(B) = 1,
koska sen mitta on positiivinen positiivismittaisten joukkojen unionina.

Lemma 3.4. Olkoon (X,µ) suljettu todennäköisyysavaruus jolla on numeroituva
avoin peite {Uj}∞j=1 ja olkoon τ mitan säilyttävä ja ergodinen. Tällöin melkein kai-
killa x ∈ X joukko {x, τ(x), τ 2(x)...} on tiheä joukossa X ja lisäksi {x, τ(x), τ 2(x)...}
jakautuu tasaisesti joukkoon X.

Todistus. Olkoon x ∈ X alkio, jonka generoima joukko {x, τx, τ 2x...} ei ole tiheä.
Tällöin on olemassa jokin Uj jolla

{τn(x) : n ∈ N} ∩ Uj = ∅,

joten

x ∈ Aj = X \
∞⋃
i=0

τ−i(Uj).

Koska τ−1(Aj) = τ−1(X \
⋃∞

i=0 τ
−i(Uj)) = X \ τ−1 (

⋃∞
i=0 τ

−i(Uj)) = X \⋃∞
i=−1 τ

−i(Uj), niin Aj ⊂ τ−1(Aj). Koska τ on mitan säilyttävä, µ(τ−1(A)∆A) = 0 ja
lemman 3.2 mukaan µ(Aj) ∈ {0, 1}. Lemman 3.3 perusteella µ (

⋃∞
i=0 τ

−i(Uj)) = 1,
joten täytyy olla µ(Aj) = 0. Nyt kaikki x ∈ X joiden generoima joukko ei ole tiheä
kuuluvat unioniin

⋃∞
j=1 Aj, ja tämän joukon mitta µ

(⋃∞
j=1 Aj

)
≤
∑∞

j=1 µ(Aj) = 0.
Täten melkein kaikilla x ∈ X generoituva joukko on tiheä avaruudessa X. Lisäksi
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kaikilla k on voimassa m({τ k(x) ∈ A}) = m({x ∈ τ−k(A)}) = m(A), joten kaikilla
x joilla generoituu tiheä osajoukko

n∑
k=1

#{τ k(x) ∈ A} → nm(A)

kun n kasvaa rajatta. Tässä # tarkoittaa joukon alkioiden määrää.

Lemma 3.5 (Birkhoffin ergodinen lause [9]). Olkoon X = (Ω, F, µ) todennäköisyy-
savaruus ja τ : X → X mitan säilyttävä ergodinen surjektio ja olkoon f : X → R
mitallinen funktio. Tällöin melkein kaikilla x ∈ X

1

n

n∑
i=1

f ◦ τ i(x) −→
∫
X

fdµ.

Esimerkki 3.6. Olkoon f = 1A jollekin A ⊂ X jolla on numeroituva avoin
peite. Nyt vasen puoli on 1

n

∑n
i=1 1A(τ

i(x)), eli toisin sanottuna kuinka mo-
ni pisteistä x, τ(x), τ 2(x), ..., τn(x) kuuluu joukkoon A jaettuna pisteiden luku-
määrällä. Koska τ on mitan säilyttävä ergodinen surjektio, lemman 3.4 mukaan
{x, τ(x), τ 2(x), ..., τn(x)} lähestyy melkein kaikilla x ∈ X tiheää osajoukkoa, jolloin
vasen puoli lähestyy joukon A mitan suhdetta koko joukon X mittaan, eli joukon A
todennäköisyysmittaa

∫
A
dµ.

Lause 3.7 (Kingmanin lause [10]). Olkoon (X,µ) todennäköisyysavaruus ja τ :
X → X mitan säilyttävä ergodinen surjektio. Olkoon {νn ∈ L1(µ) | 0 ≤ n < ∞}
joukko satunnaismuuttujia. Jos νn on subadditiivinen muunnoksen τ suhteen eli

νn+m(x) ≤ νn(x) + νm(τ
n(x)),

niin melkein kaikilla x ∈ X

lim
n→∞

νn(x)

n
= ν ≥ −∞.

Määritelmä 3.8. Olkoon τ : X → X ergodinen ja mitallinen surjektio. Olkoon
EL(X) = {f : X → X | d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y)} eli joukon X ei-laajentavien
muunnosten joukko. Olkoon ϕ : X → EL(X). Kosykli on funktio C : X × N →
EL(X), jolla C(x, 0) on identiteettifunktio kaikilla x ∈ X ja

C(x, n) = ϕ(x) ◦ ϕ(τ(x)) ◦ ... ◦ ϕ(τn−1(x))

kaikilla x ∈ X ja n ∈ N. Sanotaan lisäksi, että kosykli on mitallinen jos x →
C(x, n)(y) on mitallinen kaikilla y ∈ X. Sanotaan, että kosykli C(x, n) on integroi-
tuva jos ∫

X

d(y, ϕ(x)(y))dµ(y) <∞

kaikilla x ∈ X.
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3.2 Metriikkoja neuroverkkoavaruudelle

Olkoon X avaruuden RN positiivinen kartio eli X ⊂ RN , x(i) > 0 kaikilla x ∈ X ja
kaikilla 0 ≤ i < N . Määritellään

d(x, y) = log

(
max

(
max

i

x(i)

y(i)
,max

i

y(i)

x(i)

))
.

Selvästi d(x, y) = 0 jos ja vain jos x = y ja d(x, y) = d(y, x). Lisäksi

d(x, z) + d(z, y) = log

(
max

(
max

i

x(i)

z(i)
,max

i

z(i)

x(i)

))
+ log

(
max

(
max

i

z(i)

y(i)
,max

i

y(i)

z(i)

))
≥ log

(
max

(
max

i

x(i)

z(i)

z(i)

y(i)
,max

i

z(i)

x(i)

y(i)

z(i)

))
= d(x, y).

Täten d on metriikka ja kutsutaan sitä Thompsonin metriikaksi. Kuitenkin taso-
muunnoksien ei-lineaarisuudesta johtuen pisteiden kuvautumisen sijaan on joskus
helpompaa tutkia tasomuunnoksien vaikutusta etäisyysfunktioihin. Tarvitaan siis
metriikoiden avaruus. Olkoon d0(x, y) = ∥x− y∥ jonkin normin tuottama metriikka
ja olkoon M = {d | ∃ C ∈ R+ : 1

C
d(x, y) < d0(x, y) < Cd(x, y)} eli ne metrii-

kat d jotka ovat bi-Lipschitz-ekvivalentit alkuperäisen metriikan d0 kanssa. Olkoon
d1, d2 ∈M ja määritellään

D(d1, d2) = log
(
max

{
sup
x ̸=y

d2(x, y)

d1(x, y)
, sup
x ̸=y

d1(x, y)

d2(x, y)

})
.

Tämä muistuttaa suuresti yllä määriteltyä Thompsonin metriikkaa, ja kut-
sutaan tätä etäisyysfunktioiden Thompsonin metriikaksi. Selvästi D on sym-
metrinen metriikoiden d1, d2 suhteen, D(d1, d2) = 0 jos ja vain jos
max

{
supx ̸=y

d2(x,y)
d1(x,y)

, supx ̸=y
d1(x,y)
d2(x,y)

}
= 1 eli d2 = d1 ja kolmioepäyhtälö saadaan sa-

moin kuin yllä

D(d1, d3) +D(d3, d2) = log
(
max

{
sup
x ̸=y

d3(x, y)

d1(x, y)
, sup
x ̸=y

d1(x, y)

d3(x, y)

})
+ log

(
max

{
sup
x ̸=y

d2(x, y)

d3(x, y)
, sup
x ̸=y

d3(x, y)

d2(x, y)

})
≥ log

(
max

{
sup
x ̸=y

d3(x, y)

d1(x, y)
· sup
x̸=y

d2(x, y)

d3(x, y)
, sup
x ̸=y

d1(x, y)

d3(x, y)
· sup
x ̸=y

d3(x, y)

d2(x, y)

})
≥ log

(
max

{
sup
x ̸=y

d2(x, y)

d1(x, y)
, sup
x ̸=y

d1(x, y)

d2(x, y)

})
= D(d1, d2),

eli kolmioepäyhtälö on voimassa. D on siis metriikka ja (M,D) on nyt metrinen ava-
ruus. Tutkitaan nyt tasomuunnoksen T vaikutusta eli olkoon T ∗d(x, y) = d(Tx, Ty).
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Jos T on diffeomorfismi, niin erityisesti se on bijektio eli se vain "siirtää" alkupe-
räisen joukon pisteitä. Tällöin selvästi d(x, y) = d(Tx, Ty) koska supremumit eivät
muutu. Olkoon nyt T vain injektio. Tällöin selvästi TX ⊂ X eli

sup
x ̸=y

T ∗d2(x, y)

T ∗d1(x, y)
≤ sup

x ̸=y

d2(x, y)

d1(x, y)
,

joten T on ei-laajentava muunnos metriikassa D.

3.3 Metriset funktionaalit

Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoon x0 ∈ X, ja olkoon F (X,R) jatkuvien
funktioiden X → R avaruus pisteittäisen suppenemisen topologialla. Määritellään

Φ : X → F (X,R)

Φ(x) = hx(·) := d(·, x)− d(x0, x).

Jos Φ(x)(z) = d(z, x) − d(x0, x) = d(z, y) − d(x0, y) = Φ(y)(z) kaikilla z ∈ X, niin
erityisesti kun z = x saadaan kolmioepäyhtälöllä −d(x0, x) = d(z, x) − d(x0, x) =
d(z, y) − d(x0, y) ≥ d(z, y) − d(x, z) − d(x0, x), eli d(z, y) − d(x, y) = d(z, y) ≤ 0,
joten metriikan d ominaisuuksien perusteella Φ(x) = Φ(y) jos ja vain jos x = y.

lim
x→x1

hx(y) = lim
x→x1

(
d(y, x)− d(x0, x)

)
= d(y, x1)− d(x0, x1) = hx1(y)

kaikilla x1, y ∈ X, joten Φ on jatkuva injektio esimerkiksi sup-normissa. Lisäksi
kolmioepäyhtälöstä seuraa

hx(y) = d(y, x)− d(x0, x) ≤ d(x, x0) + d(y, x0)− d(x0, x) = d(x0, y)

ja
hx(y) = d(y, x)− d(x0, x) ≥ d(y, x)− d(x0, y)− d(x, y) = −d(x0, y).

Tästä seuraa Φ(X) ⊂×y∈X [−d(x0, y), d(x0, y)], joka on (valinta-aksioomaa käyt-
täen) Tihonovin lauseen perustella kompakti, koska jokainen tulon väli on kompak-
ti. Tulos pätee ilman valinta-aksioomaa, jos X on numeroituva. Tämän seurauksena
joukon Φ(X) rajapisteiden joukko Φ(X) = {limn→∞ hxn | xn suppenee} on kompak-
ti. Kutsutaan tätä avaruuden X metrisiksi funktionaaleiksi.

Lemma 3.9. [6] Olkoon τ : X → X ergodinen surjektio ja C : X × N → R
integroituva subadditiivinen kosykli muunnoksen τ suhteen eli C(x, n + m) ≤
C(x, n) + C(τnx,m) ja lisäksi

inf
n

1

n

∫
X

C(x, n)dµ = ν.

Silloin melkein kaikilla x ∈ X on olemassa ni ∈ N, ni →∞ ja δl > 0, δl → 0, joilla
kaikilla i ja kaikilla l ≤ ni on

−lδl ≤ C(x, ni)− C(τ lx, ni − l)− νl ≤ lδl.

8



Lause 3.10. [6] Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja C(x, n) joukko sen integroituvia
kosyklejä, jotka ovat ei-laajentavia metriikan d suhteen. Silloin melkein kaikilla x ∈
X on olemassa metrinen funktionaali h ∈ Φ(X) jolla kaikilla y ∈ X

lim
n→∞

− 1

n
h(C(x, n)(y)) = lim

n→∞

1

n
d(y, C(x, n)(y)).

Todistus. Olkoon τ ergodinen mitan säilyttävä surjektio, olkoon ϕ : X → EL(X) ja
olkoon C : X × N→ EL(X), C(x, n) = ϕ(x)ϕ(τx)...ϕ(τn−1x).

Olkoon a(x, n) = d(C(x, n)(x0), x0) missä x0 on metriset funktionaalit määrittä-
vä alkuperäinen piste. Koska kosyklit C(x, n) ovat ei-laajentavia metriikan d suhteen,
kolmioepäyhtälöstä saadaan

a(x, n+m) = d(C(x, n+m)(x0), x0)

= d(C(x, n)C(τnx,m)(x0), x0)

≤ d(C(x, n)(x0), x0) + d(C(x, n)C(τnx,m)(x0), C(x, n)(x0))

≤ d(C(x, n)(x0), x0) + d(C(τnx,m)(x0), x0)

= a(x, n) + a(τnx,m),

eli a(x, n) on subadditiivinen muunnoksen τ suhteen. Lisäksi

a(x, 1) = d(C(x, 1)(x0), x0) = d(ϕ(x)(x0), x0),

joten ∫
X

a(x, 1)dµ =

∫
X

d(ϕ(x)(x0), x0) <∞

kaikilla x ∈ X, koska C(x, n) on integroituva. Lisäksi saadaan

inf
n

1

n

∫
X

a(x, n)dµ = inf
n

1

n

∫
X

d(C(x, n)(x0), x0) = ν ≥ 0.

Kingmanin lauseen mukaan melkein kaikilla x ∈ X limn→∞
a(x,n)

n
= ν. Tällöin lem-

man 3.9 mukaan melkein kaikilla x ∈ X on jonot ni →∞ ja δl → 0 joilla kaikilla i
ja kaikilla l ≤ ni on

a(x, ni)− a(τ lx, ni − l) = d(C(x, ni)(x0), x0)− d(C(τ lx, ni − l)(x0), x0) ≥ (ν − δl)l.

Merkitään xn = C(x, n)(x0) ja olkoon hn se metrinen funktionaali, joka vastaa
pistettä xn. Silloin saadaan

hni
(xl) = d(xni

, xl)− d(xni
, x0)

= d(C(x, ni)(x0), C(x, l)(x0))− d(C(x, ni)(x0), x0)

≤ d(C(τ lx, ni − l)(x0), x0)− d(C(x, ni)(x0), x0)

≤ −(ν − δl)l.

Tämä epäyhtälö pätee kaikilla ni ja l ≤ ni, joten se pätee myös, kun ni kasvaa
rajatta. Olettaen, että X on separoituva, eli että joukolla X numeroituva tiheä os-
ajoukko Y , voidaan valita osajono (n′

i), jolla kaikilla y ∈ Y hn′
i
(y) suppenee. Koska

9



kaikki hni
∈ Φ(X) ovat jatkuvia, numeroituvassa tiheässä osajoukossa suppenemi-

nen tarkoittaa myös suppenemista koko joukossa X. Vaikka X ei olisi separoituva,
Φ(X) on silti kompakti. Joukot Yi = {h ∈ Φ(X) : ∀l ≤ ni, h(xl) ≤ −(A− δl)l} ovat
epätyhjiä, koska hni

on joukon Yi jäsen ja
⋂n

i=1 Yi on laskeva jono ja kompaktiudes-
ta seuraa että

⋂∞
i=1 Yi on epätyhjä. Mikä tahansa tämän joukon alkio h toteuttaa

yhtälön h(xl) ≤ −(A− δl)l. Kaikilla l on voimassa

h(xl) = lim
n′
i→∞

hn′
i
(xl) ≤ −(ν − δl)l.

Lisäksi h(xl) ≥ −d(x0, xl) = −d(C(x, l)(x0), x0) metristen funktionaalien määritte-
lyn perusteella ja Kingmanin lauseen mukaan d(C(x,l)(x0),x0)

l
→ ν, joten

lim
n→∞

− 1

n
h(C(x, n)(x0)) = ν.

Koska C(x, n) on ei-laajentava metriikan d suhteen, kolmioepäyhtälöstä saadaan
kaikilla x1 ∈ X

lim
n→∞

1

n
d(x1, C(x, n)(x1)) ≤ lim

n→∞

1

n
(d(x1, x0) + d(x0, C(x, n)(x0))

+ d(C(x, n)(x0), C(x, n)(x1)))

= lim
n→∞

1

n
d(x0, C(x, n)(x0)),

ja sama alaraja pätee metristen funktionaalien määrittelyn perusteella, joten ylläole-
vassa raja-arvossa x0 voidaan korvata millä tahansa muulla avaruuden X pisteellä.

Lemma 3.11 perustuu lähteeseen [3].

Lemma 3.11. Olkoon ∥ · ∥a avaruuden RN normi, joka on yksikköpallon reunan
jossain avoimessa ympäristössä funktiona C2 eli kaikki ensimmäisen ja toisen asteen
osittaisderivaatat ovat olemassa ja jatkuvia. Merkitään normin gradienttia pisteessä

w merkinnällä ∇∥ · ∥a
∣∣∣∣
w

. Olkoon

hyn(x) = ∥yn − x∥a − ∥yn∥a

missä ∥yn∥a → ∞ kun n kasvaa rajatta. Tällöin on osajono pisteitä yn ja yksikkö-
pallon vektori w jolla

lim
n→∞

hyn(x) = −x ·
(
∇∥ · ∥a

∣∣∣∣
w

)
.

Todistus. Yksinkertaisuuden vuoksi ei merkitä osajonoja erikseen. Huomataan en-
sin, että yn

∥yn∥a on yksikköpallon vektori. Merkitään wn = yn
∥yn∥a ja tällöin on olemassa

osajono jolla limn→∞ wn = w. Lisäksi selvästi ∥w∥a = 1. Korvaten yn funktion hyn

määritelmässä saadaan

hyn(x) = ∥yn∥a
(∣∣∣∣∣∣∣∣wn −

x

∥yn∥a

∣∣∣∣∣∣∣∣
a

− ∥wn∥a
)
.
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Oletetaan, että n on niin suuri, että ∥w − wn∥a ≤ ε ja normin Taylorin sarjasta
saadaan

∥z∥a ≤ ∥wn∥+ (z − wn) · ∇∥ · ∥a
∣∣∣∣
wn

+ sup
|∥w′∥a−1|<ε

∣∣∣∣∇2∥ · ∥a
∣∣∣∣
w′

∣∣∣∣ ∥z − wn∥22

ja

∥z∥a ≥ ∥wn∥+ (z − wn) · ∇∥ · ∥a
∣∣∣∣
wn

− sup
|∥w′∥a−1|<ε

∣∣∣∣∇2∥ · ∥a
∣∣∣∣
w′

∣∣∣∣ ∥z − wn∥22,

kun z on lähellä pistettä wn. Koska normi on C2, niin termi

sup
|∥w′∥a−1<ε

∣∣∣∣∇2∥ · ∥a
∣∣∣∣
w′

∣∣∣∣ ≤ C

jollain C ∈ R. Uudelleennimetään siten, että ∥yn∥a = bn. Nyt

hyn(x) = bn

(∣∣∣∣∣∣∣∣wn −
x

bn

∣∣∣∣∣∣∣∣
a

− ∥wn∥a
)

≤ bn

(
− x

bn

)
· ∇∥ · ∥a

∣∣∣∣
wn

+ Cbn

∣∣∣∣∣∣∣∣ xbn
∣∣∣∣∣∣∣∣2
2

= −x ·
(
∇∥ · ∥a

∣∣∣∣
wn

)
+ Cbn

∣∣∣∣∣∣∣∣ xbn
∣∣∣∣∣∣∣∣2
2

,

ja koska ∥ x
bn
∥22 = ( 1

bn
)2∥x∥22, jälkimmäinen termi suppenee nollaan. Samoin saadaan

alaraja, jolloin lopulta saadaan normin gradientin jatkuvuudesta

lim
n→∞

hyn(x) = −x ·
(
∇∥ · ∥a

∣∣∣∣
w

)
.

3.4 Neuroverkko ei-negatiivisessa kartiossa

Olkoon X ⊂ RN , missä kaikilla x ∈ X, x(i) ≥ 0 eli jokainen koordinaat-
ti on ei-negatiivinen. Tällöin esimerkiksi ReLU-aktivaatiolla tasomuunnokset ovat
T : X → X. Yleisemmin jos W ja b ovat jokaiselta arvoltaan ei-negatiivisia ja akti-
vaatiofunktio on nouseva ja σ(λx) ≤ λσ(x) kaikilla λ > 0 ja x ≥ 0, niin silloin myös
T : X → X.

Määritelmä 3.12. Merkitään x ≤N y kun x(i) ≤ y(i) kaikilla 0 ≤ i < N . Muunnos
T : X → X on järjestyksen säilyttävä, jos aina, kun x ≤N y, niin T (x) ≤N T (y).

Esimerkiksi kun x ≤N y, matriisit W ja vektorit b ovat ei-negatiivisia ja aktivaa-
tiofunktio on kasvava, saadaan Tx ≤N Ty.

Määritelmä 3.13. Muunnos T : X → X on subhomogeeninen jos λT (x) ≤ T (λx)
kaikilla x ∈ X ja kaikilla 0 < λ ≤ 1.

Lause 3.14 perustuu lähteeseen [3]. Lauseen todistukseen on lisätty selvennys
siitä, miten järjestyksen säilyvyys ja homogeenisuus johtaa siihen, että T on ei-
laajentava.
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Lause 3.14. Olkoon X ⊂ RN ei-negatiivinen kartio. Olkoon Ti : X → X joukko ta-
somuunnoksia jotka ovat kaikki järjestyksen säilyttäviä ja subhomogeenisia. Olkoon
x0 ∈ X ja merkitään

xn = T1T2...Tnx0.

Tällöin
lim
n→∞

sup
i
|xn(i)|

1
n = eλ

ja on jokin koordinaatti i0 jolla

lim
n→∞

|xn(i0)|
1
n = eλ.

Todistus. Merkitään M(x, y) = inf{a > 0 : y ≤N ax}. Valitaan nyt λ−1 =
max(M(x, y),M(y, x)), jolloin x ≤N λ−1y ja y ≤N λ−1x. Nyt koska x ≤N λ−1y ≤N

λ−2x, joten λ−1 ≥ 1. Koska Ti on subhomogeeninen ja järjestyksen säilyttävä, saa-
daan λT (y) ≤N T (λy) ≤N T (x) ja samoin λT (x) ≤N T (λx) ≤N T (y). Nyt

max(M(T (x), T (y)),M(T (y), T (x))) ≤ λ−1.

Lisäksi M(x, y) = maxk
y(k)
x(k)

, joten d(Tx, Ty) ≤ log(λ−1) = d(x, y) kaikilla muun-
noksilla T. Nyt Lauseen 3.10 mukaan

lim
n→∞

1

n
d(x0, xn) = ν.

Lisäksi d(x, y) = log(max(supi
x(i)
y(i)

, supi
y(i)
x(i)

)),

eν = lim
n→∞

e
1
n
d(x0,xn) = lim

n→∞
max

(
sup
i

xn(i)

x0(i)
, sup

i

x0(i)

xn(i)

) 1
n

= lim
n→∞

sup
i

xn(i)
1
n

x0(i)
1
n

= lim
n→∞

sup
i

xn(i)
1
n .

Lisäksi koska i voi saada vain äärellisen määrän arvoja, voidaan määritellä in ehdolla
xn(in) = supi xn(i). Nyt saadaan jonon in suppeneva osajono jolla on rajana i0.
Kaikki koordinaatit ovat ei-negatiivisia joten saadaan

lim
n→∞

|xn(i0)|
1
n = eν .

Ei-negatiivisessa kartiossa tasojen määrän kasvaessa rajatta suurin aktivaatio
kasvaa eksponentiaalisen nopeasti ja on jokin tietty suunta, joka kasvaa nopeimmin.

3.5 Neuroverkko yksikkökuutiossa

Ei-negatiivista kartiota mielenkiintoisempi tapaus on neuroverkko, jonka tasomuun-
nokset säilyttävät aktivaatiot yksikköpallossa. Tässä tapauksessa tarvitaan lisäksi
vain "sileää" monotonista normia eli normia joka on yksikköpallon reunan lähel-
lä C2. Lisäksi tarvitaan aktivointifunktio, joka on ei-laajentava. Muutetaan tässä
tasomuunnokset muotoon T (x) = W Tσ(Wx+ b). Tämä muoto on yleinen jäännös-
verkoissa. Lause 3.15 perustuu lähteeseen [3]. Lauseen alkuperäisestä todistuksessa
ei käsitelty tapausta, jossa h ei ole rajafunktio.
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Lause 3.15. Olkoon X = RN ja olkoon ∥ · ∥N C2-normi, jolla ehdosta |x(i)| ≤
|y(i)| kaikilla 0 ≤ i < N seuraa ∥x∥N ≤ ∥y∥N . Oletetaan myös, että tällä normilla
varustettuna avaruuden yksikköpallo on aidosti konveksi. Olkoon Tn kiinnitetty jono
tasomuunnoksia muotoa T (x) = W Tσ(Wx + b) missä ∥W∥N = supx∈X

∥Wx∥N
∥x∥N

≤ 1,
b ∈ X ja σ on ei-laajentava. Nyt melkein kaikilla x0 ∈ X on olemassa vektori v jolla

lim
n→∞

1

n
T1T2...Tnx0 = v.

Todistus. Yksinkertaisuuden vuoksi olkoon metristen funktionaalien alkuperäinen
piste vektoriavaruuden X nollavektori. Huomataan, että jos ∥T1T2...Tnx0∥N on ra-
joitettu, niin lause pitää triviaalisti paikkansa. Huomataan, että

∥Tix− Tiy∥N = ∥W T
i σ(Wix+ b)−W T

i σ(Wiy + b)∥N
≤ ∥Wi∥N∥σ(Wi(x) + b)− σ(Wi(y)− b)∥N
≤ ∥Wi(x)−Wi(y)∥N ≤ ∥x− y∥N

kaikilla i oletuksien nojalla. Tämän seurauksena myös kahden pisteen välinen etäi-
syys ei kasva rajatta muunnoksien Ti seurauksena. Tällöin kahdesta eri pisteestä x0

ja x′
0 alkavat jonot eroavat vain äärellisesti, ja tämä ero häviää termin 1

n
seurauk-

sena, joten v ei riipu alkupisteestä x0. Olkoon yn = T1T2...Tnx0. Nyt lauseen 3.10
mukaan jollain h ∈ Φ(X)

lim
n→∞

1

n
∥yn − x0∥N = lim

n→∞
− 1

n
h(yn) = ν.

Jos h ∈ Φ(X), silloin h(yn) = hx(yn) = ∥yn − x∥N − ∥x∥N jollain x ∈ X. Nyt

lim
n→∞

− 1

n
h(yn) = lim

n→∞
− 1

n
(∥yn − x∥N − ∥x∥N) = lim

n→∞

1

n
∥yn − x0∥N .

Selvästi limn→∞
1
n
∥x∥N = 0 ja normit ovat ei-negatiivisia, joten ainoa mahdollinen

yhteinen raja-arvo on 0 eli limn→∞
1
n
∥yn − x∥N = 0 = ν. Oletetaan nyt, että h on

rajafunktio eli h ∈ Φ(X) \ Φ(X). Valitaan pisteet z′k siten, että h = limk→∞ hz′k
ja uudelleennimeämällä saadaan tällöin myös lauseen 3.11 mukaan osajono zk jolla
h = limk→∞ hzk ja on olemassa yksikköpallon vektori w jolla

lim
k→∞

hzk(x) = −x ·
(
∇∥ · ∥N

∣∣∣∣
w

)
.

Nyt saadaan mahdollisesti uudelleennimeämällä vektoreita zk

lim
n→∞

1

n
∥yn∥N = lim

n→∞

1

n
lim
k→∞

hzk(yn) = lim
n→∞

1

n
yn ·

(
∇∥ · ∥N

∣∣∣∣
w

)
= ν.

Koska ν ∈ R ja normin gradientti on rajoitettu yksikköpallossa, 1
n
yn suppenee jo-

honkin vektoriin v jolla v ·
(
∇∥ · ∥N

∣∣∣∣
w

)
= ν.
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3.6 Cut-off -ilmiö

Markovin ketjujen teoriasta löytyy myös työkaluja neuroverkkojen tutkimiseen. Mar-
kovin ketjuksi sanotaan jonoja satunnaismuuttujia, joista seuraavan muuttujan va-
linta ei riipu muista satunnaismuuttujista kuin juuri edeltävästä. Tutkitaan nyt yk-
sinkertaisia neuroverkkoja muotoa

Xi+1 = σ (Wi ·Xi) ,

missä Wi on valittu toisistaan riippumattomasti jostain jakaumasta ja X0 on kiin-
nitetty aloituspiste. Tällaista neuroverkkoa voidaan pitää Markovin ketjuna, koska
todennäköisyys, että päädytään pisteeseen Xi+1 pisteestä Xi on sama kuin toden-
näköisyys, että Wi on sopiva ja tämä ei riipu aiemmista tasoista. Olkoon Mn(x, t, ·)
jono Markovin ketjujen todennäköisyysjakaumia, missä ketjut on aloitettu pisteestä
x ja muuttuja on ketjun n jakauma ajanhetkellä t. Olkoon näillä ketjuilla muuttu-
maton jakauma πn. Määritellään

dn(t) = max
x
∥Mn(x, t, ·)− πn∥L1 .

Nyt jos wn = o(tn),
lim
α→∞

lim inf
n→∞

dn(tn − αwn) = 1

ja
lim
α→∞

lim sup
n→∞

dn(tn + αwn) = 0,

sanotaan että Markovin ketjuilla on cut-off kohdassa tn ikkunalla wn.
Intuitiivisesti siis dn on suuri juuri ennen kohtaa tn ja pieni juuri
sen jälkeen suurilla n arvoilla, eli dn alkaa muistuttamaan askelfunktiota.

Cut-off on "suuriulotteinen" ominaisuus, se ilmenee esimerkiksi kun Markovin ketjut
määritellään n-ulotteisiin hyperkuutioihin.
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3.7 Pieni tutkimus Cut-offista

Valitaan Wi ∈ RN×N siten, että jokainen matriisin Wi alkio on tasaisesta jakaumasta
U(− 1√

N
, 1√

N
). Olkoon X0 jokin N -ulotteisen yksikkökuution vektori ja määritellään

Xk+1 = σ(Wk · Xk), missä σ : R → [−1, 1]. Jaetaan väli [−1, 1] 1001 osaan ja ol-
koon Dk ∈ R1001 sellainen, että sen koordinaatti i kuvaa välin [ 2i

1001
− 1, 2i+2

1001
− 1)

pisteiden esiintymiskertoja vektorissa Xk jaettuna arvolla N . Tällöin selvästi Dk on
Markovin ketju, koska se on todennäköisyysjakauma joka ei riipu edeltävää aiemmis-
ta jakaumista. Välin jako 1001 osaan on mielivaltainen, mutta tarpeeksi iso tarkkuus
ja tällöin 0 on "keskimmäisessä" välissä, jolloin voidaan olettaa, että rajalla kaikki
arvot ovat tällä välillä.

function CutOffTest(N,t)
for i = 0 to 1000 do

X ← U(−1, 1)N
for j = 0 to t do

W ← U(− 1√
N
, 1√

N
)N×N

X ← tanh(W ·XT )
for k = 1 to 1001 do

D(k)← Length(X(X ≥ 2t−2
1001
− 1, X < 2t

1001
− 1))

end for
D ← D

N

D(501)← 1−D(501)
A(i)← A(i) + max(D)

end for
end for
A = A

1000
return A

end function

Selvästi cut-off-ilmiö näkyy, ja huomataan, että cut-off-aika ei juurikaan muutu 25
ja 500 muuttujan välillä.

3.8 Neuroverkon koon valinta

Neuroverkon ulottuvuudet, syvyys ja leveys, sekä alustuspainot ovat neuroverkon
kannalta selvästi merkityksellisiä asioita. Äärettömässä syvyydessä ei tapahdu eri-
tyisen monimutkaisia asioita, ja laskenta on erittäin raskasta suurilla tasomäärillä.
Pienemmillä tasomäärillä laskenta on helpompaa, joskin muuttujia on silti paljon.
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Kannattaako tasomäärä valita alle cut-off-pisteen vai sen ylitse? Cut-off-pistettään
pidempien neuroverkkojen aktivaatiot ovat pieniä, jolloin kaikki "arvaukset" ovat
huonoja neuroverkon opettamisen kannalta. Lyhyemmät neuroverkot ovat satunnai-
sempia, ja aktivaatiot voivat olla mitä vain, mutta toisaalta liian lyhyen neuroverkon
toiminta voi olla liian yksinkertaista kouluttaa tarkaksi.

4 Rajoitetun variaation funktiot
Tässä osassa tutkitaan, miten hyvin neuroverkoilla voidaan esittää yksikköympy-
rällä määritettyjä rajoitetun variaation funktioita. Rajoitetun variaation funktiot
ovat tietyllä tapaa siistejä funktioita, sillä yksiulotteisessa tapauksessa niillä voi ol-
la vain numeroituva määrä epäjatkuvuuskohtia. Lisäksi rajoitetun variaation funk-
tion ensimmäiset derivaatat ovat olemassa melkein kaikkialla. Rajoitetun variaation
funktiot ovat luonnollinen tapa rajoittaa esimerkiksi optimointitehtäviä "siistim-
pien" funktioiden joukkoon. Tässä osiossa merkitään merkinnällä S1 kaksiulotteista
yksikköympyrää.

Määritelmä 4.1. Kaikilla (x, y) ∈ S1 on olemassa sellainen α ∈ [0, 2π) jolla (x, y) =
(cos(α), sin(α)). Tällöin on luonnollista tutkia funktion f periodista laajennosta
f ∗(α) = f(cos(α), sin(α)), jolla kaikilla k ∈ Z f ∗(α + 2kπ) = f ∗(α). Olkoon nyt
mitallisen funktion f : S1 → R variaatio

V[0,2π)(f
∗) =

1

2π
sup

{∫ 2π

0

f ∗(α)ϕ′(α)dα, ϕ ∈ C1
per(R,R), ∥ϕ∥L∞(R) ≤ 1

}
.

Tässä merkintä C1
per(R,R) tarkoittaa sitä, että ϕ on periodinen jatkuvasti derivoi-

tuva funktio R → R. Erityisesti ϕ(0) = ϕ(2π). Funktio f on rajoitetun variaation
funktio yksikköympyrällä, jos se on mitallinen ja sen variaatio on rajoitettu. Toinen
tapa kirjoittaa variaatio on

sup

{
n−1∑
i=1

|f ∗(αi+1)− f ∗(αi)| : n ≥ 2, 0 = α1 < ... < αn = 2π

}
<∞.

Lemma 4.2. Olkoon f derivoituva funktio yksikköympyrällä. Tällöin kaikilla ϕ ∈
C1

per(R,R) on voimassa∫ 2π

0

f ∗(α)ϕ′(α)dα = −
∫ 2π

0

ϕ(α)(f ∗)′(α)dα.

Todistus. Osittaisintegroinnilla saadaan∫ 2π

0

f ∗(α)ϕ′(α)dα = f ∗(2π)ϕ(2π)− f ∗(0)ϕ(0)−
∫ 2π

0

ϕ(α)(f ∗)′(α)dα,

ja funktioiden ϕ ja f ∗ määritelmän perusteella ϕ(0) = ϕ(2π) ja f ∗(0) = f ∗(2π).

Määritelmä 4.3. Olkoon rajoitetun variaation funktion BV-normi

∥y∥BV = ∥y∥∞ + V[0,2π)(y
∗).
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Selvästi ∥y∥BV ≥ 0, ja 0 jos ja vain jos y = 0 melkein kaikkialla, kolmioepäyhtälö
ja homogeenisuus pätevät integraalin, supremumin ja normin ∥ · ∥∞ ominaisuuksien
perusteella.

Lemma 4.4. Olkoon y rajoitetun variaation funktio yksikköympyrällä. Tällöin se
on L2 integroituva, joten se voidaan kirjoittaa Fourierin sarjana

y∗(θ) =
∞∑
k=0

ak sin(kθ) + bk cos(kθ).

missä |ak|, |bk| ≤ 2∥y∥BV

k
.

Todistus. Huomataan, että

|y∗(θ)| ≤ |y∗(0)|+ |y∗(θ)− y∗(0)| ≤ |y∗(0)|+ V[0,2π)(y
∗),

joten y∗ on rajoitettu, ja koska väli on rajoitettu, y∗ on L2-integroituva. Carlesonin
teoreeman [4] perusteella se voidaan siis kirjoittaa Fourierin sarjana. Valitaan ϕ(θ) =
− cos(kθ), jolloin ϕ′(θ) = k sin(kθ). Nyt saadaan

∥y∥BV ≥
k

2π

∫ 2π

0

y∗(θ) sin(kθ)dθ ≥ kak
2π

∫ 2π

0

sin2(kθ)dθ ≥ kak
2

.

Valitsemalla ϕ(θ) = cos(kθ) saadaan samalla arviolla −kak
2
≤ ∥y∥BV , ja valitsemalla

ϕ(θ) = ± sin(kθ) saadaan samat rajat jonolle bk. Täten saadaan

|ak|, |bk| ≤ 2
∥y∥BV

k
.

4.1 Optimointitehtävä

Olkoon y : S1 → R rajoitetun variaation funktio ja olkoon a = (a1, ..., am), ai ∈
{−1, 1} ennalta määrätyt ja W = (w1, ..., wm), wi ∈ R2. Merkitään

fW,a(x) =
1√
m

m∑
i=1

aiσ(wi · x),

missä σ(x) = max{0, x}. Kutsutaan funktioiden fW,a joukkoa nimellä Hma. Olkoon

Φ(W ) =

∫
S1

|fW,a(x)− y(x)|2dµ = ∥fW,a − y∥2L2(µ).

Nyt optimointitehtävänä on
inf
W

Φ(W ).

Esimerkki 4.5. Valitaan a1 = −a2 = 1 ja olkoon y(x1, x2) = 1{x2≥0}x1. Huoma-
taan, että y ei ole jatkuva, mutta on rajoitetun variaation funktio. Koska kaikki
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joukon Hma funktiot ovat Lipschitz-jatkuvia, on selvästi Φ(W ) > 0 kaikilla W ∈ R4.
Kuitenkin jos valitaan w1 =

√
2
h
(0, 1) +

√
2(1, 0) ja w2 =

√
2
h
(0, 1), saadaan

fWh
=

1√
2

(
σ
(√2

h
x2 + x1

)
− σ

(√2
h

x2

))
=

σ(x2 + hx1)− σ(x2)

h
→ σ′(x2)x1 = 1{x2≥0}x1,

kun h → 0. Koska |fWh
| ≤ 3, saadaan dominoidun konvergenssin seurauksena

infW Φ(W ) = 0.

Näin määriteltynä optimointitehtävällä ei siis välttämättä ole ratkaisua. Tämä
ongelma johtuu siitä, ettemme rajoita painojen W komponentteja äärellisiksi. Va-
litaan R > 0 joka on tarpeeksi suuri ja merkitään ΦR(W ) = max{Φ(W ), 4(|W |2 −
R2)}, jolloin saadaan optimointitehtävä

inf
W

ΦR(W ).

Merkitään lisäksi |W | = (
∑m

k=1 ∥wk∥22)
1
2 . Jos |WR| > R + ∥y∥L2(µ) niin 4(|WR|2 −

R2) > 2∥y∥L2(µ) + ∥y∥2L2(µ) > Φ(W ), joten esimerkiksi W = 0 antaisi paremman
arvion. Nyt siis jos WR on minimoija, niin selvästi |WR| ≤ R + ∥y∥L2(µ).

4.2 Merkintöjä

Määritellään yksikköympyrällä S1 jatkuvasti derivoituvien funktioiden C1 normi
∥f∥C1 = ∥f∥∞+∥f ′∥∞, missä ∥f∥∞ = ess supx∈S1 |f(x)|. Lisäksi muistetaan ∥f∥22 =
1
2π

∫
S1 f

2dµ. Olkoon Hma joukko funktioita muotoa

fW,a(x) =
1√
m

m∑
i=0

aiσ(wi · x),

missä a = (a1, ..., am), ai = ±1, wi ∈ R2 ja x ∈ S1. Merkitään |W | = (
∑m

k=1 ∥wk∥22)
1
2 ,

I+ = {i : ai = 1} ja I− = {i : ai = −1} sekä m = min(|I+|, |I−|). Huomataan, että
voidaan mahdollisesti merkkiä vaihtamalla olettaa, että m = |I−| ≤ |I+|. Lisäksi
järjestellään a uudelleen siten että a = (1,−1, 1,−1, ..., 1, 1, 1) eli ensimmäiset 2m
vuorottelevat ja lopussa on vain mahdolliset jäljelle jäävät arvot 1. Merkitään vielä
fas = f(x)−f(−x)

2
ja fs = f(x)+f(−x)

2
, kun x = (x1, x2). Tässä fas on funktion f an-

tisymmetrinen osa ja fs vastaavasti symmetrinen osa. Lisäksi määritellään joukko
funktioita Lal = {f ∈ L2 : fas on lineaarinen}. Lisäksi LC

al on selvästi joukko funk-
toita, joilla fas ̸= 0. Lal on hyvä joukko funktioita, koska Hma ⊂ Lal, sillä wi · x on
lineaarinen ja σ(t) = |t|+t

2
∈ Lal.

4.3 Log-Sobolev-epäyhtälö

Optimointitehtävän optimin tutkimiseen tarvitaan dimensiosta 2m riippumaton ar-
viointimenetelmä, sillä halutaan neuroverkon tasojen lukumäärän olevan rajoitta-
maton.
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Määritelmä 4.6. Olkoon dµ todennäköisyysmitta avaruudessa RN . Sanotaan, et-
tä µ toteuttaa Log-Sobolev-epäyhtälön vakiolla CL jos kaikilla Lipschitz-jatkuvilla
funktioilla u joilla

∫
u2dµ = 1 on voimassa∫

u2 log(u2)dµ ≤ 2CL

∫
|∇u|2dµ.

Lisäksi sanotaan, että µ toteuttaa Poincarén epäyhtälön vakiolla CP jos kaikilla
Lipschitz-jatkuvilla funktioilla joilla

∫
udµ = 0 on voimassa∫

u2dµ ≤ CP

∫
|∇u|2dµ.

Lemma 4.7. Gaussin mitta dµΛ = cn,Λe
−Λ∥x∥2

2 dx, missä cn,Λ missä cn,Λ normalisoi
koko avaruuden mitaksi 1, toteuttaa Log-Sobolev-epäyhtälön vakiolla CL = 1

Λ
[7]

Lemma 4.8 (Holley-Stroockin perturbaatiolemma[8]). Jos dµ toteuttaa Log-
Sobolev-epäyhtälön vakiolla CL, niin mitta C−1eg(x)dµ(x) toteuttaa Log-Sobolev-
epäyhtälön vakiolla CLe

osc(g). Tässä osc(g) = supx∈X g(x)− infx∈X g(x).

Lemma 4.9 (Aidan perturbaatiolemma.[1]). Oletetaan, että µ toteuttaa Log-
Sobolev-epäyhtälön vakiolla CL. Oletetaan lisäksi, että funktiolla g ja vakiolla
β ∈ (0, 1

4
] on voimassa ∫

e2CL(1+β)|∇g|2dµ ≤ 1 +
β

2
,∫

egdµ ≥ 1− β

2

ja ∫
e2gdµ = 1.

Silloin mitalla e2g(x)dµ(x) on voimassa Poincarén epäyhtälö vakiolla

64cL(1 + β)(1− β
2
)

β2
.

Lemmat 4.10 ja 4.11 perustuvat lähteeseen [2].

Lemma 4.10. Olkoon y : S1 → R rajoitetun variaation funktio ja olkoon r ∈ N.
On olemassa yr ∈ C∞(S1) jolla ∥yr∥∞ ≤ ∥y∥∞, ∥yr∥C1 ≤ 5r∥y∥BV ja

∥y − yr∥22 ≤ 16∥y∥2BV

1

r
.

Todistus. Olkoon u lämpöyhtälön ∂tu = ∆u ratkaisu alkupisteellä u(θ, 0) = y∗(θ).
Merkitään vielä yr(θ) = u(θ, r−2). Maksimiominaisuuden mukaan lämpöyhtälön rat-
kaiseva funktio saa maksiminsa kun t = 0 tai kun θ = 0, ja jos u(0, t) ei ole vähenevä,
niin u(θ0, t) > u(0, t) jollain θ0 ̸= 0, eli maksimia ei saavuteta, kun t > 0. Joten siis
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maksimi on joko u(0, 0) tai u(θ, 0), joten saadaan ∥yr∥∞ ≤ ∥y∥∞. Kirjoitetaan y
Fourierin sarjan avulla

y∗(θ) =
∞∑
k=0

ak sin(kθ) + bk cos(θ)

ja myös funktiolle u

u(θ, t) =
∞∑
k=0

ak sin(kθ)e
−k2t + bk cos(kθ)e

−k2t.

Saadaan derivoimalla ja lemman 4.4 avulla∣∣∣∣ ∂∂θu(θ, t)
∣∣∣∣ ≤ ∞∑

k=1

(|ak|k + |bk|k)e−k2t

≤ 4∥y∥BV

∞∑
k=1

e−k2t

≤ 4∥y∥BV

∫ ∞

0

e−x2tdx =
2
√
π√
t
∥y∥BV .

Täten kaikilla r ≥ 1 |y′r(θ)| = | ∂∂θu(θ, r
−2)| ≤ 4r∥y∥BV ja selvästi ∥y∥C1 = ∥yr∥∞ +

∥y′r∥∞ ≤ 5r∥y∥BV . Arvioidaan lisäksi ∥y − u(·, t)∥22 Fourierin sarjan avulla

1

2π

∫ 2π

0

|y∗(θ)− u(θ, t)|2dθ ≤
∞∑
k=0

∣∣∣ak (1− e−k2t
)∣∣∣2 + ∣∣∣bk (1− e−k2t

)∣∣∣2
≤

r∑
k=1

(∣∣∣ak (1− e−k2t
)∣∣∣2 + ∣∣∣bk (1− e−k2t

)∣∣∣2)
+

∞∑
k=r+1

(a2k + b2k).

Arvioidaan jälkimmäistä termiä lemman 4.4 avulla
∞∑

k=r+1

(a2k + b2k) ≤ 8∥y∥2BV

∞∑
k=r+1

1

k2
≤ 8∥y∥2BV r

−1.

Arvioidaan myös lemmaa 4.2 käyttäen ensimmäistä termiä ja sitä, että 1−e−k2t ≤ k2t

r∑
k=1

(∣∣∣ak (1− e−k2t
)∣∣∣2 + ∣∣∣bk (1− e−k2t

)∣∣∣2)
≤

r∑
k=1

|tk2ak|2 + |tk2bk|2

≤ 8∥y∥2BV t
2

r∑
k=1

k2 = 8∥y∥2BV t
2 r(r + 1)(2r + 1)

6

≤ 8∥y∥2BV t
2r3.
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Nyt sijoittamalla t = r−2 ylläoleviin epäyhtälöihin saadaan

∥y − u(·, r−2)∥22 ≤
16∥y∥BV 2

r
.

Lemma 4.11. Olkoon y rajoitetun variaation funktio yksikköympyrällä ja kirjoite-
taan y = y1 + y2 missä y1 ∈ Lal ja y2 ∈ LC

al. Silloin ∥y1∥BV ≤ 4∥y∥BV .

Todistus. Funktio y1 voidaan kirjoittaa muodossa ys(x)+ l(x), missä ys on funktion
y symmetrinen osa ja l on lineaarinen. Symmetrinen osa voidaan kirjoittaa muo-
dossa ys =

y(x)−y(−x)
2

joten ∥ys∥BV ≤ ∥y∥BV . Funktion osien määrittelyn perusteella∫
S1 ys(x)l(x)dx = 0 ja samoin

∫
S1 y2(x)l(x)dx = 0, joten

1

2π

∫
S1

y(x)
l(x)

∥l∥∞
dx =

∥l∥∞
2π

∫
S1

(
l(x)

∥l∥∞

)2

dx.

Koska l(x) on lineaarinen, se on muotoa l(x) = ax1 + bx2, ja ∥l∥2∞ = a2 + b2. Nyt
saadaan∫

S1

(
l(x)

∥l∥∞

)2

dx = ∥l∥−2
∞

∫ 2π

0

(a cos(α) + b sin(α))2dα =
π(a2 + b2)

∥l∥2∞
= π.

Täten
1

2π

∫
S1

y(x)
l(x)

∥l∥∞
dx =

∥l∥∞
2

.

Cauchy-Schwarzin epäyhtälöllä saadaan

∥l∥∞ =
2

2π

∫
S1

y(x)
l(x)

∥l∥∞
≤
√
2∥y∥2,

joten
∥y1∥BV ≤ ∥ys∥BV + ∥l∥BV = ∥y∥BV + V[0,2π)(l

∗) +
√
2∥y∥2.

Koska ∥y∥22 =
∫
S1 y

2dµ ≤
∫
S1 ∥y∥2∞dµ, saadaan ∥y∥2 ≤ ∥y∥∞. Lisäksi funktion l

lineaarisuudesta yksikköympyrällä saadaan kulmaa vaihtamalla l∗(θ) = ∥l∥∞ sin(θ).
Nyt jollain ϕ ∈ C1

per(RR) saadaan lemman 4.2 perusteella

V[0,2π)(l
∗) =

1

2π

∫ 2π

0

l∗(θ)ϕ′(θ)dθ = − 1

2π

∫ 2π

0

(l∗)′(θ)ϕ(θ)dθ

≤ 1

2π

∫ 2π

0

|(l∗)′(θ)ϕ(θ)|dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|(l∗)′(θ)|dθ

= 4
∥l∥∞
2π
≤ ∥l∥∞.

Lopulta ∥y1∥BV ≤ ∥y∥BV +
(
1 +
√
2
)
∥y∥∞ ≤ 4∥y∥BV .
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4.4 Differentiaaligeometriaa

Lause 4.12 (Divergenssilause [5]). Olkoon (F1, F2, ..., Fn) = F : Rn → Rn sellainen,
että Fi ∈ C1(B(0, r)). Tällöin

∫
B(0,r)

∇ · Fdµ(x) =
∫
∂B(0,r)

F (x) · n(x)dσ(x), missä
n(x) on pallopinnalla ulospäin osoittava yksikkövektori ja ∇·F =

∑n
i=1

∂
∂xi

Fi. Tässä
σ on avaruuden Rn−1 Lebesguen mitta.

Lause 4.13 (Osittaisintegrointi avaruudessa L2(e−∥x∥22dµ)). Olkoon f : Rn → R
ja F : Rn → Rn, joissa molemmat ovat rajoitettuja C1-funktioita avaruudessa
L2(e−∥x∥22dµ). Tällöin

∫
Rn(∇f · F )e−∥x∥22dµ = −

∫
Rn f(∇ · Fe−∥x∥22)dµ.

Todistus. Tavallisen derivoinnin tulosäännöstä saadaan

∂

∂xi

(fFi) = (
∂

∂xi

f)Fi + f(
∂

∂xi

Fi),

joten

∇ · (fF ) =
n∑

i=1

∂

∂xi

(fFi) =
n∑

i=1

(
∂

∂xi

f)Fi + f(
∂

∂xi

Fi) = (∇f) · F + f∇ · F.

Divergenssilauseen mukaan saadaan∫
∂B(0,r)

fe−∥x∥22F · n(x)dσ =

∫
B(0,r)

∇ · (fFe−∥x∥22)dµ

=

∫
B(0,r)

(∇f · F )e−∥x∥22dµ+

∫
B(0,r)

f(∇ · F )e−∥x∥22dµ.

Nyt koska f ja F ovat rajoitettuja, on olemassa C ′ ∈ R jolla −C ′ ≤ fF ·n(x) ≤ C ′.
Lisäksi n-ulotteisen pallon pinta-ala kasvaa luokassa O(rn−1), joten saadaan jollain
C ∈ R

−Crn−1 ≤
∫
∂B(0,r)

fF ·Ndσ ≤ Crn−1.

Huomataan, että nämä pätee kaikilla r ∈ R ja limr→∞±Crn−1e−r2 = 0 kaikilla
n ∈ N, joten saadaan∫

Rn

(∇f) · Fe−∥x∥22dµ+

∫
Rn

f∇ · (Fe−∥x∥22)dµ = 0.

4.5 Stokastiset prosessit ja Fokker-Planck-yhtälö

Stokastisen gradienttilaskun tutkimiseksi tarvitaan stokastisten prosessien ja diffe-
rentiaaliyhtälöiden teoriaa. Stokastisen gradienttilaskun etuna on "kohinan" eli sa-
tunnaisen pienen värähtelyn lisääminen, jolloin gradienttilasku ei jää jumiin pieniin
kuoppiin. Kohina siloittaa näin gradienttilaskua.

Määritelmä 4.14. Olkoon (X,µ) jokin todennäköisyysavaruus ja T jokin indek-
sijoukko. Stokastinen prosessi on perhe satunnaismuuttujia Pt(x), missä x ∈ X ja
t ∈ T .
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Määritelmä 4.15. Olkoon Bt(x) : Rd×[0, 1]→ Rd stokastinen prosessi jolla B0 = 0,
Bt on jatkuva kaikilla t ∈ [0, 1], kaikilla t > 0, u ≥ 0 Bt+u − Bt ∼ N(0, u) ja
Bt+u − Bt on riippumaton muuttujista Bs, s ≤ t. Tällaista prosessia kutsutaan
Wiener-prosessiksi tai "kohinaksi".

Määritelmä 4.16. Olkoon G vasemmalta jatkuva stokastinen prosessi jolla∫
Rd

∫ 1

0
G2dtdµ < ∞. Merkitään

∫ 1

0
GdW = limn→∞

∑n−1
k=0 Gtk(Btk+1

− Btk). Tätä
kutsutaan stokastiseksi integraaliksi tai Itôn integraaliksi.

Lemma 4.17 (Fokker-Planck-yhtälö [12]). Olkoon Xt sellainen stokastinen prosessi,
että Xt+s − Xt =

∫ t+s

t
G(Xu, u)du +

∫ t+s

t
H(Xu, u)dBu kaikilla t ∈ [0, 1] ja s ∈

[0, 1 − t]. Toinen tapa merkitä tätä on dXt = G(Xt, t)dt + H(Xt, t)dBt. Tällöin
prosessin todennäköisyysjakauma p(x, t) toteuttaa yhtälön

∂

∂t
p = −∇ ·G(Xt, t)p+

1

2
∇ · ∇(Hp).

Lause 4.18. Määritellään neuroverkon stokastinen gradienttilasku stokastisen dif-
ferentiaaliyhtälön

dWt = −∇ΦR(Wt)dt+
√
2εdBt

suhteen. Toisin sanottuna siis

Wt+s −Wt =

∫ t+s

t

−∇ΦR(Wu)du+

∫ t+s

t

√
2εdBu

kaikilla t ∈ [0, 1], s ∈ [0, 1 − t]. Tällöin kun p(W, t) kuvaa prosessin Wt jakaumaa
ajanhetkellä t, p(W, t) toteuttaa Fokker-Planck-yhtälön

∂

∂t
p = ∇ · (p∇ΦR(Wt) + ε2∇p).

Todistus. Sijoittamalla A(Xt, t) = −∇ΦR(Wt) ja B(Xt, t) =
√
2ε lemman 4.17 mu-

kaan saadaan
∂

∂t
p = −∇ · (−∇ΦR(Wt)p) +

1

2
∇ · (
√
2
2
ε2∇p) = ∇ · (p∇ΦR(Wt) + ε2∇p).

4.6 Virhefunktiosta

Tässä osiossa tutkitaan virhefunktiota

Φ(W ) = ∥fW − y∥2L2(µ).

Mitasta µ oletetaan vain, että se on todennäköisyysmitta yksikköympyrällä. Lisäksi
tässä osiossa tarvitaan vain L2(µ)-normia, joten kirjoitetaan se muodossa ∥·∥. Tämä
osio perustuu kokonaan lähteeseen [2].

Lemma 4.19. Olkoon rajoitetun variaation funktio y sellainen, että ∥y∥ = 1. Silloin

Φ(W ) ≤ (|W |+ 1)2 ,

|∇WΦ(W )|2 ≤ 4Φ(W )

ja
∇WΦ(W ) ·W ≥ Φ(W )− 1.

23



Todistus. Cauchy-Schwarzin epäyhtälöllä kaikilla fW ∈ Hma ja kaikilla x ∈ S1

|fW (x)| = 1√
m

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

aiσ(wi · x)

∣∣∣∣∣
≤ 1√

m

(
m∑
i=1

a2i

) 1
2
(

m∑
i=1

σ(wi · x)2
) 1

2

≤ 1√
m
m

1
2

(
m∑
i=1

|wi|2
) 1

2

= |W |,

koska a2i = 1 ja σ(wi · x) ≤ |wi|2. Myös Cauchy-Schwarzilla∣∣∣∣∫
S1

fWydµ

∣∣∣∣ ≤ ∥fW∥2∥y∥2 = ∥fW∥2 ≤ |W |.
Virhefunktio saadaan muotoon

Φ(W ) =
1

2π

∫
S1

(fW − y)2dµ

≤ 1

2π

∫
S1

f 2
Wdµ+

2

2π

∫
S1

fWydµ+
1

2π

∫
S1

y2dµ

≤ |W |2 + 2|W |+ 1.

Lisäksi derivoimalla painon wi suhteen saadaan

∂

∂wi

fW (x) =
1√
m
aiσ

′(wi · x)x,

joten

∥∇WfW∥2 =
1

2π

∫
S1

m∑
i=1

(
∂

∂wi

fW (x)

)2

dµ

=
1

m

1

2π

∫
S1

m∑
i=1

a2i |x|2σ′(wi · x)2dµ.

Lisäksi a2i = 1, |x| = 1 ja σ(y) ≤ 1 kaikilla y ∈ S1 joten

∥∇WfW∥2 ≤ 1.

Nyt saadaan

|∇WΦ(W )| = |∇W∥fW − y∥2|

= |∇W
1

2π

∫
S1

(fW − y)2dµ| ≤ 2
1

2π

∫
S1

|∇WfW (fW − y)|dµ

≤ 2∥∇WfW∥∥fW − y∥ ≤ 2∥fW − y∥ = 2
√

Φ(W ),
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eli |∇WΦ(W )|2 ≤ 4Φ(W ). Lopuksi, koska fλW (x) = λfW (x) kaikilla λ > 0, saadaan

∇fW (x) ·W =
∂

∂λ

∣∣∣∣
λ=1

fλW (x) = fW (x).

Tällöin

∇WΦ(W ) ·W = ∇W∥fW − y∥ ·W

= ∇W
1

2π

∫
S1

(fW − y)2dµ ·W

=
m∑
k=1

(
∂

∂wk

1

2π

∫
S1

(fW − y)2dµ · wk

)
=

1

2π

∫
S1

m∑
k=1

(
∂

∂wk

(fW − y)2 · wk

)
dµ

=
1

2π

∫
S1

2(∇WfW ·W )(fW − y)dµ

= 2
1

2π

∫
S1

fW (fW − y)dµ

= 2
1

2π

∫
S1

(fW − y)2dµ+ 2
1

2π

∫
S1

y(fW − y)dµ

≥ ∥fW − y∥2 − ∥y∥2 ≥ Φ(W )− 1.

Neljännen rivin integroimisen ja derivoimisen järjestyksen vaihdon voi tehdä, koska
fW on jatkuva funktio kaikkien wi suhteen, ja jokainen osittaisderivaatta on jatkuva
melkein kaikkialla.

Lemma 4.20. Olkoon 0 < ε ≤ 1 ja R ≥ 10. Silloin kaikilla Lipschitz-jatkuvilla
funktioilla u, joilla

∫
R2m ue−ΦR(W )ε−2

dW = 0, on voimassa∫
R2m

u2e−ΦR(W )ε−2

dW ≤ CP ε
2

∫
R2m

|∇u|2e−ΦR(W )ε−2

dW.

Vakio Cp ≤ 140 kun m ≥ 24R2ε−2, muulloin Cp ≤ 1
8
e(4R

2+2)ε−2
.

Todistus. Merkitään ΦR(W ) = V (W ) − 2F (W ), missä V (W ) = (4|W |2 − R2)
ja F (W ) = 1

2
(V (W ) − Φ(W ))1{Φ(W )>V (W )}. Tutkitaan Gaussin mittaa dγ =

c2me
−4ε−2|W |2dW , missä c2m =

(
4

ε2π

)m
. Lemman 4.7 perusteella γ toteuttaa log-

Sobolev-epäyhtälön vakiolla CL = ε2

8
. Lemman 4.19 perusteella Φ(W ) ≤ (|W + 1)2.

Nyt kun R ≥ 10 ja |W |2 ≥ 2R2 saadaan

V (W ) = 4(|W |2 −R2) ≥ (|W |+ 1)2 ≥ Φ(W ).

Selvästi nyt F (W ) = 0 aina, kun |W |2 ≥ 2R2. Myös lemman 4.19 perusteella saadaan
4|W |2 − Φ(W ) ≥ 2|W |2 − 2 ≥ −2. Tällöin

2|F (W )| = |(V (W )− Φ(W ))−| = |(4|W |2 − Φ(W )− 4R2)−| ≤ 4R2 + 2.
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Lemman 4.8 perusteella saadaan, että mitta dγF = e2ε
−2Fdγ toteuttaa log-Sobolev-

epäyhtälön vakiolla Cp,ε = CLe
(4R2+2)ε−2 . Asettamalla Cp = ε2Cp,ε saadaan löy-

hempi arvio. Oletuksella m ≥ 24R2ε−2 ja valinnalla β = 1
4

saadaan lemman
4.9 avulla parempi arvio. Varmistetaan ensin, että lemman 4.9 oletukset täyt-
tyvät. Huomattiin, että F = 0 pallon B√

2R ulkopuolella. Derivoimalla saadaan
2∇F (W ) = ∇V (W ) − ∇Φ(W ) = 8W − ∇Φ(W ), kun F (W ) ̸= 0. Lemman 4.19
perusteella saadaan arvio

|∇F (W )|2 = 1

4
(64|W |2 − 16∇Φ(W ) ·W + |∇Φ(W )|2)

≤ 1

4
(64|W |2 − 16Φ(W ) + 16 + 4Φ(W ))

≤ 16|W |2 + 4,

joten saadaan∫
R2m

e2CL(1+
1
4
)|∇(ε−2F )|2dγ =

∫
R2m

e
ε2

4
(1+ 1

4
)|ε−2∇F |2dγ =

∫
R2m

e
5
16

ε−2|∇F |2dγ

≤ 1 +

(
4

ε2π

)m ∫
B√

2R

e5ε
−2|W |2+ 5

4
ε−2

e−4ε−2|W |2dW

≤ 1 + e
5
4
ε−2

(
4

ε2π

)m ∫
B√

2R

eε
−2|W |2dW

≤ 1 + e
5
4
ε−2

(
4

ε2π

)m

e2R
2ε−2

∫
B√

2R

1dW.

2m-ulotteisen pallon tilavuudesta ja Stirlingin kaavalla saadaan
∫
B√

2R
1dW ≤

1√
2πm

(
2πeR2

m

)m
, joten saadaan

∫
R2m

e2CL(1+
1
4
)|∇(ε−2F )|2dγ ≤ 1 +

e
5
4
ε−2

√
2πm

e2R
2ε−2

(
8eR2

ε2m

)m

≤ 1 +
1

8
.

Olkoon Gε = ε−2F + α, missä α ∈ R valitaan siten, että
∫
R2m e2Gεdγ = 1. Tällöin

riittää todistaa, että
∫
R2m eGεdγ ≥ 1− 1

8
. Saadaan∫

R2m

eGεdγ = eα
∫
R2m

eε
−2Fdγ ≥ e−α

∫
R2m

e2Gεdγ = e−α.

Koska e−α =
(∫

R2m e2ε
−2Fdγ

) 1
2
, riittää tieto, että

∫
R2m e2ε

−2Fdγ ≥ 1 − 1
10
. Samoin

kuin aiemmin saadaan∫
R2m

e2ε
−2Fdγ = 1−

∫
B√

2R

(1− e2ε
−2F )dγ ≥ 1−

(
4

ε2π

)m ∫
B√

2R

1dW

≥ 1− 1√
2πm

(
4

ε2π

2πeR2

m

)m

= 1− 1√
2πm

(
8eR2

ε2m

)m

.
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Nyt koska m ≥ 24R2ε−2, ε ≤ 1 ja R ≥ 10 saadaan, että

1√
2πm

(
8eR2

ε2m

)m

≤ 1√
2πm

(
8eR2

24R2

)m

≤ 1

10
,

jolloin lopulta ∫
R2m

e2ε
−2Fdγ ≥ 1− 1

8
.

Tällöin lemman 4.9 oletukset täyttyvät, ja nyt mitta e2Gεdγ sekä mitta dγF to-

teuttavat Poincarén epäyhtälön vakiolla Cp,ε ≤
64 ε2

8
(1+ 1

4
)(1− 1

8
)

1
4

2 = 140ε2, ja jälleen

asettamalla Cp = ε−2Cp,ε saadaan tarkempi arvio.

Lause 4.21 perustuu myös lähteeseen [2]. Alkuperäisestä todistuksesta oli jätetty
pois paljon välivaiheita, eikä annettu vastinetta lauseelle 4.13. Nämä on todistukseen
lisätty.

Lause 4.21. Olkoon ε ∈ (0, 1] ja R ≥ 10 ja oletetaan ∥y∥L2(µ) ≤ 1. Olkoon p(W, t)
funktion Bt todennäköisyysjakauma, kun Wt saadaan Stokastisen gradienttilaskun

dWt = −∇ΦR(W )dt+
√
2εdBt

mukaan aloituspisteestä p0 ajanhetkellä t. Tällöin p(W, t) → p∞(W ) = e−ΦR(W )ε−2

eksponentiaalisella nopeudella ja∫
R2m

|p(·, t)− p∞(·)|2eΦRε−2

dW ≤ e−Ct

∫
R2m

|p0 − p∞|2eΦRε−2

dW.

Kun m ≥ 24R2ε−2, C ≥ 1
70

, muulloin C ≥ 16e−(4R2+2)ε−2 .

Todistus. Olkoon p(W, t) = u(W, t)e−ΦR(W )ε−2 . Huomataan, että∫
R2m

(p(·, t)− p∞(·))2eΦRε−2

dW =

∫
R2m

(u(·, t)e−ΦRε−2 − e−ΦRε−2

)2eΦRε−2

dW

=

∫
R2m

(u(·, t)− 1)2e−ΦRε−2

dW.

Lisäksi lauseen 4.18 mukaan, kun gradientti lasketaan painon W mukaan, saadaan

∂u

∂t
=

∂

∂t
(p(x, t)eΦRε−2

) =
∂p

∂t
eΦRε−2

= ∇ · (p∇ΦR + ε2∇p)eΦRε−2

= (∇p · ∇ΦR)e
ΦRε−2

+ p(∆ΦR)e
ΦRε−2

+ ε2(∆p)eΦRε−2

.

Lisäksi
∇u = ∇(peΦRε−2

) = eΦRε−2∇p+ 1

ε2
peΦRε−2∇ΦR,

∇u · ∇ΦR = eΦRε−2∇p · ∇ΦR +
1

ε2
peΦRε−2

(∇ΦR · ∇ΦR)
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ja

∆u = ∇ · ∇(peΦRε−2

) = ∇ · ((∇p)eΦRε−2

+ p∇eΦRε−2

)

= ∇ · ((∇p)eΦRε−2

) +∇ · (p(∇eΦRε−2

))

= (∆p)eΦRε−2

+
1

ε2
(∇p · ∇ΦR)e

ΦRε−2

+
1

ε2
(∇p · ∇ΦR)e

ΦRε−2

+ p∆eΦRε−2

= (∆p)eΦRε−2

+
1

ε2
(∇p · ∇ΦR)e

ΦRε−2

+
1

ε2
(∇p · ∇ΦR)e

ΦRε−2

+
p

ε2
(∆ΦR)e

ΦRε−2

+
p

ε4
(∇ΦR · ∇ΦR)e

ΦRε−2

,

jolloin

ε2∆u−∇ΦR · ∇u = ε2(∆p)eΦRε−2

+ (∇p · ∇ΦR)e
ΦRε−2

+ p(∆ΦR)e
ΦRε−2

=
∂u

∂t
.

Vielä lopuksi huomataan, että

ε2∇ · ((∇u)e−ΦRε−2

) = ε2(∆u)e−ΦRε−2 − (∇u · ∇ΦR)e
−ΦRε−2

.

Ylläolevan perusteella saadaan
d

dt

1

2

∫
R2m

(u− 1)2e−ΦRε−2

dW =

∫
R2m

(u− 1)
∂u

∂t
e−ΦRε−2

dW

=

∫
R2m

(u− 1)(ε2∆u−∇ΦR · ∇u)e−ΦRε−2

dW

= ε2
∫
R2m

(u− 1)∇ · (∇ue−ΦRε−2

)dW

= −ε2
∫
R2m

|∇u|2e−ΦRε−2

dW,

missä viimeinen välivaihe saadaan Lauseen 4.13 avulla, koska suuren pallon ulko-
puolella eΦR(W ) = e−|W |2 . Lemman 4.20 perusteella∫

R2m

(u− 1)2e−ΦRε−2

dW ≤ CP ε
2

∫
R2m

|∇u|2e−ΦRε−2

dW,

joten saadaan
d

dt

∫
R2m

(u− 1)2e−ΦRε−2

dW ≤ − 2

CP

∫
R2m

(u− 1)2e−ΦRε−2

dW.

Merkitsemällä nyt U(t) =
∫
R2m(u− 1)2e−ΦRε−2

dW , saadaan epädifferentiaaliyhtälö

d

dt
U ≤ − 2

CP

U.

Tästä saadaan ∫
dU

U
≤
∫
− 2

CP

dt.

Oikea puoli on ln |U | ja U ≥ 0 joten saadaan

U ≤ e
− 2

CP
t
U(0).

Tämä taas tarkoittaa, että∫
R2m

(u(·, t)− 1)2e−ΦRε−2

dW ≤ e
− 2

CP
t
∫
R2m

(u0(·)− 1)2e−ΦRε−2

dW.
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4.7 Funktioavaruuden Hma sulkeuma

Tutkiaksemme tarkemmin virhefunktioiden Φ(W ) ja ΦR(W ) eroa tarvitsemme muo-
toilun funktioille, jotka saadaan funktoiden fW rajana, kun |W | kasvaa rajatta. Mer-
kitään tätä funktioavaruuden sulkeumaa L2-normin suhteen Hma. Funktion fW mää-
ritelmän osa 1√

m
voidaan unohtaa tässä osassa, koska painoavaruus pysyy samana.

Lemma 4.22. Olkoon S ⊂ S1 yhtenäinen ja v ∈ R2. Olkoon L(S) kaaren pituus.
Silloin ∫

S

(v · x)2dx ≥ c|v|2L(S)3

jollain c > 0.

Todistus. Jos L(S) = 0, väite on selvä. Kääntämällä koordinaatistoa voidaan olet-
taa, että v = v

|v| = (0, 1). Nyt jollain a, b ∈ [−2π, 2π] saadaan∫
S

(v · x)2dx = |v|2
∫
S

((0, 1) · x)2dx

= |v|2
∫ b

a

((0, 1)) · (cos(α), sin(α))2dα

= |v|2
∫ b

a

sin(α)2dα.

Lisäksi yksikköympyrällä L(S) = b− a. Riittää siis todistaa, että on olemassa c > 0

jolla kaikilla 0 < b − a ≤ 2π on voimassa
∫ b

a
sin(α)2dα ≥ c(b − a)3. Jos b − a ≥ π

2
,

silloin
∫ b

a
sin(α)2dα = b−a

2
− sin(2a)−sin(2b)

4
> π

4
− 2

4
> 1

4
. Tällöin valitsemalla c = 1

64π3

väite pätee. Jos taas b−a < π
2

voidaan funktion sin(α) jaksollisuuden nojalla olettaa,
että −3π

4
< a < b < 3π

4
. Nyt välillä [a, b]

sin(α)2 ≥ 8

9π2
x2

joten ∫ b

a

sin(α)2dα ≥ 8

9

∫ b

a

α2dα =
8

27π2
(b3 − a3).

Lisäksi b3 − a3 ≥ (b−a)3

10
= L(S)3

10
kaikilla b ≥ a joten väite pätee.

Lause 4.23 perustuu lähteeseen [2]. Lauseen todistuksessa käytetty lemma 4.22
oli jätetty harjoitustehtäväksi.

Lause 4.23. Funktio g : S1 → R kuuluu funktiojoukkoon Hma jos ja vain jos se on
muotoa

g(x) =
∑
i∈J

1{wi·x≥0}(vi · x) +
∑
i∈K

aiσ(wi · x),

missä wi ovat yksikkövektoreita, K, J ⊂ I, K ∩ J = ∅ ja |J | ≤ m.
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Todistus. Oletetaan, että |Wk| → ∞ ja ∥fWk
∥L2 ≤ C. Kirjoitetaan

fWk
(x) =

∑
i∈I

aiσ(Wi,k · x)

ja tutkitaan yhtä indeksin i arvoa. Jos lim infk→∞ |wi,k| = 0, selvästi osajonon va-
linnalla nämä indeksit voidaan jättää huomiotta. Jos lim supk→∞ |wi,k| < ∞, mer-
kitään wi = limk→∞ wi,k joka on olemassa osajonon raja-arvona. Valitaan indeksit
joilla tämä pätee joukkoon K. Jos kumpikaan ylläolevista ei päde indeksillä i, vali-
taan i ∈ I∞. Näillä valinnoilla, kun merkitään fk,K =

∑
i∈I\I∞ aiσ(wi,k · x), saadaan

fk,K →
∑
i∈K

aiσ(wi · x).

Merkitään lisäksi
fk,J =

∑
i∈I∞

aiσ(wi,k · x).

Olkoon i ∈ I∞ ja merkitään wi,k =
wi,k

|wi,k|
. Nyt on olemassa osajono jolla

limk→∞ |wi,k| =∞ ja jono wi,k suppenee vektoriin wi. Nyt koska limk→∞ ∥fWk
∥2 ≤ C

niin kaikilla i ∈ I∞ on olemassa j ∈ I∞ jolla wi = wj ja ai = −aj. Täten toisis-
taan eroavia vektoreita wi on korkeintaan m kappaletta. Olkoon joukko J näiden
toisistaan eroavien vektoreiden indeksit. Merkitään nyt

fk,J =
∑
i∈I∞

ai1{wi,k·x≥0}(wi,k · x).

Valitaan lisäksi ε > 0 ja olkoon Aε = {x ∈ S1 : |wi · x| ≤ ε jollain i ∈ J}. Nyt koska
limk→∞ wi,k = wi, indeksille i ∈ I∞ ja tarpeeksi suurella k saadaan

{x ∈ S1 \ Aε : (wi,k · x) ≥ 0} ⊂ {x ∈ S1 : (wi · x) ≥ 0},

joten kaikilla x ∈ S1 \ Aε voidaankin kirjoittaa

fk,J =
∑
i∈I∞

ai1{wi·x≥0}(wi,k · x).

Olkoon S joukko kaaria S, joissa funktio
∑

i∈J 1{wi·x≥0} on vakio. Valitaan joku
näistä kaarista ja olkoon IS ⊂ I∞ ne indeksit joilla wi · x > 0 kaikilla x ∈ S. Nyt
koska ∫

S\Aε

(∑
i∈I∞

ai1{wi·x≥0})(wi,k · x)

)2

dx ≤ ∥fK,j∥2L2 ≤ C,

lemman 4.22 mukaan jollain c > 0 on voimassa

cL(S \ Aε)
3

∣∣∣∣∣∑
i∈IS

aiwi,k

∣∣∣∣∣
2

≤
∫
S\Aε

(∑
i∈IS

aiwi,k · x

)2

dx ≤ C.

Nyt kun ε→ 0, selvästi L(S \Aε)→ L(S), ja tämä pätee kaikilla sektoreilla S ∈ S,
joten saadaan

sup
x∈S1

|
∑
i∈I∞

1{wi·x≥0}aiwi,k| ≤ C ′.
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Tällöin kaarilla S on suppeneva osajono vektoreita
∑

i∈IS aiwi,k. Merkitään tätä
vektoria vS. Tällöin fk,J suppenee funktioon g1(x) =

∑
S 1{x∈S}(vS · x) L2-normin

suhteen. Korvaamalla kaaret S niiden määritelmällä saadaan lopulta

g1 =
∑
i∈J

1{wi·x≥0}(vi · x),

missä
∑

i∈IS vi = vS. Nyt olkoon funktio g ∈ L2(S
1) muotoa

g(x) =
∑
i∈J

1{wi·x≥0}(vi · x) +
∑
i∈K

aiσ(wi · x)

missä wi ovat yksikkövektoreita, J,K ⊂ I ovat erillisiä ja J ≤ m. Koska oletamme,
että ai = −ai+1 kaikilla i ∈ {1, ..., 2m}. Olkoon nyt

fWh
=

1

h

 2|J |∑
i=1

σ((wi + hvi) · x)− σ(wi · x)

+
∑
i∈K

aiσ(wi · x).

Selvästi fWh
∈ Hm,a. ∥fWh

∥L2 on myös rajoitettu pienellä h, koska vektorin hvi
vaikutus pistetuloon häviää. Tällöin selvästi limh→0 fWh

= g(x) melkein kaikilla
x ∈ S1.

4.8 Tasainen arviointiteoreema

Tässä osiossa tutkitaan rajoittamattomien painojen optimointitehtävää eli sitä,
kuinka hyvin funktio g ∈ Hma voi approksimoida rajoitetun variaation funktiota
y. Lemmat 4.24, 4.25 ja 4.26 sekä lause 4.27 perustuvat lähteeseen [2].

Lemma 4.24. Olkoon y rajoitetun variaation funktio yksikköympyrällä. Merkitään
y = y1 + y2 missä y1 ∈ Lal ja y2 ∈ LC

al. Millä tahansa f ∈ Lal

∥f − y∥22 = ∥f − y1∥22 + ∥y2∥22.

Lisäksi jos y ∈ LC
al, saadaan

inf
W∈R2m

∥fW − y∥22 = ∥y∥22.

Todistus. Vektoriavaruudet Lal ja LC
al ovat erillisiä ja Hma ⊂ Lal.

Lemman 4.24 perusteella on luonnollista rajoittautua rajoitetun variaation funk-
tioihin joiden symmetrinen osa on lineaarinen.

Lemma 4.25. Olkoon m = 4 ja m = 2. Olkoon mak = c1(θ1,θ2) + c1(θ1+π,θ2+π),
c ∈ R, 0 < θ2 − θ1 < π. Tällöin on olemassa g ∈ Hma jolla g(θ) = 0 kaikilla
θ ∈ [0, θ1] ∪ [θ2, θ1 + π] ∪ [θ2 + π, 2π] ja

∥g − y∥22 ≤
c2

1000
(θ2 − θ1)

5.
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Todistus. Koordinaatistoa muuttamalla voidaan olettaa c = 1 ja −θ1 = θ2 < π
2
.

Lauseen 4.23 mukaan on olemassa g ∈ Hma jolla g(x) = 1{w1·x≥0}x1 − 1{w2·x≥0}x1

missä w1 = (sin(θ2), cos(θ2))
T ja w2 = (− sin(θ2), cos(θ2))

T . Napakoordinaateissa siis

g(θ) = 1(−θ2,θ2) cos(θ)− 1(−θ2+π,θ2+π) cos(θ).

Selvästi g(θ) = 0 kun θ ∈ [0, θ1]∪[θ2, θ1+π]∪[θ2+π, 2π]. Lisäksi koska |1−cos(θ)| ≤ θ2

2

kun |θ| < π
2

saadaan

∥g − y∥22 =
1

2π

(∫ θ2

−θ2

(1− cos(θ))2dθ +

∫ θ2+π

−θ2+π

(1 + cos(θ))2dθ

)
=

2

π

∫ θ2

0

(1− cos(θ))2dθ ≤ 1

2π

∫ θ2

0

θ4dθ

=
1

10π
θ52 ≤

1

1000
(2θ2)

5.

Lemma 4.26. Olkoon ys rajoitetun variaation funktion y symmetrinen osa. Tällöin
kaikilla N ∈ N on olemassa N symmetrisen askelfunktion summa vN jolla

∥ys − vN∥22 ≤
π2∥y∥2BV

N
.

Todistus. Jaetaan väli [0, π) N yhtäsuureen osaan I1, ..., IN , Ik = [θk, θk+1). Tällöin
selvästi |Ik| = π

N
. Korvataan y oikealta jatkuvalla funktiolla, joka on sama melkein

kaikkialla. Määritetään yksinkertainen funktio vN : [0, 2π)→ R,

vN(θ) =

{
ys(θk), kun θ ∈ Ik tai θ − π ∈ Ik

0 muulloin.

Selvästi vN saadaan N askelfunktion summana. Huomataan, että melkein kaikilla
θ ∈ Ik

|ys(θ)− ys(θk)| ≤ sup

{
n−1∑
i=1

|ys(αi+1)− ys(αi)| : θk = α1 < ... < αn = θk+1

}
= VIk(y) ≤ ∥ys∥BV .

Nyt saadaan

∥ys − vN∥22 =
2

2π

N∑
k=1

∫
Ik

|y(θ)− y(θk)|2dθ

≤ 2

2π

N∑
k=1

∫
Ik

∥ys∥BV VIk(y)dθ

=
1

N
∥ys∥BV

N∑
k=1

VIk(y)

≤ 1

N
∥ys∥2BV ≤

1

N
∥y∥2BV
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Lause 4.27. Olkoon y rajoitetun variaation funktio yksikköympyrällä ja y ∈ Lal.
Tällöin

inf
fW∈Hma

∥fW − y∥22 ≤
62∥y∥2BV

m
.

Todistus. Oletetaan, että m ≥ 3. Oletuksen mukaan y = ys + l, ja lineaarinen osa l
saadaan

gl(x) = a1σ(w0 · x) + a2σ(−w0 · x) = l(x).

Nyt koska m ≥ 3 voidaan arvioida symmetristä osaa yksinkertaisen funktion avulla.
Valitaan N = ⌊m−1

2
⌋. Olkoon vN se funktio, joka saadaan lemman 4.26 mukaan.

Valitaan nyt lemman 4.25 avulla gs ∈ Hma, muotoa

gs(x) =
2m∑
i=3

1{wi·x≥0}(vi · x),

jolla

∥vN − gs∥22 ≤
1

1000
∥ys∥2∞

N∑
k=1

|Ik|5 =
π5

1000
∥ys∥2∞

1

N4

≤ 3π5∥y∥BV 2

1000m
≤ ∥y∥

2
BV

m
,

koska c ≤ ∥ys∥∞ ja N ≥ m
3
≥ 1. Olkoon lopulta g = gl + gs ∈ Hma ja tällöin

inf
W∈R2m

∥fw − y∥22 ≤ ∥g − y∥22 = ∥ys − gs∥22

≤ 2∥ys − vN∥22 + 2∥vN − gs∥22

≤ 2π2∥y∥2BV

N
+

2∥y∥2BV

m
≤ 62∥y∥2BV

m
.

4.9 Paikallistusteoreema

Tämä osio perustuu kokonaan lähteeseen [2]. Lemman 4.28 todistuksessa on käsitelty
alkuperäisessä käsittelemättömät tapaukset indeksien i, j paikoista ja selvennetty,
miten saaduilla kaarilla saadaan mielivaltainen haluttu kaari.

Lemma 4.28. Olkoon y ∈ L2(S1). Tällöin se funktio g ∈ Hma joka toteuttaa
yhtälön infW ∥fW − y∥22 = ∥g − y∥22 toteuttaa myös kaikilla sektoreilla S joissa
funktio

∑
i∈I 1{wi·x≥0} on vakio∫

S

gs(x)xdx =

∫
S

ys(x)xdx.

Todistus. Olkoon g ∈ Hma se funktio joka saadaan lauseen 4.29 perusteella ja se on
muotoa

g(x) =
∑
i∈J

1{wi·x≥0}(vi · x) +
∑
i∈K

aiσ(wi · x),
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missä wi ̸= wj kun i ̸= j. Valitaan i, j ∈ I ja olkoon Sk = {wk · x ≥ 0}. Merkitään
lisäksi

Sij = Si \ Sj ja Sji = Sj \ Si.

Hajotetaan normi kuten lemmassa 4.24 muotoon

∥g − y∥22 = ∥gs − ys∥22 + ∥ga − ya∥22,

missä a tarkoittaa antisymmetristä ja s tarkoittaa symmetristä osaa. Olkoon lisäksi
u ∈ R2. Nyt joko i, j ∈ K, i, j ∈ J tai symmetrisesti i ∈ J ja j ∈ K. Ensimmäisessä
tapauksessa merkitään

gt(x) = g(x) + t1{wi·x≥0}(u · x)− t1{wj ·x≥0}(u · x),

toisessa merkitään

gt(x) = g(x) + ai(σ((wi − aitu) · x)− σ(wi · x))− aj(σ((wj − ajtu) · x)− σ(wj · x))

ja kolmannessa merkitään

gt(x) = g(x) + t1{wi·x≥0}(u · x) + aj(σ((wj − ajtu) · x)− σ(wj · x)).

Huomataan, että

t1{wi·x≥0}(u · x)− t1{wi·(−x)≥0}(u · −(x))
= t1{wi·x≥0}(u · x) + t1{wi·x≤0}(u · x) = tu · x,

ja koska σ(x)− σ(−x) = x, saadaan

ai(σ((wi − aitu) · x)− σ(wi · x))− (ai(σ((wi − aitu) · (−x))− σ(wi · (−x))))
= ai((wi − aitu) · x− (wi · x)) = −tu · x.

Tällöin saadaan

(gt)
a =

gt(x)− gt(−x)
2

=
g(x)− g(−x)

2
+

tu · x− tu · x
2

= ga.

Koska g on minimoija, täytyy olla(
d

dt
∥gt − y∥22

) ∣∣∣∣
t=0

= 0,

ja hajottamalla normi osiin ∥gt− y∥22 = ∥(gt)s− ys∥22 + ∥(gt)a− ya∥22 saadaan muoto(
d

dt
∥(gt)s − ys∥22

) ∣∣∣∣
t=0

= 0.

Koska (gt)
s on jatkuva ja rajoitettu arvon t suhteen, voidaan integraali ja derivaatta

vaihtaa ja saadaan

d

dt

∫
S1

((gt)
s − ys)

2dx =

∫
S1

d

dt
((gt)

s − ys)2dx

=

∫
S1

((gt)
s − ys)

d

dt
(gt)

sdx.
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Huomataan, että t1{wi·x≥0}(u ·x)+ t1{wi·(−x)≥0}(u ·−(x)) = t sgn(wi ·x)(u ·x) ja että
ai(σ((wi−aitu) ·x)−σ(wi ·x))− (ai(σ((wi−aitu) · (−x))−σ(wi · (−x)))) = ai|(wi−
aitu) · x| sillä σ(x) + σ(−x) = |x|. Tämän perusteella ensimmäisessä tapauksessa

d

dt
(gt)

s = (sgn(wi · x)− sgn(wj · x))(u · x),

toisessa

d

dt
(gt)

s = (sgn((wi − aitu) · x)− sgn((wj − ajtu) · x))(u · x)

ja kolmannessa tapauksessa

d

dt
(gt)

s = (sgn(wi · x)− sgn((wj − ajtu) · x))(u · x).

Sijoittamalla tämä aiempaan yhtälöön ja sijoittamalla t = 0 saadaan muoto∫
S1

(gs − ys)(sgn(wi · x)− sgn(wj · x))(u · x)dx

ja wi · x ja wj · x eroavat vain kaarilla Sij ja Sji, joten saadaan∫
Sij

(gs − ys)(u · x)dx =

∫
Sji

(gs − ys)(u · x)dx.

Koska kaaret Sij ja Sji ovat toistensa peilikuvat ja integroitava funktio on antisym-
metrinen, saadaan

∫
Sij

(gs− ys)(u · x)dx ja koska u on mielivaltainen, saadaan myös∫
Sij

xgsdx =
∫
Sij

xysdx = (0, 0). Antisymmetrisyyttä käyttämällä saadaan∫
S1

xgsdx =

∫
S1

xysdx = 0,

joten ∫
S1\Sij

xgsdx =

∫
S1\Sij

xysdx.

Huomataan, että S1 \ (Sij ∪ Sji) = Si ∩ Sj ∪ {x| − x ∈ Si ∩ Sj}, ja täten anti-
symmetrisyydellä saadaan myös, että yhtälö pätee myös sektoreiden leikkauksen yli
integroituna. Näiden avulla saadaan generoitua mielivaltainen lemman määritelmän
mukainen sektori.

Lemma 4.29. Olkoon y ∈ C1(S1) ja g ∈ Hma sellainen, että se toteuttaa yhtälön
infW ∥fW − y∥22 = ∥g − y∥22. Olkoon S sektori, jossa funktio

∑
i∈I 1{wi·x≥0} on vakio

ja olkoon wi sellainen vektori, että toisella sektorin S reunapisteistä wi · x = 0.
Silloin funktion g symmetrinen osa gs(x) on lineaarinen. Lisäksi 1√

m
|vS · w⊥

i | ≤
(4 + π2)∥y∥∞ ja 1√

m
|vS| ≤ 3π2 min(∥y∥C1 , ∥y∥∞/L(S)), kun vS on kuten lauseen

4.23 todistuksessa.
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Todistus. Olkoon sektori S kuten lemman oletuksessa ja valitaan koordinaatis-
to siten, että S = {s(θ) ∈ R2 : −θ0 ≤ θ ≤ θ0} ja s(θ) = (cos(θ), sin(θ)).
Silloin vektorin wi määritelmän mukaan ja ehdosta wi · w⊥

i = 0 saadaan että
w⊥

i = (cos(θ0),± sin(θ0)). Merkitään lisäksi v1 = 1√
m
vS · e1 ja v2 = 1√

m
vS · e2.

Lemman 4.28 ja vektorin vS määritelmän mukaan saadaan∫
S

(vS · x)xdx =

∫
S

ys(x)xdx.

Arvioidaan ensin | 1
L(S)

∫
S
ys(x)x1dx| ≤ ∥y∥∞. Lisäksi

1

L(S)
√
m

∫
S

(vS · x)x1dx =
1

L(S)

∫ θ0

−θ0

(v1 cos θ + v2 sin θ) cos θdθ

=
v1

L(S)

∫ θ0

−θ0

(cos θ)2dθ.

Nyt koska | 1
L(S)

∫ θ0
−θ0

(cos θ)2dθ| ≥ 1
4
, saadaan |v1| ≤ 4∥ys∥∞ ≤ 4∥y∥∞. Lisäksi saa-

daan

1

L(S)

∫
S

(vs · x)x2dx =
1

L(S)

∫ θ0

−θ0

(v1 cos θ + v1 sin(θ) sin(θ)dθ

=
v2

L(S)

∫ θ

−θ0

(sin θ)2dθ =
v2
2θ0

(
θ0 −

1

2
sin(2θ0)

)
,

jolloin saadaan | 1
L(S)

∫
S
ys(x)x2dx| ≤ ∥ys∥∞

L(S)

∫ θ0
θ0
| sin θ|dθ ≤ ∥ys∥∞

L(S)

∫ θ0
θ0
|θ|dθ ≤ ∥y∥∞θ0

2
.

Kaikilla θ0 ∈ [0, π] on voimassa

θ0 −
1

2
sin(2θ0) ≥

θ30
π2

,

joten saadaan

|v2| ≤
2π2∥yS∥∞

2θ0
≤ 2π2∥y∥∞

L(S)
.

Toisaalta väliarvolauseen mukaan

1

L(S)

∫
S

ysx2dx =
1

L(S)

∫ θ0

−θ0

ys(θ) sin(θ)dθ

=
1

L(S)

∫ θ0

−θ0

(ys(θ)− ys(0)) sin(θ)dθ

=
1

L(S)

∫ θ0

−θ0

(ys(θ)− ys(0))

θ
θ sin(θ)dθ

= (ys)′(θ1)
1

L(S)

∫ θ0

−θ0

θ sin(θ)dθ)

= (ys)′(θ1)

(
sin(θ0)

θ0
− cos(θ0)

)
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jollain θ1 ∈ (−θ0, θ0). Nyt koska | sin θ0 − θ0 cos θ0| ≤ θ30
3

kun θ0 ∈ [0, π], saadaan

|v2| ≤ π2∥ys∥C1 ≤ π2∥y∥C1 .

Nyt |v2| ≤ min(2π
2∥y∥∞
L(S)

, π2∥y∥C1) ja |v1| ≤ 4∥y∥∞, L(S) ≤ π, joten ehdosta 1√
m
|vS| ≤√

2max(|v1|, |v2|) seuraa, että

1√
m
|vS| ≤ 3π2 min

(
∥y∥C1 ,

1

L(S)
∥y∥∞

)
.

Lisäksi
1√
m
|vS · w⊥

i | ≤ |v1|+ | sin(θ0)∥v2| ≤ 4∥y∥∞ + π2∥y∥∞.

Lemma 4.30. Olkoon g ja y kuten lemmassa 4.29. Funktion g symmetrinen osa gs

saa muodon gs = 1
2
√
m

∑
i∈I sgn(wi · x)(vi · x) ja kirjoitetaan vi = αiwi + ui, missä

ui · wi = 0 ja α ∈ R. Tällöin 1√
m
|ui| ≤ 6π2∥y∥∞ ja 1√

m
|αi| ≤ 6π2∥y∥C1 .

Todistus. Identiteetin σ(x) = 1{x≥0}x perusteella funktio g voidaan kirjoittaa muo-
dossa

g(x) =
∑
i∈I

1{wi·x≥0}(vi · x),

jolloin

2
√
mgs(x) =

√
m(g(x) + g(−x))

=
∑
i∈I

1{wi·x≥0}(vi · x) +
∑
i∈I

1{wi·(−x)≥0}(vi · (−x))

=
∑
i∈I

1{wi·x≥0}(vi · x)−
∑
i∈I

1{wi·x≤0}(vi · x)

=
∑
i∈I

sgn(wi · x)(vi · x).

Lemman 4.29 perusteella

1√
m
|αi| ≤

1√
m
|vS| ≤ 3π2∥y∥C1 .

Valitaan jokin wi ja uudelleennimeämällä indeksit nimetään se w1. Koordinaatistoa
kääntämällä oletetaan lisäksi w1 = e2. Olkoon S1 se sektori joka on muotoa {x ∈
S1 : 0 ≤ x2 ≤ sin(L(S1)), x ≥ 0} ja olkoon sektori S2 "edellinen" sektori, muotoa
S2 = {x ∈ S1 : 0 ≤ w2 · x ≤ sin(L(S2)), x1 ≥ 0} ⊂ {x2 ≤ 0}. Nyt L(S2) ≥ |w1−w2|
ja kirjoitetaan gs(x) = 1√

m
vSi

kun x ∈ Si. Nyt lemman 4.29 perusteella

1√
m
|vS2 | ≤ 3π2 ∥y∥∞

L(S2)
.

Kaarien määrittelyn perusteella sgn(w1 · x) = 1 kaikilla x ∈ S1 ja sgn(w1 · x) = −1
kaikilla x ∈ S2. Tällöin

1√
m
vS1 −

1√
m
vS2 ≥

1√
m
v1 =

1√
m
α1w1 +

1√
m
u1.
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Olkoon u1 se vektori jolla u1 · u1 = |u1|, jolloin u1 = ±e1 on kollineaarinen vektorin
w⊥

i kanssa, jolloin lemman 4.29 perusteella

(4 + π2)
√
m∥y∥∞ ≥ |vS1 · u1| = |vS2 · u1 + |u1∥.

Myös lemman 4.29 mukaan

|vS2 · u2| ≤ (4 + π2)
√
m∥y∥∞,

kun u2 · w2 = 0 ja u1 · u2 > 0. Nyt

L(S2) ≥ |w2 − w1| = |u2 − u1|.

Nyt saadaan

|vS2 · u1| ≤ |vS2 · (u2 − u1)|+ |vS2 · u2|

≤ 3π2∥y∥∞
L(S2)

L(S2) + (4 + π2)
√
m∥y∥∞ ≤

√
m(4π2 + 4)∥y∥∞.

Lopulta saadaan

1√
m
|u2| ≤ (4 + π2)∥y∥∞ + (4π2 + 4)∥y∥∞ ≤ 6π2∥y∥∞.

Lemma 4.31. Olkoon W ∈ R2m. Silloin

1

2π

∫
S1

(
1√
m

m∑
i=1

∫
S1

σ(wi · x)

)2

dx ≥ 1

4

|W |2

m
.

Todistus.

1

2π

∫
S1

(
1√
m

m∑
i=1

σ(wi · x)

)2

dx ≥ 1

2πm

m∑
i=1

∫
S1

σ(wi · x)2dx.

Lisäksi koordinaatistoa kääntämällä σ(wi · x) voidaan kirjoittaa muodossa
σ(|wi| cos(θ)) joten saadaan muoto

∫ 2π

0
σ(|wi| cos(θ))2dθ = |wi|2 π2 joten

1

2π

∫
S1

(
1√
m

m∑
i=1

∫
S1

σ(wi · x)

)2

dx ≥ 1

4m

m∑
i=1

|wi|2 =
1

4

|W |2

m
.

Lemma 4.32. Olkoon y rajoitetun variaation funktio yksikköympyrällä ja ∥y∥2 ≤ 1.
Oletetaan että m′ < m, m′ = m′/2 ≤ m ja merkitään C(m) =

√
m/m. Tällöin

kaikilla R > 1 on voimassa

min
|W |≤C(m)R

∥fW − y∥22 ≤ min
W ′≤R

∥fW ′ − y∥22

kun fW ∈ Hma ja fW ′ ∈ Hm′a′ .
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Todistus. Olkoon Wλ = λ(W ′,W ′, ...W ′, 0, 0, 0) ∈ R2m, missä W ′ esiintyy k =
⌊2m/m′⌋ kertaa. Nyt saadaan

fWλ
(x) =

k√
m

m′∑
i=1

aiσ(λw
′
i · x) = kλ

√
m′
√
m

fW ′(x).

Nyt valinnalla λ = k−1
√
m′√
m

saadaan fWλ
= fW ′ . Lisäksi koska k ≥ m/m′ saadaan

|W |2 = kλ2|W ′|2 ≤ m

m
|W ′|2 ≤ C(m)2R2.

Lause 4.33 perustuu myös lähteeseen [2]. Lauseen todistukseen on lisätty sel-
vennys Jensenin epäyhtälön käytöstä, siitä, milloin I(i, h, t) ̸= 0, ja hieman muita
välivaiheita.

Lause 4.33. Olkoon y rajoitetun variaation funktio yksikköympyrällä ja ∥y∥2 ≤ 1.
Silloin kaikilla R ≥ R0

min
fW∈Hm,a,|W |≤C(m)R

∥fW − y∥22 ≤ inf
fW∈Hm,a

∥fW − y∥22 + 5 · 104(∥y∥2BV + 1)R− 1
9 ,

missä C(m) =
√

m
m

>
√
2 ja R0 = max((10∥y∥BV )

6, 4 · 107).

Todistus. Oletetaan ensin että m9 ≤ R. Valitaan r ∈ N jolla r ≤ R
1
3 ≤ 2r. Valitaan

funktio yr lemman 4.10 mukaan, jolloin

∥y − yr∥22 ≤
16∥y∥2BV

r
≤ 32∥y∥2BV

R
1
3

≤ 1.

Nyt koska ∥y∥2 ≤ 1, selvästi ∥yr∥2 ≤ 2 ja kaikilla p > 0

min
|W |≤p

∥fW − yr∥ ≤ 4.

Valitaan nyt p > 0 ja Wp ∈ R2m, jolla |Wp ≤ p ja

∥fWp − yr∥22 = min
|W |≤p

∥fW − yr∥22.

Nyt saadaan

min
|W |≤p

∥fW − y∥22 − min
|W |≤p

∥fW − yr∥22

≤ ∥fWp − y∥22 − ∥fWp − yr∥22
= (∥fWp − y∥2 − ∥fWp − yr∥2)(∥fWp − y∥2 + ∥fWp − yr∥2)
≤ (∥fWp − y∥2 + ∥fWp − yr∥2)(∥y − yr∥2)
= (∥fWp − y − yr + y∥2 + ∥fWp − yr∥2)(∥y − yr∥2)
≤ (∥yr − y∥2 + 2∥fWp − yr∥2)(∥y − yr∥2) ≤ 5∥y − yr∥2.

Valitsemalla samoin ehdoin Wp′ jolla

∥fWp′
− y∥22 = min

|W |≤p
∥fW − y∥22
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saadaan ∣∣∣∣min
|W |≤p

∥fW − y∥22 − min
|W |≤p

∥fW − yr∥22
∣∣∣∣ ≤ 5∥y − yr∥2

kaikilla p ≥ R0. Olkoon nyt g ∈ Hma jolla

inf
W
∥fW − yr∥22 = ∥g − yr∥22.

Funktio g voidaan lauseen 4.23 ja lemman 4.30 mukaan kirjoittaa muodossa

g(x) =
1√
m

∑
i∈J

1{wi·x≥0}(ui · x) +
1√
m

∑
i∈J

αiσ(wi · x) +
1√
m

∑
i∈K

aiσ(wi · x),

missä |J | ≤ m, |K| ≤ m− 2|J |, K ∩ J = ∅ ja ui ·wi = 0. Olkoon nyt funktiojoukko

fWh
=

1√
m

(∑
i∈J

(
σ

((
1

h
wi + ui

)
· x
)
− σ

((
1

h
− αi

)
wi · x

))
+
∑
i∈K

aiσ(wi · x)

)
.

Selvästi fWh
→ g kun h → 0. Huomataan, että Wh = ( 1

h
wi + ui, ..., (

1
h
−

αi)wi, ..., wi..). Jaetaan g = g+ + g−, missä

g+ =
1√
m

∑
i∈K∩I+

σ(wi · x)

ja

g− =
1√
m

∑
i∈J

1{wi·x≥0}(ui · x) +
∑
i∈J

αiσ(wi · x)−
∑

i∈K∩I−

σ(wi · x)

 .

Nyt koska ∥yr∥L2 ≤ 2 ja g on minimoija, saadaan ∥g∥L2 ≤ 4 ja

∥g+∥2 ≤ ∥g∥2 + ∥g−∥2 ≤ 4 + ∥g−∥2.

Nyt lemmojen 4.30 ja 4.10 mukaan 1√
m
|ui| ≤ 6π2∥y∥BV ja |αi|√

m
, |wi|√

m
≤ 30π2R

1
3∥y∥BV .

kaikilla i ∈ J ∪K. Nyt arvoidaan

1√
m

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
i∈J

1{wi·x≥0}(ui · x)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

≤ 6π2∥y∥BVm

ja koska |I−| ≤ m saadaan

1√
m

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∑

i∈K∩I−

σ(wi · x)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

,
1√
m

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
i∈J

αiσ(wi · x)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

≤ 30π2∥y∥BVR
1
3m.

Nyt saadaan
∥g−∥2 ≤ (6π2 + 60π2R

1
3 )∥y∥BVm

ja
∥g+∥2 ≤ 4 + (6π2 + 60π2R

1
3 )∥y∥BVm.
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Nyt lemman 4.31 mukaan ∑
i∈K∩I+

|wi|2
 1

2

≤ 8
√
m+ 2(6π2 + 60π2R

1
3 )∥y∥BVm

√
m.

Nyt vektorin Wh muodon perusteella

|Wh| ≤

4m

h2
+ 2(6π2 + 302π4R

2
3 )∥y∥BVmm+

∑
i∈K∩I+

|wi|2
 1

2

≤ 2
√
m

h
+ 4(6π2 + 42π2R

1
3 )∥y∥BVm

√
m+ 8

√
m.

Valitaan h0 = (Rmm)−
1
2 ja R ≥ R0 ≥ max((10∥y∥BV )

6, 4 · 107), jolloin ehdosta
1 ≤ m9 ≤ R saadaan

|Wh0 | ≤ 2m
√
m
√
R + 170π2R

1
3∥y∥BVm

√
m+ 8

√
m

≤ (2
√
R + 170π2R

1
3∥y∥BV + 8)

(m
m

) 1
2
m

3
2

≤ (3 + 17π2)C(m)
√
Rm

3
2

≤ (3 + 17π2)C(m)R
2
3

≤ 1

2
C(m)R.

Jolloin fWh0
on osa joukkoa, jonka yli minimiä tutkitaan. Merkitään

Fh(x) =
1√
m

∑
i∈J

σ((wi + hui) · x)− σ(wi · x)
h

ja

G(x) =
1√
m

∑
i∈J

1{wi·x≥0}(ui · x),

jolloin selvästi fWh
− g = Fh − G. Tutkitaan nyt, mitä on d

dh
∥Fh − G∥2. Kolmio-

epäyhtälöstä ∣∣∣∣∥z(x+ h)∥ − ∥z(x)∥
h

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∣∣∣z(x+ h)− z(x)

h

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
joten d

dh
∥z(x)∥ ≤ ∥ d

dh
z(x)∥. Nyt saadaan

d

dh
∥Fh −G∥2 ≤

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddh(Fh −G)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddhFh

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

.

Myös kolmioepäyhtälöllä saadaan∣∣∣∣∣∣∣∣ ddhFh

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

≤ 1√
m

∑
i∈J

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddh σ((wi + hui) · x)− σ(wi · x)
h

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

,
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missä ∣∣∣∣∣∣∣∣ ddh σ((wi + hui) · x)− σ(wi · x)
h

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=
1

h2
||hσ′((wi + hui) · x)(ui · x)− σ((wi + hui) · x)− σ(wi · x)||2

=
1

h

∣∣∣∣∣∣∣∣1h
∫ h

0

[σ′((wi + hui) · x)− σ′((wi + tui) · x)](ui · x)dt
∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=
1√
2πh

(∫
S1

(
1

h

∫ h

0

[σ′((wi + hui) · x)− σ′((wi + tui) · x)](ui · x)dt
)2

dx

) 1
2

≤ 1√
2πh

(
1

h

∫ h

0

|ui|2
∫
S1

(σ′((wi + hui) · x)− σ′((wi + tui) · x))2dxdt
) 1

2

,

missä viimeinen epäyhtälö saadaan arvioimalla Jensenin epäyhtälöllä(
1

µ(A)

∫
A
fdµ

)2
≤ 1

µ(A)

∫
A
f 2dµ ja vaihtamalla integroimisjärjestystä sekä siitä,

että (ui · x)2 ≤ |ui|2. Nyt koska σ′(t) = 1{t≥0}, saadaan

d

dh
∥Fh −G∥2 ≤

1√
2πh
√
m

∑
i∈J

|ui|
(
1

h

∫ h

0

I(i, h, t)2dt

) 1
2

,

missä I(i, h, t) =
∫
S1 |1{(wi+hui)·x≥0}−1{(wi+tui)·x≥0}|dx. Selvästi I(i, h, t) = I(i, h, t)2.

Indikaattorien erotus on erisuuri kuin 0 vain, kun

x ∈ ({(wi + hui) ≥ 0} \ {wi + tui ≥ 0}) ∪ ({(wi + tui) ≥ 0} \ {wi + hui ≥ 0}),

ja geometrisesti perusteltuna tämän alueen koko on yhtä suuri kuin kaksi kertaa
vektorien wi+hui ja wi+ tui välinen kulma θ. Koska hui∥tui, suurin kulma saadaan
arvolla t = 0 ja suorakulmaisesta kolmiosta saadaan arvio 2θ ≤ 2 arctan(h|ui|) ≤
2h|ui|, jolloin I(i, h, t) ≤ 2h|ui| kaikilla t ∈ (0, h). Nyt

d

dh
∥Fh −G∥2 ≤

√
2√

2πhm

∑
i∈J

|ui|
3
2 ≤ 1√

πh

∑
i∈J

(6π2∥y∥BV

√
m)

3
2

≤ 1√
πh

15π3∥y∥
3
2
BVmm

1
4 ≤ 15√

h
π

5
2∥y∥

3
2
BVmm

1
4 .

Koska limh→0 Fh = G, valinnalla h0 = (Rmm)−
1
2 ja integroimalla välin (0, h0) yli

saadaan

∥fWh0
− g∥2 ≤ 30π

5
2∥y∥

3
2
BVmm

1
4

√
h0

≤ 30π
5
2∥y∥

3
2
BVm

3
4R− 1

4

≤ 30π
5
2∥y∥

3
2
BVR

− 1
6 ≤ 94∥y∥

1
2
BV .
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Nyt saadaan

min
∥W∥≤C(m)R/2

∥fW − yr∥22 − inf
Hma

∥fW − yr∥22 ≤ ∥fWh0
− yr∥22 − ∥g − yr∥22

≤ (∥fWh0
− yr∥2 + ∥g − yr∥2)∥fWh0

− g∥2
≤ (∥fWh0

− g∥2 + 2∥g − yr∥2)∥fWh0
− g∥2

≤ 30π3∥y∥
3
2
BV (94∥y∥

1
2
BV + 4)R− 1

6

≤ 105(∥y∥2BV + 1)R− 1
6 ,

ja lopulta

min
∥W∥≤C(m)R/2

∥fW − y∥22 − inf
Hma

∥fW − y∥22

= min
∥W∥≤C(m)R/2

∥fW − y∥22 − min
∥W∥≤C(m)R/2

∥fW − yr∥22

+ min
∥W∥≤C(m)R/2

∥fW − yr∥22 − inf
Hma

∥fW − yr∥22

+ inf
Hma

∥fW − yr∥22 − inf
Hma

∥fW − y∥22

≤∥10∥y − yr∥2 + 105(∥y∥2BV + 1)R− 1
6

≤(60∥y∥BV + 105(∥y∥2BV + 1))R− 1
6

≤4 · 104(∥y∥2BV + 1)R− 1
9 .

Nyt oletetaan m9 > R. Valitaan m′ ≤ 2m, parillinen jolla R
1
9 ≥ m′

2
≥ R

1
9

2
. Nyt

aiemman perusteella saadaan

min
|W ′|≤R

∥fW ′ − y∥22 ≤ inf
Hm′a′

∥fW ′ − y∥22 + 4 · 104(∥y∥2BV + 1)R
1
9 .

Lisäksi lauseen 4.27 ja lemman 4.11 perusteella

inf
Hm′a′

∥f ′
W − y1∥22 ≤

62∥y∥2BV

m′ ≤ 2000∥y∥2BVR
− 1

9 ,

joten rajoitetussa avaruudessa Hm′a′ saadaan

min
|W ′|≤R

∥f ′
W − y∥22 ≤ ∥y2∥22 + 5 · 104(∥y∥2BV + 1)R− 1

9 .

Nyt lemman 4.32 mukaan

min
|W |≤C(m)R

∥fW − y∥22 ≤ min
|W ′|≤R

∥f ′
W − y∥22.
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