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1 Johdanto

Neuroverkoilla tarkoitetaan algoritmia, jonka on tarkoitus kuvata ihmisen neuro-
niverkkoa. Neuroverkot muodostuvat tasoista neuroneita, joiden "aktivaatioiden"
perusteella saadaan seuraavan tason neuroneiden aktivaatiot. Ensimméisen tason
aktivaatiot ovat syote, jota kasitellddn niin sanottujen piilotettujen tasojen lépi ja
lopuksi viimeisen tason neuroneista saadaan tuloste. Neuronien aktivoinnit laske-
taan edellisestd tasosta tasomuunnoksen avulla. Useimmiten tasomuunnokset ovat
neuronikohtaisia painotettuja summia joihin lisdtdén jokin tietty vakio, ja tdmén
jélkeen lopullinen aktivaatio saadaan téstd jonkin aktivointifunktion avulla. Yleisia
aktivointifunktioita ovat hyperbolinen tangentti ja ReLU. Yksittédisten painotettu-
jen summien laskeminen on kuitenkin raskasta, ja painotuksista tehdaan neliomat-
riisi ja vakioista vektori. Télloin laskentatehokkuutta voidaan parantaa lineaarial-
gebran keinoin. Neuroverkkoa opetetaan muuttamalla painomatriisia ja vakiovek-
toria, ja muutoksen suunnan antaa opetusdata. Neuroverkot ovat mielenkiintoinen
ratkaisu tietynlaisiin algoritmiongelmiin. Erés yksinkertaisimmista esimerkeisté on
késinkirjoitettujen numeroiden tunnistus. Ensin ongelma tuntuu yksinkertaiselta,
mutta késin kirjoitetuissa numeroissa on hyvin paljon eroja. Tama voidaan ratkais-
ta neuroverkoilla helposti, kun tehdééan kuvatilasta sytetaso aina samalla tavalla ja
opetetaan verkkoa suurella madralla késinkirjoitettuja numeroita. Emme varsinai-
sesti tiedd mité lopputulos oikeasti tekee piilotetuilla tasoilla, mutta lopputuloksella
on helposti yli 95 prosentin tarkkuus. Neuroverkoilla voidaankin ratkaista hyvalla
tarkkuudella ja kevyelld laskennallisuudella useita ongelmia, jotka olisivat laskennal-
lisesti hankalia normaaleilla algoritmeilla, mutta itse neuroverkon kouluttaminen on
vastaavasti laskennallisesti raskasta. Neuroverkkojen koulutus on usein kymmenien
tuhansien muuttujien suhteen optimointia.

2 Neuroverkoista yleisesti

Neuroverkot koostuvat neuroneista, joiden arvoja ovat usein reaaliluvut véalilla
[0, 1], ja tdtd arvoa kutsutaan neuronin aktivaatioksi. Neuronit muodostavat tasoja
(layers). Tasojen vililld on synapseja, jokaisesta tason ¢ neuronista jokaiseen tason
¢ + 1 neuroniin. Tason ¢ 4+ 1 neuronin aktivaatio lasketaan painotettuna summana
edellisen tason neuroneista johon lisdtdéan jokin vakiotermi (bias). Téamén liséksi pai-
notettu summa yleensi siirretdaén ei-negatiivisiin arvoihin jollain funktiolla . Toisin
sanottuna

u,(:) = 0’( Z w](.fliugi_l) + cg)),
j=1

missé, u,(j) tarkoittaa tason ¢ neuronia paikassa k, w](.zl)C on sen synapsin, joka on
tasojen ¢ — 1 ja ¢ vélissd ja neuronista j neuroniin k, paino ja c,(;) on tason ¢
paikan k neuronin vakiotermi. Koska neuroneita on useita yhdessa tasossa ja line-
aarialgebra on laskennallisesti kidtevaa, namé kirjoitetaan yleensa vektorimuodossa

u® = J(VViu("*l) + bi) missd o lasketaan jokaiselle koordinaatille erikseen ja
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Uy wyy Wyy ... W, by
u® = [ W, — 12 22 m2 | b= |2
ulh) w@n wézzn w%)m by

Usein lisdksi merkitaan T;(u) = o(W;u + b;). Téssé siis niin sanottu péaivitys-

funktio tasojen, joissa on yhtd monta neuronia, vélilla. Muotoilusta my6s nékee
kuinka paljon optimoitavaa on jo kahden tason vililld, m? painoa ja m vakiotermii.
Optimoitavien muuttujien maéré selvisti kasvaa nopeasti uusia tasoja lisdttaessa.

2.1 Neuroverkon gradientti

Neuroverkon toiminta on optimointitehtava, jossa etsitddn ne painot ja vakioter-
mit, joilla ero oikeaan tilanteeseen on mahdollisimman pieni. Tutkitaan esimerkiksi
tallaista optimointitehtavas.:

Min (T, ., Ty) — |71| S (T, Ty ) — ()

zeX

missa f (711, ..., Tp, x) tarkoittaa neuroverkon aktivointeja alkuarvolla x ja tasomuun-
noksilla T;(u) = o(W;u + b;) ja X on jokin &dérellinen joukko "opetusdataa', joista
g(x) on halutut tulokset. Funktion A minimin 16ytdminen onkin mielenkiintoisempi
kysymys. Koulumatematiikasta tuttu derivaatta ja sen nollakohta ovat hyvé alku,
mutta tarvitaan useampiulotteista tyokalua. Jos voisimme maéaarittdd funktiolle h
gradientin muunnoksien 7; suhteen, saisimme parhaan suunnan funktion A mini-
moimiselle. Gradientti saadaan derivoimalla minimoitava funktio kaikkien painojen
ja kaikkien vakiotermien suhteen, merkinnélla 7; = (W, b;)

VT, Ty, ..., T,) = ( Oh  Oh oh 0h)7

oW, db,’ 7 oW, db,,

B (9h. 8hv 6h T oh (%)
8w§f)1 8w§f)1 8w£r?71 6b(i)
oh oh oh on

missa oh i 8w§2)2 8wél)2 8w£:1)2 ja oh . C%(Qi)
oW, : ob; :
8h Bh 8h oh
0wy, ol T owim [ ol

Merkitaan X ~ U(a,b) kun X on jakautunut tasaisesti vililld [a,b]. Olkoon
Ty = (11, Ty, T3, ..., T,,), missi esimerkiksi W; ~ U(—1, 1) ja b; ~ U(—1,1)V ja
méaritelladn jono

Ty =Ty, — e Vh(T}),

missd 7, on niin sanottu oppimisnopeus. Tatéd jonoa kutsutaan gradienttilaskuksi.
Oppimisnopeudella on suuri merkitys gradienttilaskuun, esimerkiksi liian pienella
nopeudella jaddaan helposti jumiin lokaaleihin minimeihin, liian suurella taas gra-
dienttilasku ei vilttdmitti suppene. Jos esimerkiksi A € C*, kun valitaan 7, — 0,



[ Vh(Ty)| — 0 ja
lim T, = T.

k—o00
Useimmiten gradientin laskemista ei tehdd koko opetusdatan yli joka kierroksella
"oppimisen" nopeuttamiseksi.

3 Rajatilanne

Normaalisti neuroverkkoa kaytettdessd tasojen méara on aluksi madritelty vakio,
mutta kuinka monta tasoa neuroverkossa kannattaisi olla? Taté voidaan tutkia li-
sdamalla tasoja neuroverkkoon. Syvennytddn neuroverkon toimintaan tilanteessa,
jossa tasoja lisatadn verkon alkuun tai loppuun rajatta. Merkitaan

n = Ty(To(... Ty (x0)...))
ja
Yn = Tn(Tn_l(...Tl(ZE())...>>,

missad x,, ¥, kuvaa tason n aktivaatioita tietyilld muunnoksilla T; ja alkupisteella
xo. Tutkitaan neuroverkon syvyyttéa ergodisen teorian tyokaluilla.

3.1 Ergodinen teoria

Pohditaan tilannetta, jossa muunnokset 7T; ovat toisistaan riippumattomia ja sa-
moinjakautuneita, ja muistellaan todennékoisyysteorian suurten lukujen lakia. Jos
X, ovat samoin jakautuneita toisistaan riippumattomia satunnaismuuttujia joiden
odotusarvot ovat aarellisid, niin

melkein varmasti. Melkein varmasti on todennédkéisyysteorian vastine mittateorian
termille "melkein kaikkialla", eli melkein varman tapahtuman vastatapahtumien
joukko voi olla epatyhja, mutta silla on todennakoisyys 0. Téassd muunnokset T; voi-
si ajatella satunnaismuuttujina joista otetaan "keskiarvo", mutta helposti voidaan
huomata ei-kommutatiivisuudesta seuraavan raja-arvon riippuvuus jarjestyksesté.
Suurten lukujen laki ei siis pade suoraan tilanteeseemme.

Maaritelma 3.1. Olkoon X todennéakdisyysavaruus todennékoisyysmitalla pu.
Funktiota 7 : X — X sanotaan ergodiseksi jos ehdosta 77'(A) = A seuraa, et-
td u(A) = 0 tai p(A) = 1. Jos u(77'(A)) = u(A) niin sanotaan, etti 7 on mitan p
sailyttéava.

Lemma 3.2. [11] Olkoon (X, i) todennékéisyysavaruus ja 7 : X — X mitan séilyt-
tévi ja ergodinen. Tallsin jos u((7—'(B)\ B)U(B\7 !(B))) = 0, niin u(B) € {0,1}.

Todistus. Merkitééan selvyyden vuoksi AAB = (A\ B) U (B \ A). Kaikilla j > 0 on
volmassa

79(B)AB C U TN B)ATH(B) = | (= (B)AB).

=0
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Koska 7 on mitan sailyttavé, niin
u(r7(B)AB) < ju(r~'(B)AB) = 0.

Olkoon nyt B, = ;2o U2, 77*(B). Huomataan, etti

p(BALkﬂ@#)SE:MBAfﬂB»:O

1=]

Koska |J;Z; 77(B) C U2, 4, 7 '(B), saadaan u(BABy) = 0. Lisiksi

=AU B =) U 0= B,

j=01i=j j=01i=j+1
jolloin p(By) € {0, 1} ergodisuuden oletuksen nojalla. Liséksi ehdosta u(BABy,) =
0 seuraa, ettd u(B) = u(By). O

Lemma 3.3. Olkoon (X, i) todennédkdisyysavaruus ja 7 : X — X mitan sailyttava
ergodinen surjektio. Olkoon A C X ja pu(A) > 0. Nyt pu (Ui, 7°4) = 1.

Todistus. Olkoon B = |J;=, 7' A. Huomataan, ettd

B = GTiA C G TA=711B,
i=0 i=—1

ja u(t71B) = u(B), joten u(r'BAB) = 0. Nyt lemman 3.2 mukaan u(B) = 1,
koska sen mitta on positiivinen positiivismittaisten joukkojen unionina. O]

Lemma 3.4. Olkoon (X, u) suljettu todennékoisyysavaruus jolla on numeroituva
avoin peite {U;}52, ja olkoon 7 mitan sdilyttévi ja ergodinen. T&ll6in melkein kai-
killa x € X joukko {x,7(z),7?(x)...} on tihed joukossa X ja liséiksi {x, 7(x), 7%(x)...}
jakautuu tasaisesti joukkoon X.

Todistus. Olkoon = € X alkio, jonka generoima joukko {z,7x,7%x...} ei ole tihei.
Téll6in on olemassa jokin U; jolla

{T"(z) :neN}NU; =0,
joten
redj =X\ Jr(U)).
i=0

Koska 771(4;) = 71X \ UZ77'(U;) = X\ 71U 77'(0) = X\
Urs _, 77%(U;), niin A; C 771(A;). Koska 7 on mitan sailyttava, u(r7—'(A)AA) =0 ja
lemman 3.2 mukaan u(4;) € {0,1}. Lemman 3.3 perusteella u (o, 7(U;)) = 1,
joten taytyy olla p(A;) = 0. Nyt kaikki 2 € X joiden generoima joukko ei ole tihed
kuuluvat unioniin (J;Z, 4;, ja timén joukon mitta u (U;; Aj> <> u(4y) =0.
Téaten melkein kaikilla z € X generoituva joukko on tihed avaruudessa X. Liséksi
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kaikilla k on voimassa m({7%(z) € A}) = m({z € 77%(A)}) = m(A), joten kaikilla
x joilla generoituu tihed osajoukko

> #{mH(x) € A} = nm(A)

kun n kasvaa rajatta. Téssa # tarkoittaa joukon alkioiden maaréa. O

Lemma 3.5 (Birkhoffin ergodinen lause [9]). Olkoon X = (2, F, i) todennékdisyy-
savaruus ja 7 : X — X mitan sdilyttdava ergodinen surjektio ja olkoon f : X — R
mitallinen funktio. T&ll6in melkein kaikilla x € X

%Zfori(x) — /deu.

Esimerkki 3.6. Olkoon f = 14 jollekin A C X jolla on numeroituva avoin
peite. Nyt vasen puoli on 3" 1,(7%(z)), eli toisin sanottuna kuinka mo-
ni pisteisti z,7(x), 7%(), ..., 7"(x) kuuluu joukkoon A jaettuna pisteiden luku-
méaaralld. Koska 7 on mitan sailyttiva ergodinen surjektio, lemman 3.4 mukaan
{z,7(x),7%(x), ..., 7"(x)} ldhestyy melkein kaikilla z € X tihe#id osajoukkoa, jolloin
vasen puoli ldhestyy joukon A mitan suhdetta koko joukon X mittaan, eli joukon A
todennékoisyysmittaa [, dp.

Lause 3.7 (Kingmanin lause [10]). Olkoon (X, pu) todennékéisyysavaruus ja 7 :
X — X mitan siilyttivi ergodinen surjektio. Olkoon {v, € L*(u) | 0 < n < oo}
joukko satunnaismuuttujia. Jos v, on subadditiivinen muunnoksen 7 suhteen eli

Vn-l—m(m) < Vn(x) + Vm(Tn($>>v
niin melkein kaikilla x € X

lim Yul®) (z)

n—00 n

=y > —00.

Maaritelma 3.8. Olkoon 7 : X — X ergodinen ja mitallinen surjektio. Olkoon
EL(X) ={f: X — X | d(f(z), f(y)) < d(z,y)} eli joukon X ei-laajentavien
muunnosten joukko. Olkoon ¢ : X — EL(X). Kosykli on funktio C' : X x N —
EL(X), jolla C(z,0) on identiteettifunktio kaikilla z € X ja

C(z,n) = ¢(z) 0 ¢(7(x)) 0 ... 0 (7" ()

kaikilla x € X ja n € N. Sanotaan lisdksi, ettd kosykli on mitallinen jos x —
C(z,n)(y) on mitallinen kaikilla y € X. Sanotaan, ettd kosykli C'(z,n) on integroi-
tuva jos

/X Ay, 6(x) (1)) du(y) < o
kaikilla z € X.



3.2 Metriikkoja neuroverkkoavaruudelle

Olkoon X avaruuden RY positiivinen kartio eli X C RY, x(i) > 0 kaikilla x € X ja
kaikilla 0 < i < N. Méaritelladn

)= 10 (e (22, 20 )

Selvasti d(z,y) = 0 jos ja vain jos x = y ja d(x,y) = d(y, x). Lisdksi
(1) (i)
o)
Z(@) y(1)
+ log | max ( ) , Iax z(z))
max 2() 2G) max 20 y(@)
(S 200,

=d(z,y).

| \/

d(z,z) +d(z,y) = log <maX (max

Téaten d on metriikka ja kutsutaan sitd Thompsonin metriikaksi. Kuitenkin taso-
muunnoksien ei-lineaarisuudesta johtuen pisteiden kuvautumisen sijaan on joskus
helpompaa tutkia tasomuunnoksien vaikutusta etdisyysfunktioihin. Tarvitaan siis
metriikoiden avaruus. Olkoon dy(z,y) = || — y|| jonkin normin tuottama metriikka
ja olkoon M = {d | 3 C € R" : Ld(z,y) < do(z,y) < Cd(z,y)} eli ne metrii-
kat d jotka ovat bi-Lipschitz-ekvivalentit alkuperédisen metriikan dy kanssa. Olkoon
dy,ds € M ja maaritellaan

do(x dqi(x,
Pl <o (nx {3 T G )

Tama muistuttaa suuresti ylld maéaéariteltyd Thompsonin metriikkaa, ja kut-
sutaan tata etdisyysfunktioiden Thompsonin metriikaksi. Selvdsti D on sym-
metrinen metriikoiden dy,ds suhteen, D(dy,ds) = 0 jos ja vain jos

max {sup#y jfgi z; SUDP, 4, Z;Ez zg} = 1 eli dy = d; ja kolmioepayhtilo saadaan sa-

moin kuin yll&

D(dla d3) + D(d37 dQ) = log (max

y) }
> log ( max < su ,su

THY dl
= D(dla d2)7

eli kolmioepéyhtéld on voimassa. D on siis metriikka ja (M, D) on nyt metrinen ava-
ruus. Tutkitaan nyt tasomuunnoksen 7" vaikutusta eli olkoon T*d(x,y) = d(Tx, Ty).

7




Jos T on diffeomorfismi, niin erityisesti se on bijektio eli se vain "siirtda" alkupe-
riisen joukon pisteitd. T&lloin selvésti d(x,y) = d(Tz, Ty) koska supremumit eivét
muutu. Olkoon nyt 7" vain injektio. T&lloin selvasti TX C X eli

T*dy(z,y) dy(, y)
SUp —————~ < sup ;
TH#Yy T*dl (-777 y) Ty dl (.CE, y)

joten T' on ei-laajentava muunnos metriikassa D.

3.3 Metriset funktionaalit

Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja olkoon zy, € X, ja olkoon F(X,R) jatkuvien
funktioiden X — R avaruus pisteittdisen suppenemisen topologialla. Maaritellaan

®: X = F(X,R)

O(x) = hy(-) :==d(-, z) — d(zo, x).
Jos ®(x)(z) = d(z,x) — d(zo,x) = d(z,y) — d(zo,y) = ®(y)(z) kaikilla z € X, niin
erityisesti kun z = x saadaan kolmioepayhtalolla —d(xg,z) = d(z,z) — d(zg, x) =
d(zay) - d(x07y) > d('zay) - d(l‘, Z) - d(l’o,l’), eli d(Z,y) - d(l’,y) = d(zay) < 07
joten metriikan d ominaisuuksien perusteella ®(x) = ®(y) jos ja vain jos x = y.

lim hy(y) = lim (d(y,z) — d(zo,2)) = d(y, z1) — d(zo, x1) = hay (y)

T—T1 T—T1

kaikilla 1,y € X, joten ® on jatkuva injektio esimerkiksi sup-normissa. Lisdksi
kolmioepéyhtélosta seuraa

he(y) = d(y, x) — d(zo, v) < d(,0) + d(y, x0) — d(z0, z) = d(20,Yy)
ja
ha(y) = d(y, z) — d(zo, ) 2 d(y, x) — d(x0,y) — d(z,y) = —d(x0, y)-
Téasta seuraa ®(X) C XyeX[—d(xo,y),d(xo,y)], joka on (valinta-aksioomaa kéyt-

téden) Tihonovin lauseen perustella kompakti, koska jokainen tulon véli on kompak-
ti. Tulos pétee ilman valinta-aksioomaa, jos X on numeroituva. Tamén seurauksena

joukon ®(X) rajapisteiden joukko ®(X) = {lim,_, h,, | , suppenee} on kompak-
ti. Kutsutaan tdtéd avaruuden X metrisiksi funktionaaleiksi.

Lemma 3.9. [6] Olkoon 7 : X — X ergodinen surjektio ja C' : X x N — R
integroituva subadditiivinen kosykli muunnoksen 7 suhteen eli C(x,n + m) <
C(z,n)+ C(t"x,m) ja lisdksi

infl/ C(z,n)dp = v.
b

n 7

Silloin melkein kaikilla € X on olemassa n; € N, n; — oo ja §; > 0, §; — 0, joilla
kaikilla ¢ ja kaikilla [ < n; on

—10; < C(z,n;) — O(T'z,n; — 1) — vl < 16;.

8



Lause 3.10. [6] Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja C(z,n) joukko sen integroituvia
kosykleja, jotka ovat ei-laajentavia metriikan d suhteen. Silloin melkein kaikilla x €
X on olemassa metrinen funktionaali h € ®(X) jolla kaikilla y € X

lim —A(Clz,n)(y)) = lim ~d(y, C(z,n)(y)).

n—00 n n—oo 1

Todistus. Olkoon 7 ergodinen mitan sdilyttéva surjektio, olkoon ¢ : X — EL(X) ja
olkoon C': X x N = FL(X), C(z,n) = ¢(z)p(1x)...0(7" '2).

Olkoon a(z,n) = d(C(z,n)(xo), xo) missé xo on metriset funktionaalit maéritta-
vé alkuperéinen piste. Koska kosyklit C'(z, n) ovat ei-laajentavia metriikan d suhteen,
kolmioepéyhtélosta saadaan

a(x,n+m)=d(C(x,n+m)(zg), xo)
=d(C(z,n)C(t"x,m)(xg), xo)
d(C(x,n)(x0), x0) + d(C(z, n)C(T"x, m)(x0), C(x,n)(x0))
d(C(z,n)(xg), o) + d(C(7"x,m)(x0), x0)
a(

z,n) +a(rt"x,m),

IA A

eli a(z,n) on subadditiivinen muunnoksen 7 suhteen. Liséksi

a(z,1) = d(C(x,1)(x0), x0) = d(¢(x)(0), o),
joten

[ ote. = [ dtote)ao).an) < o0

kaikilla x € X, koska C'(z,n) on integroituva. Lisiksi saadaan

infl /X a(x,n)dp = infl /X d(C(z,n)(xg),x0) =v > 0.

n n n n

Kingmanin lauseen mukaan melkein kaikilla x € X lim,, alen) — 3 Talsin lem-

man 3.9 mukaan melkein kaikilla 2 € X on jonot n; — oo ja §; — 0 joilla kaikilla 4
ja kaikilla [ < n; on

a(z,n;) — a(t'e,n; — 1) = d(C(x,n;)(w0), 20) — d(C (7w, n; — 1)(20), 20) > (v — &)L

Merkitaan z,, = C(x,n)(x¢) ja olkoon h, se metrinen funktionaali, joka vastaa
pistetta x,,. Silloin saadaan

b, (21) = d(p,;, 71) — d(2p,, To)

= d(C(z,ni)(20), C(x, 1) (20)) — d(C (2, ns)(20), To)
a(C (7’ x,n; — 1) (o), x0) — d(C(z,m;)(x0), 7o)
(V — 51)[

I/\ I/\

Taméa epayhtalo patee kaikilla n; ja [ < n;, joten se patee myos, kun n; kasvaa
rajatta. Olettaen, ettd X on separoituva, eli ettd joukolla X numeroituva tihed os-
ajoukko Y, voidaan valita osajono (n;), jolla kaikilla y € Y h,(y) suppenee. Koska
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kaikki h,, € ®(X) ovat jatkuvia, numeroituvassa tihedssé osajoukossa suppenemi-
nen tarkoittaa myos suppenemista koko joukossa X. Vaikka X ei olisi separoituva,
®(X) on silti kompakti. Joukot Y; = {h € ®(X) : VI < n;, h(x;) < —(A — 6;)l} ovat
epétyhjid, koska h,, on joukon Y; jésen ja ()._, Y; on laskeva jono ja kompaktiudes-
ta seuraa ettd ();~, Y; on epétyhjd. Mikéd tahansa tdmén joukon alkio h toteuttaa
yhtéalon h(x;) < —(A — 6l)l. Kaikilla [ on voimassa

h(z) = lim hy(z) < —(v = &)l

nf—o0

Lisdksi h(z;) > —d(zo, ;) = —d(C(z,1)(z0), o) metristen funktionaalien méadritte-

d(C(w,l)l(%),mO)

lyn perusteella ja Kingmanin lauseen mukaan — v, joten

lim —lh(C(x,n)(a:O)) = .

n—oo N

Koska C(z,n) on ei-laajentava metriikan d suhteen, kolmioepayhtalostd saadaan
kaikilla z; € X

lim lcl(acl,C(yc,n)(acl)) < lim l(d(ycl,xo) + d(xg,C(x,n)(x0))

n—oo M n—oo M

+ d(C(l’, n) (‘TO)a O(ZL‘, n) (5(31)))
— lim Sd(zg, Oz, n)(z0)),

n—oo M
ja sama alaraja péatee metristen funktionaalien méarittelyn perusteella, joten yllaole-
vassa raja-arvossa rg voidaan korvata milla tahansa muulla avaruuden X pisteella.
O

Lemma 3.11 perustuu ldhteeseen [3].

Lemma 3.11. Olkoon || - ||, avaruuden RY normi, joka on yksikkdpallon reunan
jossain avoimessa ympéaristossi funktiona C? eli kaikki ensimmaiisen ja toisen asteen
osittaisderivaatat ovat olemassa ja jatkuvia. Merkitdan normin gradienttia pisteessa

w merkinnalld V|| - ||| . Olkoon

hyn<x) = ||yn — "EHa - ”ynHa

missi ||ynlla — o0 kun n kasvaa rajatta. Talloin on osajono pisteiti y, ja yksikko-
pallon vektori w jolla

Todistus. Yksinkertaisuuden vuoksi ei merkitéd osajonoja erikseen. Huomataan en-
sin, etta Hyy_nH on yksikkopallon vektori. Merkitdan w, = ”yy—"H ja talldin on olemassa

osajono jolla lim, . w, = w. Liséksi selvésti |w|, = 1. Korvaten y,, funktion h,,
méaritelmésséi saadaan
).
a

lim h,, (z) = —x- (VH o

n—00

X

o (@) = [l (Hwn— e

Ynlla
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Oletetaan, ettd n on niin suuri, ettd [[w — wy|l, < € ja normin Taylorin sarjasta
saadaan

HZHa < HwnH + (2 —wy) - V” : ”a + sup VQH : “a HZ - wn”%
wn ' lla—1]<e w
ja
12le > lwall + (z = wa) - V- la] — sup |V lla| |z —wall3,
W, [lw'||a—1]<e w’

kun z on lihelld pistetts w,. Koska normi on C?, niin termi

<C

sup
lw'la—1<e

VA - la

w/

jollain C' € R. Uudelleennimetéén siten, etta ||y,||o = bn. Nyt

_ HwnHa>
a

T

hy, (x) = by <Hwn o

2

X i
<b [-2).v|- b, || =
< (=) 90|+ 5]

T 2
= (V1| )+ om]l|
W bn 2

ja koska [|35]15 = (5-)°||=(3, jalkimméinen termi suppenee nollaan. Samoin saadaan
alaraja, jolloin lopulta saadaan normin gradientin jatkuvuudesta

) :

3.4 Neuroverkko ei-negatiivisessa kartiossa

Jin iy (5) =~ (V1 -

Olkoon X C RYM, missd kaikilla * € X, z(i) > 0 eli jokainen koordinaat-
ti on ei-negatiivinen. Télloin esimerkiksi Rel.U-aktivaatiolla tasomuunnokset ovat
T:X — X. Yleisemmin jos W ja b ovat jokaiselta arvoltaan ei-negatiivisia ja akti-
vaatiofunktio on nouseva ja o(Az) < Ao(x) kaikilla A > 0 ja x > 0, niin silloin my6s
T: X — X.

Maaritelma 3.12. Merkitadn x <y y kun (i) < y(7) kaikilla 0 < ¢ < N. Muunnos
T : X — X on jirjestyksen sailyttévé, jos aina, kun x <y y, niin T'(z) <y T(y).

Esimerkiksi kun z <y y, matriisit W ja vektorit b ovat ei-negatiivisia ja aktivaa-
tiofunktio on kasvava, saadaan Tx <y Ty.

Maaritelma 3.13. Muunnos 7" : X — X on subhomogeeninen jos AT'(z) < T'(A\z)
kaikilla z € X ja kaikilla 0 < A < 1.

Lause 3.14 perustuu ldhteeseen [3]. Lauseen todistukseen on lisétty selvennys
siitd, miten jarjestyksen sdilyvyys ja homogeenisuus johtaa siihen, ettd 7" on ei-
laajentava.
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Lause 3.14. Olkoon X C RY ei-negatiivinen kartio. Olkoon T} : X — X joukko ta-
somuunnoksia jotka ovat kaikki jarjestyksen sailyttaviéd ja subhomogeenisia. Olkoon
o € X ja merkitdadn

Ty = TlTQ...Tn[EQ.

Talloin )
lim sup |z, (1)|» =
n—oo 4
ja on jokin koordinaatti ¢y jolla
. Nt
Tim [z, (i) |+ = .

Todistus. Merkitdin M(z,y) = inf{a > 0 : y <y az}. Valitaan nyt \7! =
max (M (z,y), M(y,z)), jolloin z <y A\ly jay <y A lz. Nyt koska x <y A ly <y
A2z, joten A~! > 1. Koska T; on subhomogeeninen ja jéirjestyksen siilyttivi, saa-
daan M\T'(y) <y T'(A\y) <y T'(z) ja samoin A\T'(z) <y T'(A\x) <y T(y). Nyt

max(M(T(x), T(y)), M(T(y), T(x))) < A"

Liséksi M (x,y) = maxy %, joten d(Tx, Ty) < log(A™!) = d(z,y) kaikilla muun-
noksilla T. Nyt Lauseen 3.10 mukaan

1
lim —d(xg, z,) = v.
n—oo N,

Lisdksi d(z,y) = log(max(sup; %, sup; %)),

. . l
¢’ = lim en®®n) = lim max (Sup Za(?) , sup l’o(’&)) "
n—00 n—00 i :L‘O(Z) i .ﬁEn(l)
@ (i)
= lim sup — = lim supa:n(z')%.
n—00 )

i IO(Z)% n—oo 4

Liséksi koska i voi saada vain dérellisen maaran arvoja, voidaan maéritella ¢,, ehdolla
2, (i,) = sup; x,(i). Nyt saadaan jonon 4, suppeneva osajono jolla on rajana i.
Kaikki koordinaatit ovat ei-negatiivisia joten saadaan
: N y
lim |z, (ig)|» = €". O
n—oo

Ei-negatiivisessa kartiossa tasojen maaran kasvaessa rajatta suurin aktivaatio
kasvaa eksponentiaalisen nopeasti ja on jokin tietty suunta, joka kasvaa nopeimmin.

3.5 Neuroverkko yksikkokuutiossa

Ei-negatiivista kartiota mielenkiintoisempi tapaus on neuroverkko, jonka tasomuun-
nokset sailyttavat aktivaatiot yksikkopallossa. Téssd tapauksessa tarvitaan lisdksi
vain "siledd" monotonista normia eli normia joka on yksikkopallon reunan ldhel-
14 C?. Lisiksi tarvitaan aktivointifunktio, joka on ei-laajentava. Muutetaan tissi
tasomuunnokset muotoon T'(z) = W% o (Wz + b). Tdméa muoto on yleinen jadnnos-
verkoissa. Lause 3.15 perustuu l&dhteeseen [3]. Lauseen alkuperiisestd todistuksessa
ei kisitelty tapausta, jossa h ei ole rajafunktio.

12



Lause 3.15. Olkoon X = R¥ ja olkoon || - ||y C*normi, jolla ehdosta |x(i)| <
ly(i)| kaikilla 0 < i < N seuraa ||z||y < ||y||n. Oletetaan myds, ettd télla normilla
varustettuna avaruuden yksikkopallo on aidosti konveksi. Olkoon T;, kiinnitetty jono
tasomuunnoksia muotoa T'(x) = Wl o (Wx + b) misséd ||W|x = sup,ey IWelly <,

llzll v
b € X ja o on ei-laajentava. Nyt melkein kaikilla zq € X on olemassa vektori Jolla

1
lim —T1T2...Tnl'0 = .
n—oo 1
Todistus. Yksinkertaisuuden vuoksi olkoon metristen funktionaalien alkuperdinen
piste vektoriavaruuden X nollavektori. Huomataan, etta jos ||T1Ts...T,xo||x on ra-
joitettu, niin lause pitda triviaalisti paikkansa. Huomataan, etté

|Tiw — Tyl = Wi o(Wiz +b) — W o (Wiy +b)||w
< [Willwllo(Wi(z) +b) — a(Wi(y) — b)llv
< [[Wi(z) = Wiy)lx < llz = ylln

kaikilla 7 oletuksien nojalla. Tdmén seurauksena myos kahden pisteen vilinen etai-
syys ei kasva rajatta muunnoksien 7; seurauksena. Talloin kahdesta eri pisteesté g
ja z{, alkavat jonot eroavat vain &érellisesti, ja tdmé ero hévidéd termin % seurauk-
sena, joten v ei riipu alkupisteestd xy. Olkoon v, = T1T5...T,xy. Nyt lauseen 3.10
mukaan jollain h € &(X)

1 . 1
lim —|ly, — zo||y = lim ——h(y,) = v.
n—oo M n—oo N

Jos h € ®(X), silloin h(yn) = he(yn) = [lyn — z||v — [|2||x jollain z € X. Nyt

1 1 1
Jim ——h(yn) = lm —— ([lya = 2lly = [lllv) = lim ~ly, = zol|x-

Selvéisti lim, o0 = ||| x = 0 ja normit ovat ei-negatiivisia, joten ainoa mahdollinen
yhteinen raja-arvo on 0 eli limy, o +||yn — ||y = 0 = v. Oletetaan nyt, ettd h on
rajafunktio eli b € ®(X) \ ®(X). Valitaan pisteet z siten, etti h = lim_ h.
ja uudelleennimedmalld saadaan talloin myos lauseen 3.11 mukaan osajono z; jolla
h = limy_,« h;, ja on olemassa yksikkopallon vektori w jolla

J

Nyt saadaan mahdollisesti uudelleennimeamélla vektoreita z

lim h,, (x) = x(VHHN

k—o00

)

Koska v € R ja normin gradientti on rajoitettu yksikkopallossa, %yn suppenee jo-
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3.6 Cut-off -ilmio

Markovin ketjujen teoriasta 16ytyy myos tyckaluja neuroverkkojen tutkimiseen. Mar-
kovin ketjuksi sanotaan jonoja satunnaismuuttujia, joista seuraavan muuttujan va-
linta ei riipu muista satunnaismuuttujista kuin juuri edeltavasta. Tutkitaan nyt yk-
sinkertaisia neuroverkkoja muotoa

Xipi=o0 (Wz : Xi) )

missd W, on valittu toisistaan riippumattomasti jostain jakaumasta ja Xy on kiin-
nitetty aloituspiste. Téllaista neuroverkkoa voidaan pitda Markovin ketjuna, koska
todennidkdisyys, ettd paadytddn pisteeseen X; | pisteestd X; on sama kuin toden-
nakoisyys, ettd W; on sopiva ja tdmaé ei riipu aiemmista tasoista. Olkoon M, (x,t,-)
jono Markovin ketjujen todennakoisyysjakaumia, missa ketjut on aloitettu pisteestéa
x ja muuttuja on ketjun n jakauma ajanhetkelld t. Olkoon néilld ketjuilla muuttu-
maton jakauma 7,. Maaritellaan

d,(t) = max | M, (x,t,-) — ]| L2

Nyt jos w, = o(t,),

lim liminf d, (¢, — aw,) =1
a—o00 N—o0

ja
lim limsupd,(t, + aw,) =0,

a—r 00 n—oo

sanotaan ettd Markovin ketjuilla on cut-off kohdassa t, ikkunalla w,.
Intuitiivisesti siis d, on suuri juuri ennen kohtaa ¢, ja pieni juuri
sen jalkeen suurilla n arvoilla, eli d, alkaa muistuttamaan askelfunktiota.

1
Ch(t)

t, t

Cut-off on "suuriulotteinen" ominaisuus, se ilmenee esimerkiksi kun Markovin ketjut
méaritelladn n-ulotteisiin hyperkuutioihin.
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3.7 Pieni tutkimus Cut-offista

Valitaan W; € RV*N siten, etté jokainen matriisin W; alkio on tasaisesta jakaumasta
U(— \ﬁ \F) Olkoon X jokin N-ulotteisen yksikkokuution vektori ja mééritellaén
Xir1 = o(Wy - Xi), misséd 0 : R — [—1,1]. Jaetaan véli [—1,1] 1001 osaan ja ol-
koon D € R sellainen, ettéd sen koordinaatti ¢ kuvaa vélin [t — 1,352 — 1)
pisteiden esiintymiskertoja vektorissa X jaettuna arvolla N. Talloin selvéisti Dy on
Markovin ketju, koska se on todennékéisyysjakauma joka ei riipu edeltévas aiemmis-
ta jakaumista. Valin jako 1001 osaan on mielivaltainen, mutta tarpeeksi iso tarkkuus
ja talloin 0 on "keskimmaéisessd" vélissd, jolloin voidaan olettaa, ettd rajalla kaikki
arvot ovat talla valilla.

function CUTOFFTEST(N,t)
for + = 0 to 1000 do

X« U(=1,1)N
for ) =0tot do
W U(= ke, o)V

X < tanh(W - X7T)
for kK =1 to 1001 do
D(k) < Length(X (X > 222 —
end for
D+ 2
D(501) «<— 1 — D(501)
A(i) + A(7) + max(D)
end for
end for
A= m return A
end function

1,X < 1001 —-1))

25 muuttujaa

~ N

\
\\.

\

\
\

A\
\

0 2

4

6

8

10 12 1 1w 8 2ol

500 muuttujaa

\\
\\

2

4

6

8

10 12 14 16 18 20

it

Selvasti cut-off-ilmi6é nékyy, ja huomataan, ettd cut-off-aika ei juurikaan muutu 25
ja 500 muuttujan valilla.

3.8 Neuroverkon koon valinta

Neuroverkon ulottuvuudet, syvyys ja leveys sekd alustuspainot ovat neuroverkon
kannalta selviisti merkityksellisié asioita. Adrettoméssé syvyydessi ei tapahdu eri-
tyisen monimutkaisia asioita, ja laskenta on erittédin raskasta suurilla tasomaarilla.
Pienemmilld tasomadrilld laskenta on helpompaa, joskin muuttujia on silti paljon.
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Kannattaako tasomééara valita alle cut-off-pisteen vai sen ylitse? Cut-off-pistettadn
pidempien neuroverkkojen aktivaatiot ovat pienié, jolloin kaikki "arvaukset" ovat
huonoja neuroverkon opettamisen kannalta. Lyhyemmét neuroverkot ovat satunnai-
sempia, ja aktivaatiot voivat olla mitéd vain, mutta toisaalta liian lyhyen neuroverkon
toiminta voi olla liian yksinkertaista kouluttaa tarkaksi.

4 Rajoitetun variaation funktiot

Téassé osassa tutkitaan, miten hyvin neuroverkoilla voidaan esittdéd yksikkéympy-
rilld maédritettyja rajoitetun variaation funktioita. Rajoitetun variaation funktiot
ovat tietylld tapaa siistejd funktioita, silla yksiulotteisessa tapauksessa niilld voi ol-
la vain numeroituva mééra epéajatkuvuuskohtia. Liséksi rajoitetun variaation funk-
tion ensimmaéiset derivaatat ovat olemassa melkein kaikkialla. Rajoitetun variaation
funktiot ovat luonnollinen tapa rajoittaa esimerkiksi optimointitehtavia "siistim-
pien" funktioiden joukkoon. Tissd osiossa merkitdin merkinnilld St kaksiulotteista
yksikkdympyraé.

Miééiritelma 4.1. Kaikilla (x,y) € S* on olemassa sellainen « € [0, 2) jolla (z,y) =

(cos(a),sin(a)). Talloin on luonnollista tutkia funktion f periodista laajennosta
f*(a) = f(cos(a),sin(a)), jolla kaikilla k € Z f*(a + 2kw) = f*(«). Olkoon nyt
mitallisen funktion f : S' — R variaatio

1 2m
Vian (1) = s [ £7(@)6 (@)oo € Ol (&R ol < 1.

Téssa merkinté C’;er(R, R) tarkoittaa sitd, ettd ¢ on periodinen jatkuvasti derivoi-
tuva funktio R — R. Erityisesti ¢(0) = ¢(27). Funktio f on rajoitetun variaation
funktio yksikkdympyrélld, jos se on mitallinen ja sen variaatio on rajoitettu. Toinen
tapa Kkirjoittaa variaatio on

n—1
sup {Z |f (1) = ffla) n>20=0; < ... <, = 27r} < 0.
i=1

Lemma 4.2. Olkoon f derivoituva funktio yksikkoympyralld. Talloin kaikilla ¢ €

1 .
Cher (R, R) on voimassa

[ st = [ o

Todistus. Osittaisintegroinnilla saadaan

2 2
| F@s@da= 1 @noen - F0)60) - [ dla)r Y (a)da
0 0
ja funktioiden ¢ ja f* méaritelmén perusteella ¢(0) = ¢(27) ja f*(0) = f*(2r). O
Maaritelma 4.3. Olkoon rajoitetun variaation funktion BV-normi
1yllsv = l[ylle + Vio2m (¥7).
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Selvésti ||yl > 0, ja 0 jos ja vain jos y = 0 melkein kaikkialla, kolmioepayhtélo
ja homogeenisuus pétevét integraalin, supremumin ja normin || - ||, ominaisuuksien
perusteella.

Lemma 4.4. Olkoon y rajoitetun variaation funktio yksikkéympyralla. Télloin se
on L? integroituva, joten se voidaan kirjoittaa Fourierin sarjana

y*(0) = Z ay, sin(k@) + by, cos(k0).
k=0
missé |ag|, |bk| < 2%.

Todistus. Huomataan, etta

[y (O)] < ly"(0)] + ly"(0) =y (O)] < [y"(0)] + Vo.am (),

joten y* on rajoitettu, ja koska vili on rajoitettu, y* on L?-integroituva. Carlesonin
teoreeman [4] perusteella se voidaan siis kirjoittaa Fourierin sarjana. Valitaan ¢(0) =
— cos(k0), jolloin ¢'(0) = ksin(k#). Nyt saadaan

k 27 k ot k
lyllv > = y*(0) sin(k6)dl > %/ sin?(k@)df > %_
0

27 m

Valitsemalla ¢(6) = cos(kf) saadaan samalla arviolla —2 < ||y| py, ja valitsemalla
¢(0) = £sin(kf) saadaan samat rajat jonolle by. Tdten saadaan

lag], |br] < 2%. O

4.1 Optimointitehtava

Olkoon y : S — R rajoitetun variaation funktio ja olkoon a = (ay,...,an), a; €
{—1,1} ennalta méérityt ja W = (wy, ..., wy,), w; € R?. Merkitdin

1 m
fwa(z) = — a;o(w; - x),
o
missé o(z) = max{0, z}. Kutsutaan funktioiden fy,, joukkoa nimelld H,,,. Olkoon

BV) = [ 1fwvala) = @) Pl = I v = ol

Nyt optimointitehtavané on
i%f O(W).

Esimerkki 4.5. Valitaan a; = —ay = 1 ja olkoon y(z1,22) = 1{z,>021. Huoma-
taan, ettd y ei ole jatkuva, mutta on rajoitetun variaation funktio. Koska kaikki
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joukon H,,, funktiot ovat Lipschitz-jatkuvia, on selvisti ®(W) > 0 kaikilla W € R*.
Kuitenkin jos valitaan w; = *[(0 1) +v/2(1,0) ja wy = ¥%(0,1), saadaan

% vz
o= (o) o 20

o(xg + hxy) — o(x9)
h

— O'I(Qig)wl = 1{I220}x17

kun A — 0. Koska |fw,| < 3, saadaan dominoidun konvergenssin seurauksena

Néin maériteltynd optimointitehtévalld ei siis valttdmatta ole ratkaisua. Tama
ongelma johtuu siitd, ettemme rajoita painojen W komponentteja darellisiksi. Va-
litaan R > 0 joka on tarpeeksi suuri ja merkitdin ®p(W) = max{®(W),4(|W|? —
R*)}, jolloin saadaan optimointitehtéivi

1‘I/1Vf Op(W).

Merkitan lisaksi |[W| = (30, [[wgl[2)2. Jos [Wr| > R + ||yl z2( niin 4(Wg|? —
R?) > 2|yl 2 + HyH%Q(#) > ®(W), joten esimerkiksi W = 0 antaisi paremman
arvion. Nyt siis jos Wz on minimoija, niin selvésti |[Wg| < R+ ||y 22()

4.2 Merkintoja

Maéritelldin yksikkdympyralld S* jatkuvasti derivoituvien funktioiden C! normi

[fller = 1 flloo + 11 f'lloo, missd || f[loc = ess sup,egn|f(2)]. Lisiksi muistetaan || f[|3 =
% f g1 f?du. Olkoon H,,, joukko funktioita muotoa

fWa Zaz o\w; - 7

missd a = (a1, ..., am), a; = £1, w; € R? jax € S*. Merkitadn [W| = (31—, Hwng)%,
I.={i:a;=1}jal ={i:a; = —1} seki m = min(|/,|, |/_|). Huomataan, etta
voidaan mahdollisesti merkkid vaihtamalla olettaa, ettd m = |I_| < |I,|. Lisédksi
jarjestellddn a uudelleen siten ettd a = (1,—1,1,—1,...,1,1,1) eli ensimmaéiset 2m
Vuorottelevat Ja lopussa on vain mahdolliset jaljelle jadvat arvot 1. Merkitaan viela
fos = L@SED 50 £ = M kun x = (x1,22). Téssd f,s on funktion f an-
tisymmetrlnen osa ja fs Vastaavastl symmetrinen osa. Lisidksi maaritelladn joukko
funktioita Ly = {f € L?: f,s on lineaarinen}. Lisiksi Lacl on selvésti joukko funk-
toita, joilla f,s # 0. Ly on hyvé joukko funktioita, koska H,,, C Ly, silld w; - x on
lineaarinen ja o(t) = \tl% € L.

4.3 Log-Sobolev-epayhtalo

Optimointitehtavan optimin tutkimiseen tarvitaan dimensiosta 2m riippumaton ar-
viointimenetelma, silld halutaan neuroverkon tasojen lukumé&iran olevan rajoitta-
maton.

18



Miiritelmi 4.6. Olkoon dj todennikdisyysmitta avaruudessa RY. Sanotaan, et-
td u toteuttaa Log-Sobolev-epayhtalon vakiolla C, jos kaikilla Lipschitz-jatkuvilla
funktioilla u joilla [ u?dp =1 on voimassa

/u2 log(u?)du < 2CL/|VU\2d,u.

Liséksi sanotaan, ettd p toteuttaa Poincarén epéyhtéalon vakiolla Cp jos kaikilla
Lipschitz-jatkuvilla funktioilla joilla [ udu = 0 on voimassa

/qu,ug C’p/|Vu|2d,u.

. . _Alz)? - - ..
Lemma 4.7. Gaussin mitta duy = c,ae” 2 dx, missé ¢, o missd ¢, p normalisoi

koko avaruuden mitaksi 1, toteuttaa Log-Sobolev-epéyhtdlon vakiolla Cp, = £ [7]

Lemma 4.8 (Holley-Stroockin perturbaatiolemmal8|). Jos du toteuttaa Log-
Sobolev-epiyhtilén vakiolla C, niin mitta C~1ed@du(z) toteuttaa Log-Sobolev-
epéyhtilon vakiolla Cpe®°¥). Téssi osc(g) = sup,cy 9(z) — infex g(x).

Lemma 4.9 (Aidan perturbaatiolemma.[1]). Oletetaan, ettd p toteuttaa Log-

Sobolev-epayhtélon vakiolla C. Oletetaan lisdksi, ettd funktiolla ¢ ja vakiolla

B € (0, 1] on voimassa

/ezcmumvm?du <14 g

/eng21_é

2
/ngdu =1

Silloin mitalla 29®)dyu(z) on voimassa Poincarén epiyhtils vakiolla

ja

64cr(1+ B)(1 - 5)
B? '
Lemmat 4.10 ja 4.11 perustuvat l&dhteeseen [2].

Lemma 4.10. Olkoon 3 : S' — R rajoitetun variaation funktio ja olkoon r € N.
On olemassa y, € C*°(S") jolla [|yr[|loc < |yllos lrller < 5rllyllzy ja

1
Iy = gell3 < 1611yl

Todistus. Olkoon u lampdyhtélon dyu = Awu ratkaisu alkupisteelld u(60,0) = y*(0).
Merkitédn vield y,(0) = u(, r—2). Maksimiominaisuuden mukaan laimp&yhtélon rat-
kaiseva funktio saa maksiminsa kun ¢ = 0 tai kun § = 0, ja jos u(0, t) ei ole vahenevé,
niin u(fy,t) > u(0,t) jollain Oy # 0, eli maksimia ei saavuteta, kun ¢ > 0. Joten siis
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maksimi on joko u(0,0) tai u(6,0), joten saadaan ||y, < ||¥|loo- Kirjoitetaan y
Fourierin sarjan avulla

o0

Z ay sin(k6) + by, cos(0)
k=0

ja myos funktiolle u
t) = Z ay sin(k0)e ™ + by, cos(kf)e !

Saadaan derivoimalla ja lemman 4.4 avulla

‘—u (6,1) ‘ > “(laxlk + [bilk)e

k=1

o
12
<Allylpy > e
k=1

> 2w
< 4llyllsv / e tdz = 2V |yl gy
. i

Téten kaikilla 7 > 1 [y.(0)| = | Zu(0,r=2)| < 4r||ly||pv ja selvisti [[y[lor = [y |l +
1. |loo < 57||yll By Arvioidaan liséiksi ||y — u(,t)||3 Fourierin sarjan avulla

1 2

5 | W)~ ulb. )P < i ar (1- ) g by (1= ) :
r a2 IRNE:
<k: (‘ <1—ekt> —l—‘bk(l—ekt) )

Z (ai + b).

Arvioidaan jalkimmaéistd termiéd lemman 4.4 avulla

o0 o0

1 _
> (ak+ b)) <8lllhy D o5 <8lylhyr

k=r+1 k=r+1

Arvioidaan myos lemmaa 4.2 kiyttden ensimmaéisté termié ja sité, etta 1—e*t < k2t

> (e (- -9

<[tk ag]® + [th*by]”

k=1

< 8llylEyt* Yk = 8llylHt°
k=1

< 8llyll5yt*r.

r(r+1)(2r+1)
6
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Nyt sijoittamalla t = r=2 ylldoleviin epiyhtilihin saadaan

_ 16|y pv2
ly = u(e ) < 2 m
Lemma 4.11. Olkoon y rajoitetun variaation funktio yksikkdympyrallé ja kirjoite-
taan y = y; + yo missi y; € Ly ja yo € LS. Silloin |ly1||zv < 4l|yllBv.

Todistus. Funktio y; voidaan kirjoittaa muodossa ys(z) + (), missé y,s on funktion
y symmetrinen osa ja [ on lineaarinen. Symmetrinen osa voidaan Kkirjoittaa muo-
dossa y, = w joten ||ysllsv < ||ly||pv. Funktion osien méérittelyn perusteella
Jo1 ys(@)l(x)dx = 0 ja samoin [, yo(z)l(z)dz = 0, joten

%éﬂ@ﬁﬁ“:@kélﬁﬁfm'

Koska [(z) on lineaarinen, se on muotoa I(x) = ax; + bza, ja ||I||%, = a* + b Nyt
saadaan

[ (L) o= iz [ acoste) + vsnean = T

Taten . l( ) ||l||
x 00
— y(x doe = ——.

Cauchy-Schwarzin epéyhtélolla saadaan

Il = 5 [ v < Valyla

lyllsy < llysllsy + v = lylsv + Vieen (") + V2]lyll2-

Koska ||yl3 = [qv%dp < [o lyll%du, saadaan |[ylls < [|y|eo. Liséksi funktion
lineaarisuudesta yksikkb’ympyréilléi saadaan kulmaa vaihtamalla [*(0) = ||I||o sin(@).
Nyt jollain ¢ € C). (RR) saadaan lemman 4.2 perusteella

joten

per

1 21 . 1 2 .
%%Wﬂ:%/'r@¢ww:——- (Y (0)6(0)ds
1 2w
< — <
<3 | r@seas < o [ laye)as
] oo
4%ngu
™
Lopulta [[y1]sv < lyllav + (1 +v2) [yl < 4]yl 5v. O
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4.4 Differentiaaligeometriaa

Lause 4.12 (Divergenssilause [5]). Olkoon (Fi, Fy, ..., F),) = F : R" — R" sellainen,
ettd F; € C*(B(0,r)). Tallsin fB(O,r) V- Fdu(x) = faB(O,T) F(z) - n(x)do(x), missa
n(x) on pallopinnalla ulospéin osoittava yksikkovektori ja V- F =" a%iFi' Téssa
o on avaruuden R"~! Lebesguen mitta.

Lause 4.13 (Osittaisintegrointi avaruudessa L2(e~I*l3dp)). Olkoon f : R" — R
ja F' : R® — R", joissa molemmat ovat rajoitettuja C!-funktioita avaruudessa

L2(e7IelBqp). Tallsin [, (Vf - Fe 1#edu = — [, f(V - Fe loI8)dy.
Todistus. Tavallisen derivoinnin tulosddnnosta saadaan

0 0
S (F) = (

0

joten

V()= Y (fR) = Y (- P)F+ (3 F) = (V) F 4 [V F

=1

Divergenssilauseen mukaan saadaan

/ fe—llxllgp.n($)d0:/ V- (fFe I3y dy
dB(0,r)

B(0,r)

_ / (V] - F)eleliqy +/ £V F)e-lel3qy,
B(0,r) B(0,r)
Nyt koska f ja F' ovat rajoitettuja, on olemassa C’ € R jolla —C' < fF -n(z) < C'.
Liséksi n-ulotteisen pallon pinta-ala kasvaa luokassa O(r" '), joten saadaan jollain
CeR

—Crl < / fF-Ndo < Cr" L.
OB(0,r)

Huomataan, ettd ndmaé patee kaikilla r € R ja lim,_,o +Cr"le= = ( kaikilla
n € N, joten saadaan

/ (V1) - Pl Bau+ [ v (Pelei)ay, = o. 0

RTL

4.5 Stokastiset prosessit ja Fokker-Planck-yhtalo

Stokastisen gradienttilaskun tutkimiseksi tarvitaan stokastisten prosessien ja diffe-
rentiaaliyhtéldiden teoriaa. Stokastisen gradienttilaskun etuna on "kohinan" eli sa-
tunnaisen pienen virahtelyn lisidminen, jolloin gradienttilasku ei jaa jumiin pieniin
kuoppiin. Kohina siloittaa néin gradienttilaskua.

Maaritelma 4.14. Olkoon (X, ) jokin todennékéisyysavaruus ja 7' jokin indek-
sijoukko. Stokastinen prosessi on perhe satunnaismuuttujia P(z), missé x € X ja
telT.
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Madéritelmi 4.15. Olkoon By(z) : R¥x [0, 1] — R? stokastinen prosessi jolla By = 0,
By on jatkuva kaikilla ¢ € [0,1], kaikilla ¢ > 0, u > 0 By, — By ~ N(0,u) ja
By, — B; on riippumaton muuttujista B, s < t. Tallaista prosessia kutsutaan
Wiener-prosessiksi tai "kohinaksi".

Maaritelma 4.16. Olkoon G vasemmalta jatkuva stokastinen prosessi jolla
Joa [) G2dtdp < oo. Merkitéin [ GAW = lim, o0 Sop—p Gy (By,., — By,). Tité
kutsutaan stokastiseksi integraaliksi tai [ton integraaliksi.

Lemma 4.17 (Fokker-Planck-yht&lo |1 2]2 . Olkoon X; sellainen stokastinen prosessi,

ettd Xyps — Xy = ttJrs G( Xy, u)du + ftJrS H(X,,u)dB, kaikilla t € [0,1] ja s €
[0,1 — t]. Toinen tapa merkitd tétd on dX; = G(X;,t)dt + H(X;,t)dB;. Télléin

prosessin todennékéisyysjakauma p(x,t) toteuttaa yhtalon
0

1

Lause 4.18. Maaritelldédn neuroverkon stokastinen gradienttilasku stokastisen dif-

ferentiaaliyhtalon
AW, = =V (W,)dt + /2edB,

suhteen. Toisin sanottuna siis
t+s t+s
Wips — W, = / —VOR(W,)du + / V2edB,
t t

kaikilla t € [0,1], s € [0,1 — t]. Tall6in kun p(W,t) kuvaa prosessin W; jakaumaa
ajanhetkelld ¢, p(W,t) toteuttaa Fokker-Planck-yhtélon

5,
5P = V- (pVOr(W,) +2Vp).

Todistus. Sijoittamalla A(X;,t) = —V®g(W,) ja B(Xy,t) = v/2¢ lemman 4.17 mu-
kaan saadaan

) 1
5P = —V - (=VOr(W))p) + 5V (\/§2€2Vp) =V - (pVOR(W,) +&*Vp). O

4.6 Virhefunktiosta

Tassa osiossa tutkitaan virhefunktiota

W) = |lfw — ?/||%2(u)-

Mitasta p oletetaan vain, etta se on todennakoisyysmitta yksikkoympyrélla. Lisdksi
téissi osiossa tarvitaan vain L?(u)-normia, joten kirjoitetaan se muodossa || -||. TAmé
osio perustuu kokonaan lahteeseen [2].

Lemma 4.19. Olkoon rajoitetun variaation funktio y sellainen, etté ||y|| = 1. Silloin
B) < (W] + 177,
[V ®(W)[* < 40(W)

ja

V(W) - W > &(W) — 1.
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Todistus. Cauchy-Schwarzin epéyhtalolla kaikilla fiy € H,,, ja kaikilla x € S*

[fw ()] = —=

koska a? = 1 ja o(w; - ) < |w;|*. Myds Cauchy-Schwarzilla

[ v < L P2 = Wl < 1,

Virhefunktio saadaan muotoon

B(W) = - / (w — y)du

S—/ fovdp +—/ fwydwr—/s1

< |WP+2[W| +1.

Liséksi derivoimalla painon w; suhteen saadaan

fW( ) =

(wl fL’)ZE,

IVw fwl? = %/1 Z (8?0 fw(x)> du

m27r /Slz(ﬂx\z "(w; - x)*dp.

Lisiksi a? = 1, |z| = 1 ja o(y) < 1 kaikilla y € S* joten

1
D, Jm e

joten

IVw fwr|? < 1.

Nyt saadaan

V()] = [Tl fiw =
1 1
~ Ve [ (= dul < 25 [ Vsl =l

<2[Vw fwlllfw =yl < 2lfw =yl = 2/ 2(W),
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eli [Viy®(W)|? < 4®(W). Lopuksi, koska faw(z) = M fr(z) kaikilla A > 0, saadaan

9

() = fnla).
Talloin
Vw®W)-W = V| fw -yl -W
= Vio / (fw — v)%du- W
i ( s | U= v wk)
zzi/slz(awk fw =) k)du

= —/ 2(Vw fw - W) (fw — y)du

/foW y)d

= 27T (fw y)du+2—/ (fw —y)du

> | fw — yll2 — Iyl = e(W) - 1.

Neljannen rivin integroimisen ja derivoimisen jarjestyksen vaihdon voi tehdé, koska

fw on jatkuva funktio kaikkien w; suhteen, ja jokainen osittaisderivaatta on jatkuva
melkein kaikkialla.

]

Lemma 4.20. Olkoon 0 < ¢ < 1 ja R > 10. Silloin kaikilla Lipschitz-jatkuvilla
funktioilla u, joilla fRQW ue=®rWe2 gy = 0, on voimassa

/ u2€f<I>R(W)5—2dW < CP€2/ |Vu|2ef<I>R(W)e—2dW
R2m

RQm
Vakio C), < 140 kun m > 24R?¢~2, muulloin C), < %6(4R2+2)572.

Todistus. Merkitiin ®p(W) = V(W) — 2F (W), missd V(W) = (4|W]* — R?)

ja F(W) = V(W) — &(W))l{ew)>vw)- Tutkitaan Gaussin mittaa dy =

Come ™ WP AW | missi cop, = (2=)". Lemman 4.7 perusteella 7 toteuttaa log-
Sobolev-epéyhtélon vakiolla O = =. Lemman 4.19 perusteella (W) < (W +1)2.
Nyt kun R > 10 ja |W|* > 2R? saadaan

IS
w=|| FM

V(W) = 4(W? — B?) > (W] + 1) > &(1D).

Selvisti nyt (W) = 0 aina, kun [W|* > 2R? Myds lemman 4.19 perusteella saadaan
AW 2 — (W) > 2|[W|* — 2 > —2. Talléin

20F(W)| = [(V(W) = @(W))_| = [(4W[* — ©(W) — 4R*)_| < 4R* +2.
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Lemman 4.8 perusteella saadaan, etté mltta dyp = e? 2672 F d'y toteuttaa log-Sobolev-

epiyhtilon vakiolla C,. = Cpe@+27"  Agettamalla C, = £2C,. saadaan 16y-
hempi arvio. Oletuksella m > 24R%:~? ja valinnalla B = }l saadaan lemman
4.9 avulla parempi arvio. Varmistetaan ensin, ettd lemman 4.9 oletukset tayt-
tyvit. Huomattiin, ettd F' = 0 pallon B, sz, ulkopuolella. Derivoimalla saadaan

2VE(W) = VV(W) = VO(W) = 8W — VO(W), kun F(W) # 0. Lemman 4.19
perusteella saadaan arvio

IVE(W)]? = 3(64|W|2 —16VO(W) - W + |[VO(W)?)

—_

Z(64]W\2 — 16D(W) + 16 + 4D (W))
< 16|W|* + 4,

joten saadaan

/ (20LA+DIVEPP g / JECESIIE -2VF|2d7:/ eBe IV g
RQm R2m ]RQm
cr () mrewray
e B

<14eis” (;i) / e WEaw
er B

V2R

<1ei” (;i) e / 1dW.
e B

V2R

2m-ulotteisen pallon tilavuudesta ja Stirlingin kaavalla saadaan | B, 1law <
2R

2\™M |
1 (M) , joten saadaan

v2mm m
5 -2 2\ M
/ 2O DIVERP gy < 1 - — e Selt <1+ 1
R2m \2mm e2m - 8

Olkoon G. = e ?F + a, missi o € R valitaan siten, ettéd [p,,, e2“<dy = 1. Télloin
riittaa todistaa, etté fRQm eCedy >1— %. Saadaan

/ eGsd’Y — ea/ ea*QFd,y > 6—@/ GQGECZ’}/ — e
R2m R2m R2m

1
Koska e™® = (fRQm 62572Fd’7> ® | riittdd tieto, etté Jgom e Py > 1 — 75. Samoin

kuin alemmin saadaan

_ _ 4\
/ e Qde =1- / (1—e* 2F)d7 >1- (2—> / 1dW
R2m B ETT B
V2R

V2R

-1 1 < 4 27reR2>’”_1 1 (86R2>m
B V2mm \ &> m N V2rm \ £2m

26



Nyt koska m > 24R%c72, ¢ < 1 ja R > 10 saadaan, etti

1 8eR? - 1 8eR? - 1
V2 m \ e2m T N2mm 24 R2 — 10’

/ e Fay>1— 1
R2m 8

Talloin lemman 4.9 oletukset tayttyvét, ja nyt mitta e*~=dvy sekd mitta dvyp to-
2
645 (1+3)(1-3)
12

jolloin lopulta

2G.

teuttavat Poincarén epéyhtélon vakiolla ). < = 1402, ja jilleen

4
asettamalla C), = e 2C), . saadaan tarkempi arvio. m

Lause 4.21 perustuu myos lahteeseen [2]|. Alkuperiisesté todistuksesta oli jatetty
pois paljon vilivaiheita, eikd annettu vastinetta lauseelle 4.13. Nama on todistukseen
lisatty.

Lause 4.21. Olkoon ¢ € (0,1] ja R > 10 ja oletetaan ||y||z2¢,) < 1. Olkoon p(W,t)
funktion B; todennékéisyysjakauma, kun W; saadaan Stokastisen gradienttilaskun

AW, = =V & x(W)dt + V/2:dB,

mukaan aloituspisteestd py ajanhetkelld t. Talloin p(W,t) — poo (W) = o~ PR(W)e™2
eksponentiaalisella nopeudella ja
[ pt) = ot < e / po — pool2e™5*aW.

R2m R2m
Kun m > 24R%2, C' > & muulloin C' > 16e~ 4 +2)="
Todistus. Olkoon p(W,t) = u(W, t)e=*rW)="?  Huomataan, ctté

/ (p(.7 t) _Z)OO('))2 (PRE dW (’U/(.’ t)efq)RE_Q _ e*CDRE )2 <I>R€ dW
R2m R2m

- / (ul-, 1) = 1)Pe™ " "dW.
RQm

Liséksi lauseen 4.18 mukaan, kun gradientti lasketaan painon W mukaan, saadaan

ou o 9 0 —2 g2
ot a(p(x,t)e%a ) = a_feq)m =V (pVg +*Vp)e®™

= (Vp-VPg)e®™ " 4 p(ADR)e®r " + 2(Ap)e®rs”

Lisaksi 1
Vu = V(pe®r ") = 7 "Vp + —QpeészVd)R,
€

1 -2
Vu - VCI)R—G Vp V(I)R—l— 2p€ (V(I)qu)]{)
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ja
Au=V-V(pe?™ ") = V- ((Vp)e®r " +pVetn)
=V (V)™ ) + V- (p(Ve™ )

—2 ]_ -2 ]_ -2 -2
= (Ap)e®r + g—z(Vp - Vog)e®rs + 6—2(Vp - VOR)e®™ " + pAe®n®

—2

_ 1 _ 1
= (Ap)e™ " 4+ 5 (Vp- VOR)E™ 4 5(Vp- Vg)e™™
p Ppe2 p Ppe2
+ E(Aq)R)@ R + 6_4(V(I)R . V@R)e R s

jolloin
_ - - 0
E2Au— Vg - Vu = 2(Ap)e® " + (Vp- VOR)e ™~ + p(Adg)e® " = a_?;'
Viela lopuksi huomataan, etta
2V - (Vu)e™®m ") = e2(Au)e ®r
Ylldolevan perusteella saadaan

d1
dt 2

2 -2

— (Vu - Vog)e *re

/ (u—1)% % dW = (u— 1)@6_¢R€72dW
R2m R2m at

= / (u—1)(2Au — Vg - Vu)e & dW
R2m

=¢e? / (u— 1)V - (Vue ®r)dw
]R2m

= —¢? / IVul2e= " aw,
R2m

missd viimeinen valivaihe saadaan Lauseen 4.13 avulla, koska suuren pallon ulko-
puolella e®rW) = e~ Lemman 4.20 perusteella

/ (u—1)2e=2r " qW < Cpe? / (Vul2e= " aw,
R2m

R2m
joten saadaan

d 2
el -1 2 7<1>Rs AW < __/ -1 2 7<I>Rs dW.
Merkitsemélld nyt U (¢ fRQm u—1)% ~®re”* IV | saadaan epadifferentiaaliyhtalo
d 2
—U < ——U.
dt Cp

Tésta saadaan
/ W / "
U — Cp
Oikea puoli on In |U| ja U > 0 joten saadaan
U < e o 'U(0).

Téamaé taas tarkoittaa, etta

/ (u(-,t) — 1)2e~%r= 21 < ¢ 75! / (uo(-) — 1)%e~®r= " dW. O
]R2m

R2m
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4.7 Funktioavaruuden H,,, sulkeuma

Tutkiaksemme tarkemmin virhefunktioiden ®(W) ja ®z(WW) eroa tarvitsemme muo-
toilun funktioille, jotka saadaan funktoiden fy rajana, kun |W| kasvaa rajatta. Mer-
kitaan taté funktioavaruuden sulkeumaa L?-normin suhteen H,,,. Funktion fy méi-
ritelmén osa \F voidaan unohtaa téssé osassa, koska painoavaruus pysyy samana.

Lemma 4.22. Olkoon S C S' yhteniinen ja v € R?. Olkoon L(S) kaaren pituus.
Silloin

/ (v- )%z > c|oPL(S)?
S
jollain ¢ > 0.

Todistus. Jos L(S ) = 0, véite on selvid. Kddntamalla koordinaatistoa voidaan olet-
taa, ettd v = i = (0, 1) Nyt jollain a,b € [—27, 27| saadaan

/S(U:B) dzr = |v| /S((O,l)-a:) dx
= |v\2/ ((0,1)) - (cos(a), sin(a))*da

b
= |v|2/ sin(a)?*da.

Liséksi yksikkéympyralla L(S) = b — a. Riittéa siis todistaa, ettd on olemassa ¢ > 0
jolla kaikilla 0 < b — a < 27 on voimassa f sin(a)?da > ¢(b—a)®. Josb—a > %

silloin fa sin(a)?da = 52 — w > 7 — % > 1. Téllin valitsemalla ¢ = &5
vaite péLtee Jos taas b a < % voidaan funktion sin(a) jaksollisuuden nojalla olettaa,
ettd =3 < a < b < 2. Nyt Vahlla [a, b]
8
sin > g2
(@) = 5
joten

/[; Sln(OZ) do 9 /a a“da o7 B (b a )

Liséksi b3 — a® > (bzg)?) = %‘?3 kaikilla b > a joten viite pétee. O

Lause 4.23 perustuu ldhteeseen [2]. Lauseen todistuksessa kiytetty lemma 4.22
oli jatetty harjoitustehtaviksi.

Lause 4.23. Funktio ¢ : S — R kuuluu funktiojoukkoon H,,, jos ja vain jos se on

muotoa
Z ]l{wl z>0} V; - + Z a;o wz 7

i€ €K
missd w; ovat yksikkovektoreita, K, J C I, KNJ =0 ja |J| < m.
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Todistus. Oletetaan, ettd |Wy| — oo ja || fw, |2 < C. Kirjoitetaan

fWk Zaz zk: IL'

el

ja tutkitaan yhtd indeksin ¢ arvoa. Jos liminfy_, |w; x| = 0, selvésti osajonon va-
linnalla ndmé indeksit voidaan jattda huomiotta. Jos limsup,_, . |w; x| < oo, mer-
kitdan w; = limy_,o w; ; joka on olemassa osajonon raja-arvona. Valitaan indeksit
joilla tdma péatee joukkoon K. Jos kumpikaan yllaolevista ei pade indeksilla ¢, vali-
taan 7 € I. Néilld valinnoilla, kun merkitddn f x = ). N a;0(w; - x), saadaan

fk,K — Z aia(w

€K

Merkitadn lisaksi

fro= Z a;o(w; g - x).
i€l

Olkoon i € I ja merkitddn w;; = % Nyt on olemassa osajono jolla

limy_,o0 |w; x| = 00 ja jono w;y, suppenee vektoriin w;. Nyt koska limg_, o || fn, |2 < C
niin kaikilla 7 € I on olemassa j € I jolla w; = w; ja a; = —a;. Taten toisis-
taan eroavia vektoreita w; on korkeintaan m kappaletta. Olkoon joukko J néiden
toisistaan eroavien vektoreiden indeksit. Merkitadn nyt

fra =) ailmpazo)(wiy - ).
1€

Valitaan lisiksi € > 0 ja olkoon A, = {x € S': [w; - x| < ¢ jollain i € J}. Nyt koska
limy,_,o W; i = W;, indeksille 7 € I, ja tarpeeksi suurella k& saadaan

{reS"\ A : (Wi -x) >0} C{resS: (w- z) >0},
joten kaikilla z € S'\ A. voidaankin kirjoittaa
Jrg = Z ail a0 (Wi - ).
il

Olkoon S joukko kaaria S, joissa funktio )., Lig;.s>0p on vakio. Valitaan joku
naistd kaarista ja olkoon Ig C I, ne indeksit joilla w; - > 0 kaikilla z € S. Nyt

koska )
/ (Z a; Lm0 ) (Wik - x)) de < || fr;ll7: < C,
S\A.

1€

lemman 4.22 mukaan jollain ¢ > 0 on voimassa

2
Zawzk _/ (Zaiwi7k-x> de < C.
S\A. \ 7

i€lg i€lg

Nyt kun € — 0, selvésti L(S '\ A.) — L(S), ja tdmi pétee kaikilla sektoreilla S € S,
joten saadaan

L(S\ A.)?

sup | Z ]l{wz x>0}azwz k| < Cl

zeS!t i€l
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Télloin kaarilla S on suppeneva osajono vektoreita ) .. 1o @iW; k. Merkitdén tata
vektoria vg. Télloin f; ; suppenee funktioon g¢;(x) = Zs]l{zeS}(US r) L*normin
suhteen. Korvaamalla kaaret S niiden maéritelmalld saadaan lopulta

G = Z Lwra>0p (v - @),

ieJ
misséd Y, v = vg. Nyt olkoon funktio g € Ly(S") muotoa
Z ]l{w.b x>0} + Z a;o
icJ 1€EK

missa w; ovat yksikkovektoreita, J, K C I ovat erillisid ja J < m. Koska oletamme,
ettd a; = —a;4q kaikilla ¢ € {1, ..., 2m}. Olkoon nyt

2|J|
1 _
fWh:E ;0((%—%}1%) ) aw .1' +Z€ZKCZ1

Selvéasti fw, € Hpma. ||fw,||z2 on my6s rajoitettu pienelld h, koska vektorin hv;
vaikutus pistetuloon hévida. Télloin selvisti lim,_,o fw, = ¢(x) melkein kaikilla
re St O

4.8 Tasainen arviointiteoreema

Téasséd osiossa tutkitaan rajoittamattomien painojen optimointitehtavad eli sité,
kuinka hyvin funktio ¢ € H,,, voi approksimoida rajoitetun variaation funktiota
y. Lemmat 4.24, 4.25 ja 4.26 seké lause 4.27 perustuvat ldhteeseen [2].

Lemma 4.24. Olkoon y rajoitetun variaation funktio yksikkéympyralla. Merkitaan
Y =y1+ Yo missd y; € Ly ja ys € Lfl. Millé tahansa f € Ly

1 = ylls =11 = wull2 + llyell2.

Liséiksi jos y € LS, saadaan
inf —yl|2 = 2,
W eR2m Ifw = yllz = [lyll2
Todistus. Vektoriavaruudet L, ja Laol ovat erillisia ja H,,, C L. O

Lemman 4.24 perusteella on luonnollista rajoittautua rajoitetun variaation funk-
tioihin joiden symmetrinen osa on lineaarinen.

Lemma 4.25. Olkoon m = 4 ja m = 2. Olkoon mak = clg, 9,) + L6, 4 05+n);
c €R, 0< 0y—0; < m Talléin on olemassa g € H,,, jolla g(#) = 0 kaikilla
0 € [0,91] U [02,01 +7T] U [92 + ™, 277'] ja

5
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Todistus. Koordinaatistoa muuttamalla voidaan olettaa ¢ = 1 ja —0; = 0, < 7.

Lauseen 4.23 mukaan on olemassa g € Hy,, jolla g(z) = Lgraz0171 — Limgze>0321
missi w1 = (sin(fy), cos(6s))T jawy = (—sin(fy), cos(fs))T. Napakoordinaateissa siis

g<8) = 1(—92,92) COS<9) - 1(—92+7T,92+7r) COS(9>‘

Selvasti g(#) = 0 kun 6 € [0, 61]U[02, 61 +7|U[fs+7, 27]. Lisdksi koska |1—cos(0)] < %
kun |0 < § saadaan

lg —yll5 = L (/92 (1 — cos(6))?d6 + /Gm (1+ cos(e))%ze)

27T —05 —Os+7
2) 02 1 02
= —/ (1 — cos(f))?do < —/ 0*do
T Jo 2 J,
1 1
= 10,7 < 1000 %) -

Lemma 4.26. Olkoon y* rajoitetun variaation funktion y symmetrinen osa. Tall6in
kaikilla V € N on olemassa N symmetrisen askelfunktion summa vy jolla

m|yl3
ly* — w3 < TBV-

Todistus. Jaetaan véli [0,77) N yhtdsuureen osaan Iy, ..., Iy, I, = [0k, Oky1). Talloin
selvisti |I| = . Korvataan y oikealta jatkuvalla funktiolla, joka on sama melkein
kaikkialla. Maarltetaan yksinkertainen funktio vy : [0,27) — R,

0 muulloin.

5(0 kun 0 € I tai 6§ — I
UN(H):{y(k>’ un 0 € I, tal m el

Selvasti vy saadaan N askelfunktion summana. Huomataan, ettd melkein kaikilla
0 e I

n—1
ly*(0) — y°(Or)| < sup {Z [y (1) — Yo ()| O = a1 < ... < @y = 0k+1}

=1
=Vi.(y) <l|v’llsv.

Nyt saadaan

ly* —vnll3 = Z y(01,)|>d6
2 N
< — s do
<5 ; ; y*| v Vi, (v)

N
1 S
= 3 llvllsv Z Vi, (y)

1
”?J HBV > HyHBV L
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Lause 4.27. Olkoon y rajoitetun variaation funktio yksikkéympyralla ja y € Ly
Talloin

: 62]yl7
it -yl <

m
Todistus. Oletetaan, ettd m > 3. Oletuksen mukaan y = y® + [, ja lineaarinen osa [
saadaan

g(z) = aro(wg - x) + ago(—wg - ) = I(z).
Nyt koska m > 3 voidaan arvioida symmetrista osaa yksinkertaisen funktion avulla
Valitaan N = Lmle Olkoon vy se funktio, joka saadaan lemman 4.26 mukaan
Valitaan nyt lemman 4.25 avulla g, € H,,,, muotoa

= mrazop(vi - ),
jolla

2 5

< 37T5||y||Bv2 < HyHBV’
- 1000m —
koska ¢ < ||y*]| ja N

m
3

m

1. Olkoon lopulta g = g; + gs € Hpne ja télloin
inf w 3 < - 3= s — Ys 3

b o =yllz < llg = yll2 = llys — 952

< 2llys — x5 + 2[low — gsll3

< 22yl

+ QHQHQBV < 62HZJHQBV
N m -
4.9 Paikallistusteoreema

m

Tamaé osio perustuu kokonaan lihteeseen [2]. Lemman 4.28 todistuksessa on késitelty

alkuperéisessa kasittelemattoméat tapaukset indeksien i, j paikoista ja selvennetty,
miten saaduilla kaarilla saadaan mielivaltainen haluttu kaari

el

Lemma 4.28. Olkoon y € L*(S'). Tillsin se funktio g € H,,, joka toteuttaa
vhtalon infy || fwr — yll2 = |lg — y||5 toteuttaa myos kaikilla sektoreilla S joissa
funktio ), ; Liwra>0p on vakio

[ it~ [ e

muotoa

Todistus. Olkoon g € H,,, se funktio joka saadaan lauseen 4.29 perusteella ja se on

Z ]l{wl x>0} Uz + Z a;0 wz
ieJ

7
€K
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missi w; # w; kun ¢ # j. Valitaan ¢,j € I ja olkoon Sy = {wy, - x > 0}. Merkitdan
lisaksi
Sij = Sz \ Sj ja Sji = Sj \ SZ
Hajotetaan normi kuten lemmassa 4.24 muotoon
lg —ylz = llg® = v°l15 + llg® — v° 115,

missé a tarkoittaa antisymmetristd ja s tarkoittaa symmetristd osaa. Olkoon liséksi
u € R2. Nyt joko 4,5 € K, 4,j € J tai symmetrisesti 7 € J ja j € K. Ensimméisessi
tapauksessa merkitdan

9i(z) = g(x) + tlmrazoy (v - ) — tlimrezoy (u - ),
toisessa merkitdan
g:(x) = g(x) + ai(o((wi — aitu) - ) — o (w; - x)) — a;(o((w; — ajtu) - ©) — o(w; - x))
ja kolmannessa merkitadn
0:(@) = 9(x) + tLgaranoy (- ) + 0, (o((w; — aztu) - @) — o(w, - 7))
Huomataan, etta
a0} (U - 2) — iz (—a)z03 (v - —(2))
= tljwraz01 (U - @) + tlgracoy (v - x) = tu -z,
ja koska o(x) — o(—z) = x, saadaan
ai(o((w; — aitu) - x) — o(w; - x)) = (ai(o((w; — aitu) - (=) — o(w; - (=))))
= a;((w; — a;tu) - x — (w; - x)) = —tu - x.
Talloin saadaan

o g(@)—g(-z) g@)—g(-z) tu-z—tu-x a
(9)" = 9 - 9 + 9 -

Koska g on minimoija, taytyy olla

d
(551~ v12)

ja hajottamalla normi osiin [lg; — y||3 = [|(g:)* — v°[|5 + [|(g:)* — y°||3 saadaan muoto

(5100 - 12)

Koska (g;)*® on jatkuva ja rajoitettu arvon ¢ suhteen, voidaan integraali ja derivaatta
vaihtaa ja saadaan

4
dt J o

=0,
t=0

= 0.
t=0

((g9)° — y°)?da

= /Sl((gt)s - ys)%(gt)sdl’-

(9 ~wPdo= [ 5

g dt
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Huomataan, ettd t1 (.00 (v ) + 11 g (—a)>0) (u- —(2)) = tsgn(w; - ) (u-x) ja etté
ai(o((w; — aitu) - @) — o(w; - ) — (a; (o ((w; — aitu) - (=) —o(w; - (—2)))) = a|(w; —
a;tu) - x| silld o(z) + o(—z) = |z|. Tdmén perusteella ensimmaéisessi tapauksessa

%(%)S = (sgn(w; - x) —sgn(w; - z))(u - ),

toisessa

00" = (sem((ws — atu) - 2) — sn((w; — astw) - )(u - )

ja kolmannessa tapauksessa

d

2 g0)° = (sl ) = sgn((w; — aste) - ) (u- ).

Sijoittamalla tdméa aiempaan yhtdloon ja sijoittamalla ¢ = 0 saadaan muoto
/1(98 —y*)(sgn(w; - ) — sgn(w; - z))(u - x)dx
5

ja w; - ja w; - x eroavat vain kaarilla S;; ja Sj;, joten saadaan

/.

Koska kaaret S;; ja Sj; ovat toistensa peilikuvat ja integroitava funktio on antisym-
metrinen, saadaan [, (¢° —y®)(u- z)dz ja koska u on mielivaltainen, saadaan myds
ij

(¢° - v*)(u - 2)dz = / (6" — ") (- 2)dz.

Sjs

ij

/. 5, Tgtd = | 5, Tyt = (0,0). Antisymmetrisyytta kiyttamalla saadaan

/ xg®dx :/ xy*dr =0,
St S1

/ xg®dx —/ xy dx.
ST\Si; ST\Si;

Huomataan, ettd S'\ (S; U S;) = SinNS; U{z| —z € S;NS;}, ja titen anti-
symmetrisyydella saadaan myos, ettd yhtalo patee myds sektoreiden leikkauksen yli
integroituna. Naiden avulla saadaan generoitua mielivaltainen lemman maaritelman
mukainen sektori. O

joten

Lemma 4.29. Olkoon y € C*(S') ja g € H,,, sellainen, etti se toteuttaa yht#lon
infw || fw — yl|3 = |lg — yl|3. Olkoon S sektori, jossa funktio . ; Liz.e>01 on vakio
ja olkoon w; sellainen vektori, ettd toisella sektorin S reunapisteistd w; - © = 0.
Silloin funktion g symmetrinen osa ¢°(z) on lineaarinen. Liséksi \/%h]g cwi| <
4 + 7)|lyll ja \/Lm|v5| < 3r2min(||ly|lct, |y|lee/L(S)), kun vs on kuten lauseen
4.23 todistuksessa.
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Todistus. Olkoon sektori S kuten lemman oletuksessa ja valitaan koordinaatis-
to siten, ettdi S = {s(f) € R? : -0, < 0 < 6y} ja s(0) = (cos(#),sin()).

Silloin vektorin w; madritelmdn mukaan ja ehdosta w; - wf = 0 saadaan etté
wit = (cos(fy), Esin(hy)). Merkitdin lisiksi v; = \/%vg ey ja vy = \/—%US - ey.

Lemman 4.28 ja vektorin vg méaéritelmén mukaan saadaan

/S(US'SU)I'CII': /Sys(a:)xdx.

Arvioidaan ensin |ﬁ Jov*(x)z1dx| < [y Lisiksi

1 1 %
. dr = —— 0 in 6 0do
L(S)\/E/S(US x)ryde (9) /_90(1)1 cos 0 + vy sin 0) cos

= /60 (cos 6)2d6
L(S) .J o, '

Nyt koska |ﬁ f00 (cos0)2df| > 1, saadaan |vi| < 4[|y°]|c < 4|y||oo. Liséiksi saa-
daan

1
. dr = —— 0 in(0) sin(0)do
G /S(US x)xodx vy cos 0 + vy sin(#) sin(0)

5/,
Ll(’;) / 20(51119)20[9 2”020 (90 - %szn(%’g))

jolloin saadaan |L Jo v () zadx| < ”y ”°° f;o | sin 0]df < ”y ”"° \H\dﬁ < Hy”°°9°
Kaikilla 6, € [0, 7r] on voimassa

1 3
Oy — 5 sin(26p) > 6

joten saadaan

21[,,S 2
o) < 2215l _ 27l
26, L(S)

Toisaalta véliarvolauseen mukaan

1 00 S S

= 115 [, 00~y O)sin(@)ap
L") - v0)

- 76 /_00 p 6 sin(0)do




jollain 6, € (=6, 6y). Nyt koska | sin 6y — 0y cos 6| < 2 kun 0y € [0, 7], saadaan
[v2] < 7y ller < 7T2H.7JH01-

. w2 o . .
Nyt |vg] < mm(%m?”y\]m) ja|v1] < 4)y||co, L(S) < 7, joten ehdosta \/Lm]vﬂ <

V2 max(|v1], |va]) seuraa, etti

_1/—| |<3 * mi H || —1 || ||
7° min 0 | -
Vs| > ) Cl’L(S) )

Lisaksi
| < Jou] + | sin(6o)[|va| < 4llyllse + 7Yl oo- O

lvg - w;
\/_

Lemma 4.30. Olkoon g ja y kuten lemmassa 4.29. Funktion g symmetrinen osa ¢°
saa muodon ¢° = #ﬁ Y icrsgn(w; - x)(v; - x) ja kirjoitetaan v; = o;W; + u;, missé
w; - w; =0 ja a € R. Télléin \/Lm|uz| < 67|y ja \/%|oz,»| <672yl

Todistus. Identiteetin o(x) = 1{,>0yx perusteella funktio g voidaan kirjoittaa muo-
dossa
) =Y Luwazoy (v - @),
el
jolloin

2v/mg®(x) = vVm(g(z) + g(—x))
— Z]l{wlpo} v; - +Z]]-{wl( >0y (Vi - (—))

il el

- Z ]l{wZ x>0} Uz Z ]l{w -x<0} Uz )
el el

= Z sgn(w; - x)(v; - ).
il

Lemman 4.29 perusteella

—=loil < <] < 372y
Valitaan jokin w; ja uudelleennimeamallad indeksit nimetéddn se w;. Koordinaatistoa
kiddntamalla oletetaan lisaksi wy = ey. Olkoon S se sektori joka on muotoa {z €
St 0 < zy <sin(L(S))), # > 0} ja olkoon sektori Sy "edellinen" sektori, muotoa
So={r €S :0<w; x<sin(L(Sy)), #1 >0} C {xy <0}. Nyt L(Ss) > |[wy — wy|
ja kirjoitetaan ¢°(z) = \/%vgi kun z € S;. Nyt lemman 4.29 perusteella

’ Vs ‘ I 2 HyHOO )
\/_ T L(Se)
Kaarien méérittelyn perusteella sgn(wy - x) = 1 kaikilla x € S ja sgn(wy - ) = —1

kaikilla x € S5. Talloin

1 1 1 1
[ [ >
VT m % m T m
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Olkoon w7 se vektori jolla u - 47 = |ug], jolloin Wy = +e; on kollineaarinen vektorin
w;- kanssa, jolloin lemman 4.29 perusteella

A+ m)Vmlylls > vs, W] = vs, -1 + |u|.
My6s lemman 4.29 mukaan
[vs, | < (4+7)Vm|ylls,
kun ws - ws = 0 ja uy - uz > 0. Nyt
L(S2) > |wy — w1 = [z — .
Nyt saadaan
s, - ut| < vs, - (W2 —ur)| + |vs, - W2

%L(&) + (4t 7 ymlyle < Vm(a® + )yl

Lopulta saadaan

1
\/—mlu_ﬂ < (A4 7)[Ylloo + (47° + D][ylloe < 67°[|y]loo- O
Lemma 4.31. Olkoon W € R?>™. Silloin

Li/ o (w; x) de > = 1|W|2
S1 \/m i1 g1 ' 4 m

Todistus.

2
1 1 —
_ _ . de > ——
2 g1 <\/m ;U(wl x)> v 2mm Z/Sl wz

Liséiksi koordinaatistoa kddntdaméalla o(w; - =) voidaan kirjoittaa muodossa
o(|w;| cos(0)) joten saadaan muoto fo o (Jw;| cos(8))?df = |w;|* joten

Sl(\/—lmZ/qla(wi~x)> x>—Z| 1|W| O

Lemma 4.32. Olkoon y rajoitetun variaation funktio yksikkéympyréalla ja ||y||e < 1.
Oletetaan ettd m' < m, m’ = m//2 < m ja merkitddn C(m) = /m/m. Télléin
kaikilla R > 1 on voimassa

o yll3 < Inin 1w = yl3

kun fW € Hma ja fW’ € Hm’a’-
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Todistus. Olkoon Wy = (W', W' ..’ 0,0,0) € R*" missi W’ esiintyy k =
|2m/m’ | kertaa. Nyt saadaan

fw, (@) Z o(Awj - ) = Vo ().

vm

Nyt valinnalla A = k‘l% saadaan fy, = fy. Lisdksi koska k > m/m’ saadaan

%\

W2 = kX2|W/? < W2 < C(m)* R, O

Lause 4.33 perustuu myos lihteeseen [2|. Lauseen todistukseen on lisdtty sel-
vennys Jensenin epéyhtdlon kdytostéd, siitd, milloin I(i, h,t) # 0, ja hieman muita
valivaiheita.

Lause 4.33. Olkoon y rajoitetun variaation funktio yksikkdympyrélla ja ||y[le < 1.
Silloin kaikilla R > Ry

. ' ) )
fWeHm?\lII/[gch Ifw =yl < g}if Il fw —yll5+5-10*(||lyll%y + 1)R ™3,

misséd C(m) = /Z > /2 ja Ry = max((10|y| 5v)®, 4 - 107).

Todistus. Oletetaan ensin ettd m® < R. Valitaan r € N jolla r < R3 < 2r. Valitaan
funktio y, lemman 4.10 mukaan, jolloin

16y _ 32vlby _
r

3

ly = wrll3 <
Nyt koska [|y||2 < 1, selviisti ||y.]|2 < 2 ja kaikilla p > 0

min || fw — y-|| < 4.
[W|<p

Valitaan nyt p > 0 ja W, € R*™ jolla |W, < p ja

I fiw, = yells = min | fuw =yl

Nyt saadaan

min |fw —ylls — min || fiw — gl

< fw, — ylls — | fw, — yrll3

= (Ifw, = yll2 = Il fw, — »ell2) Ul fw, — yll2 + | fw, — vrll2)
(Lfw, = yll2 + 1w, — well2)(ly = w2 ll2)

(fw, =y =y +yll2 + [[fw, — well2)((ly = vrll2)

(lyr = yll2 + 2[ fw, — well2) Iy — yrll2) < 5lly — v lla-

IN

IN

Valitsemalla samoin ehdoin W, jolla

Ifw, —ylls = %‘igpﬂfw —yll3
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saadaan

_ 2L < 5lly — v,
‘gl‘m I fw —yll3 |3V1|1ﬂ I fw = vl ly = |2

kaikilla p > Ry. Olkoon nyt ¢ € H,,, jolla
. o 12 — (e — 12
inf [ fw —wrllz = llg = vl

Funktio g voidaan lauseen 4.23 ja lemman 4.30 mukaan kirjoittaa muodossa

g ZE \/—Z]l{wl x>0} uz Zaz wz Za o wz 7

ieJ zEJ ’LEK

missd |J| <m, |K| <m—2|J|, KNJ =0 jau; w; = 0. Olkoon nyt funktiojoukko

s (B (i) ) o)) e )

Selvasti fw, — ¢ kun h — 0. Huomataan, ettd W), = (%E + ui,...,(% —
;)W;, ..., w;..). Jaetaan g = g, + g_, missi

Z o(w; - x)

i€eKNIy

B

g+ =

ja
Z ]l{wZ x>0} uz + Zaz wz Z U(wi : I)
ieJ ieJ 1€eKNI_
Nyt koska ||y,||zz < 2 ja g on minimoija, saadaan ||g||zz < 4 ja
lg+ll2 < llgllz + llg-ll2 < 4+ llg- |-
Nyt lemmojen 4.30 ja 4.10 mukaan —=|u;| < 67 (|y[| 5y ja ‘\O‘Fl' Lwﬁ” < 30m2R3 ||y|| sy

kaikilla 2 € J U K. Nyt arvoidaan

< 67|yl pvm

Z ]l{wZ x>0} uz ZL‘)

ieJ

2

ja koska |I_| < m saadaan

< 3072||y|| pv R

E a0 (W; - )

ied

\/% Z o(w; - x)

ieKNI_

2 2

Nyt saadaan
lg-ll2 < (67 + 607> R5) |y sy

ja )
lg+ll2 < 4+ (67% + 607 R3) ||y || v m.
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Nyt lemman 4.31 mukaan

2

ST jwil? | < 8vim + 2(672 + 60 R |lyl| sy my/m.

i€KNIy

Nyt vektorin W), muodon perusteella

=

A7

Wil < | 57 +2(67 + 30*T R [yl symm + > Jw,?
i€eKNI;
2\/ 1
< o 4677 + 4277 R3) ||y || pyTv/m 4 8v/m.

1

Valitaan hy = (Rmm)~2 ja R > Ry > max((10]|y|/zv)% 4 - 107), jolloin ehdosta
1 <m® < R saadaan

(Wil < 2mvmVR + 1705 R5 ||y pviny/m + 8v/m
1

< (2VR + 17072 R3||y|| v + 8) (%) *m

< (3 + 177%)C(m)V Rm?

(3+ 1772)C(m)R3

1

N

IN

IN

Jolloin fWhO on osa joukkoa, jonka yli minimié tutkitaan. Merkitadn

((w; + hu;) - ) — o(w; - x)
Fy(x \/_Z -

ieJ

ja
G ZE Z ]l{wL x>0} UZ ),
\/_ ieJ

jolloin selvéisti fw, — g = F, — G. Tutkitaan nyt, mitd on || F), — G||>. Kolmio-
epayhtélosta

2z Wl = lz@l 2z k) = 2(@)
h h 7
joten | z(z)|| < H%z(aﬁ)H Nyt saadaan
el < || Fe-a)| =] %A

Myos kolmioepéayhtélolla saadaan

<\/_ZH d o(( w@+huz)h)—a(m~x)

Y

Jawml
2
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misséa

H do wz—}-huz)h z) — o(w; - x)

2

73 Iha’((@ +hug) - 2)(u; - x) — o (Wi + hwy) - ) — o (w; - 2],

\
H (@i + hwy) - @) — o' (Wi + tu;) - )] (u; - x)dt

2

\/ﬁh (/S (1 /Oh[o'((m+ hus) - 7) — o (T + tus) - )] (us - a:)dt)zda:>
gﬂl_ﬂh (% /Oh\ui|2/gl<a’((m+ hug) - ) — of (@ + tuy) .x>>2dxdt>2,

missd ~ viimeinen  epayhtalo Jensenin  epayhtalolla
2

(ﬁ I fdu) < o J4 f?dp ja vaihtamalla integroimisjérjestystéd seké siité

ettd (u; - x)? < |u;|*. Nyt koska o’(t) = L0, saadaan

B = Gl < —— v (7 [ n zh7t>2dt)é,

missa (i, h,t) =

N[

saadaan  arvioimalla

fsl |ﬂ{(m+hui)-x20} — 1wyt tuy)-2>0 |dx. Selvasti I(i, h,t) = I(i, h, t)2.
Indikaattorien erotus on erisuuri kuin 0 vain, kun

x € ({(w; + huy) > 0} \ {w; + tu; > 0}) U ({(w; + tu;) > 0} \ {w; + hu; > 0}),
ja geometrisesti perusteltuna tdmén alueen koko on yhté suuri kuin kaksi kertaa
vektorien w; 4+ hu; ja w; + tu; valinen kulma 6. Koska hu;||tu;, suurin kulma saadaan

arvolla ¢ = 0 ja suorakulmaisesta kolmiosta saadaan arvio 26 < 2arctan(hlu;|) <
2h|u;|, jolloin I(i, h,t) < 2h|u,;| kaikilla ¢ € (0, h). Nyt

d
—|F -G (67 Vm

15
=< \/——157T3Hy||vam < EWQHZJ“Bme

Koska lim,_, Fj, = G, valinnalla hy = (Rmm)~2 ja integroimalla vilin (0, ho) yli
saadaan

3 1
1 fws, — gllo < 30m3 ||y 3y mmi v/
< 3073 ||y|| 3, mt R
1
6

5. .3 1 1
< 30m=lyl[py 70 < 94yl v
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Nyt saadaan

= 3 = 0 = 9l < s, = 913 = g = el
< (Ifwa, = vrllz + llg = yell2) 1 fws, — 9l
< ([ fwn, = 9ll2 +2llg — yr||2)||fwh0 —9ll2
< 307° [yl 3y (O4llyl By + RS
<10°(lylf%y + RS,

ja lopulta

. 2 : 2
m — — inf —
”W”<Cl(n)R/2||fw yllz = inf [lfw =yl

2
= - min .
||W||<C )R/QHf yll2 = W <C(m R/2HfW yellz
r - f - Yr
i W = yells = ik [l fw = el

. . o 2

+ Inf [ fw = yll; = inf [l fw — 5
1

<|[10[ly — ol + 10°(|ly 1%y + RS

<(60||yll v + 10°(|yll3y + 1)RS
<4-10Y(|ly|%y + RS

, 1
Nyt oletetaan m° > R. Valitaan m’ < 2m, parillinen jolla Rs > o> RTQ. Nyt
alemman perusteella saadaan
c—yl2< inf || fwr —yl?+4-10(|yll3y + RS,
anin |l fwe=yllz < Iof flfw = yll; + ([yllzv +1)
Liséksi lauseen 4.27 ja lemman 4.11 perusteella
. 62(|y||7 1
I}il/fa/ Iy = wlls < TBV < 2000]ly[|5 R%,
joten rajoitetussa avaruudessa H,,, saadaan
< 5-10° 1)R™5.
WIVr,l'lgRllfw yllz < llyallz + (lyll5y +1)
Nyt lemman 4.32 mukaan
min = lfw = yllz < min || fiy —yll3. 0

W|<C(m [W/|<R
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