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Tama sovelletun matematiikan tyo esittelee tavan paikantaa radiolaitteita ldhiver-
kosta signaalitehohavainnoista lasketun uskottavuusfunktion avulla. Tyon alussa on
katsaus eri paikannusmenetelmisté, ja katsauksen jéalkeen tyo keskittyy kokonaan
signaalin tehoh&vioon perustuvaan paikannukseen. Tyossd madritelldan tilastomalli
signaalitehon kiyttaytymiselle etdisyyden funktiona, johdetaan uskottavuusfunktio
laitteiden paikoille seké analysoidaan ympéariston ja satunnaistekijoiden vaikutuksia
havaintoihin.

Uskottavuusfunktion johtamisen jélkeen késitellddn sen maksimointia paikkaesti-
maattien muodostamiseksi. Sitéd varten tyossé esitellain monen muuttujan funktiota
optimoiva konjugaattigradienttialgoritmi ja rakennetaan sen matemaattista taustaa.
Konjugaattigradienttialgoritmin avuksi kdydaan lapi myos yhden muuttujan funk-
tiota optimoiva Brentin menetelmé ja sen lisdksi kultaisen leikkauksen menetelma.
Neljénnessa luvussa kirjoitetaan auki tdsmaéllinen algoritmi laitteiden paikantami-
seksi, ja lopuksi kerrotaan algoritmin testaamiseksi ajettujen tietokonesimulaatioi-
den tulokset ja loppupédételmat.
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1 Johdanto

Tamé tyo kisittelee antennien paikantamista lahiverkossa signaalien tehotasoihin
(RSSI, Received Signal Strength Index) perustuvia etédisyysestimaatteja kiyttéen.
Paikannus tehdadn téssé tyossd kayttden hyviksi ankkurilaitteita, jotka tietavat
oman sijaintinsa vaikkapa GPS:n antaman tiedon perusteella, ja lisdksi kiytetadn
hyviksi sokkolaitteiden eli paikkaansa tietaméattomien laitteiden vélilla lahetettyja
signaaleja. Téllainen paikannus on hyddyksi esimerkiksi radiosysteemien reititysal-
goritmien aputyokaluna.

Etaisyysmittaus perustuu tésséd paikannusmenetelméssé niin sanottuun Log Dis-
tance path loss -malliin eli etédisyystehohédviomalliin, jossa kuvataan signaalin loga-
ritmisen tehon (joka mitataan desibeleissd, dB) laskua signaalin kulkeman matkan
myotda. Malli ei kuvaa radiosignaalin kiyttaytymisté kaikissa tilanteissa, erityisesti
jos kahden laitteen vélisen linkin sisdlld on kahta erilaista ympéristod (esimerkik-
si toisen laitteen lahelld on vaikka metsdd ja toisen laitteen ldhelld esteetontd ta-
sankoa) eli ympéristé on heterogeenistd. Tehohdviomallia kiytetdadn téssd tyossi,
koska se on yksinkertainen ja toimii riittdvan hyvin varsinkin pienilla etéisyyksilla
ja koska useista laitteista kasaantuvaa informaatiota pystytéaéin tasoittamaan uskot-
tavuusfunktiota laskettaessa informaation epétarkkuudesta huolimatta. Oletuksia
ymparistosta lisatdan tdméan tyon kannalta niin, etté se on koko verkossa samanlais-
ta eli homogeenisté ja lisdksi verkon oletetaan tuntevan ympariston niin hyvin, etta
laitteet tietdvin ympériston keskeiset parametrit. Mallissa on etidisyydesta johtuva
tehohavio sekd ymparistostd johtuva joko signaalia vahvistava tai heikentavéa tekija,
jota mallinnetaan normaalijakautuneella satunnaismuuttujalla. Etédisyyden aiheut-
tamaan héavioon liittyy lisdksi parametreja, kuten referenssietéisyyden tehohévio ja
ympaéristosta riippuva tehohédvioeksponentti, mutta ne jaavit tassd matemaattisessa
tutkielmassa vihemmaélle huomiolle ja ne oletetaan vakioiksi.

Niiden etdisyysmittausten perusteella pyritddn sitten selvittdméan verkon ra-
diolaitteiden sijainnit toisiinsa ndhden, eli sijoittamaan ne koordinaatistolle. Tama
tehdadn suurimman uskottavuuden estimaatin avulla: kullekin laitteelle voidaan las-
kea kussakin mahdollisessa sijainnissa log-uskottavuusfunktio, joka on muotoa

lz(l',y) = CZ(iz,] - Li,j(muyamjvyj)>2'
J#i

Téssd C' on vakio, (z,y) postuloitu sijainti laitteelle ¢, (x;,y;) vierekkéisten laittei-
den senhetkiset sijaintiarviot, z” havaittu tehohdvi6 (ja samalla suurimman us-
kottavuuden estimaatti etéisyyden aiheuttamalle tehohévidlle), sekd L; j(x,y, z;, y;)
etéisyyden osuus tehohéviosté pisteiden (z, y) ja (z;, y;) valilla. Uskottavuusfunktion
laskemista toistetaan laitteissa uudestaan aikaisempien suurimman uskottavuuden
estimaattien pohjalta eli laitteet iteroivat itselleen uusia suurimman uskottavuuden
estimaatteja jatkuvasti. Nain pyritaan lahestyméaan globaalia uskottavuusmaksimia
laitteiden sijainneille verkossa.

Paikannuksessa algoritmin suorituskykyé mitataan laskemalla keskineliovirhe al-
goritmin antamien arvioiden ja oikeiden sijaintien valilld. Onnistunut paikannusal-
goritmi antaa verkon, jonka topologia vastaa mahdollisimman hyvin todellisuutta ja
jossa metriméaarainen paikannusvirhe on mahdollisimman pieni.



2 Paikannus, etaisyysestimointi ja sijainnin uskot-
tavuusfunktio

2.1 Katsaus paikannusmenetelmista

Elektronisten laitteiden paikannukseen on erilaisia fysikaalisia menetelmia. Useim-
missa niistd mitataan jotain laitteiden valilla ladhetetystéa signaalista etédisyyden esti-
moimiseksi, mutta jotkut paikannusmenetelmat kayttavit esimerkiksi yhteyden laa-
tua paikan arvioimiseen. Téssa tyossa keskitytdan signaalitehohdviton etaisyysesti-
moinnin metodina, mutta téssa kappaleessa otetaan lyhyt katsaus muihinkin pai-
kannusmenetelmiin. Paikannusmenetelmien katsaus perustuu padosin lihteeseen [3].

2.1.1 Globaali paikannus

Globaalit paikannusjarjestelméat, kuten GPS, kiyttavat paikantamiseen saapumisai-
koja. Siiné laitteet paikantavat itsensa vastaanottamalla signaaleja satelliiteilta, joi-
ta on kulloinkin vihintdan 24. Satelliitit tietdvéat sijaintinsa Maan kiertoradalla seké
ajan suurella tarkkuudella, silla niiden atomikellot on synkronoitu keskend#n tés-
méllisesti, ja ne korjaavat toistensa vélilla syntyvid virheitda sddnnollisesti. Perus-
periaatteena on, ettéd itseddn paikantava laite, jonka kello on epéatarkempi, ottaa
vastaan signaalin vahintdan neljalta satelliitilta ottaen niiltd vastaan tiedot ajasta,
jossa satelliitit ldhettivat signaalinsa. Satelliittien 1ahettaméat signaalit kulkevat va-
lonnopeudella, jolloin ldhetys- ja vastaanottoaikojen perusteella voidaan muodostaa
arviot laitteen etaisyydestad kuhunkin satelliittiin. Laite voi my0s korjata satelliittien
kellojen perusteella omaa epatarkkaa aikaansa.

Kasitellddn hieman GPS-paikannuksen matematiikkaa ldhteen [4] tietojen pe-
rusteella. Oletetaan, ettd N satelliittia ldhettdd signaalin ajanhetkelld ¢ ja paikan-
nettava laite vastaanottaa satelliitilta numero i signaalin (oman kellonsa mukaan)
ajanhetkelld ¢; kullakin i. Olkoon satelliitin sijainti (x;,y;) kullakin i. Oletetaan sa-
telliittien kellojen oletetaan olevan oikeassa ajassa, ja oletetaan, ettd paikannettavan
laitteen kellossa on aikavirhe b. Jos signaalien nopeus on ¢, voidaan paikannettavan
laitteen paikan (z,y) ja oikean ajan ratkaisemiseksi muodostaa yhtalot

i

d
C

missid d; = /(x — )2+ (y — y;)? + (2 — 2;)? on paikannettavan laitteen ja satel-
liitin ¢ valinen etaisyys. Jos satelliitteja on kiytossd nelja naiden yhtaléiden muo-
dostamiseksi, pystytddn yhtaloryhma ratkaisemaan, jolloin saadaan selville paikan-
nettavan laitteen sijainti seké aikavirhe. Useammalla kuin neljalla satelliitilla yhta-
loryhmaésté tulee yliméaritelty, jolloin voidaan hakea approksimatiivista ratkaisua
vaikkapa pienimmén neliosumman menetelmalla.

2.1.2 Havaittuun aikaeroon perustuva paikannus

Havaittu aikaero (Observed Time Difference Of Arrival, OTDOA), jota kéytetddn
tietoliikenteen Long Time Evolution -standardissa, on aikaeroihin perustuva mene-
telmé, joka hyodyntdé laitteiden paikannuksessa tukiasemia. Siind tukiasemat 14-



hettavit referenssisignaaleja paikannettavalle laitteelle tiettyind kellonaikoina, ja
paikannettava laite mittaa erot eri tukiasemista ldhteneiden signaalien vastaanot-
toajoissa. Téssé mielessd menetelmé muistuttaa GPS-paikannusta. Suurimmat erot
OTDOA:n ja GPS-paikannuksen vililla ovatkin protokollatasolla: OTDOA:ssa erilli-
nen paikannuskeskus lahettaé signaaleja aktiivisesti paikannettaville laitteille, joissa
niitd kehotetaan paikantamaan itsensé ja lahettdméan paikkatietonsa. Paikannetta-
vat laitteet siis ldhettavéit signaaleja referensseind toimiville tukiasemille poiketen
GPS:sté, jossa laitteet eivit ladhetd mitdéan satelliiteille. Sitten tukiasemista lahete-
taan referenssisignaaleja, jotta paikannettavissa laitteissa voitaisiin laskea aikaeroja
ja muodostaa niista etdisyysestimaatteja.

Aikaeroon perustuvan paikannuksen hyvéa puoli on se, etté etaisyysvirhe ei kasva
laitteiden etédisyyden kasvaessa. Huonona puolena aikaeroon perustuva etéisyyses-
timointi vaatii tarkat ja hyvin synkronoidut kellot, joita useimmissa elektronisissa
laitteissa ei ole, miké tekee aikaerosta huonon etdisyysestimointimenetelman tamén
tyon kannalta.

2.1.3 Havaittuun suuntaan perustuva paikannus

Havaittuun suuntaan (Angle of Arrival, AoA) perustuvassa paikannuksessa paikan-
nettava laite mittaa, mistd suunnasta jokin toinen laite on lahettanyt signaalin. T&-
hén on monia menetelmid, ja yleisimpia niistd ovat esimerkiksi maksimitehosuun-
nan etsiminen antennia pyorittdessd, ja laitteen useamman antennin vélisten aika-
tai vaihe-erojen mittaus. Suuntapaikannusta kiytetdin muunmuassa matkapuheli-
mien sijainnin estimointiin [5].

Suuntaan perustuvassa paikannuksessa heikkoutena on se, etté se vaatii erityista
laitteistoa tuekseen, viahintadnkin laitteissa on oltava useampi antenni, jotta niiden
avulla voidaan arvioida signaalien tulosuuntia. Liséksi esteisessd ympéaristossé moni-
polkueteneminen (multipath propagation) voi johtaa signaalien kimpoamisiin, mika
voi haitata paikannusta. Téssé tyossé ei oleteta suoraa nakoyhteyttd tai esteetto-
myytta laitteiden valilla, vaan ainoastaan ympéariston tunnettuus ja homogeenisyys,
joten suuntaestimoinnin toimivuudesta ei ole takeita néissa rajoissa.

2.1.4 Tehohavioon perustuva paikannus

Téssd tyossa tutkittavassa signaalin tehoon (Received Signal Strength Index, RS-
SI) perustuvassa paikannuksessa mitataan kahden laitteen vililla 1dhetetyn signaa-
lin tehoh&avioté ja arvioidaan etéisyys siitéd. Signaalin ldhetys- ja vastaanottotehon
erotuksen eli tehohdvion P (joka ilmaistaan logaritmisella asteikolla desibelein)
mallinnetaan tdssd menetelméssd noudattavan yhtaloa

d
P = P+ 10y lg(d—o) (1)

ideaalitapauksessa, eli kun ympaéristo tai laitteen ominaisuudet eivat aiheuta sig-
naalitehossa satunnaisvirhettd. Yhtélossd dy on mielivaltaisesti valittu referenssie-
téisyys, esimerkiksi yksi metri, Py tehohévio referenssietéisyydelld ja v ympéristosté



riippuva ns. tehohévioeksponentti, joka kuvaa tehohévion kasvun nopeutta etéisyy-
den kasvaessa. Tésta voidaan ratkaista laitteiden vélinen etéisyys

P—Py
d = dyl0 T . (2)

Tehoh&vioon perustuva paikannus toimii hyvin ympéristossé, joissa on vihan estei-
ta, mutta esteisemméssd ymparistossd se toimii huonommin, silla ympariston sa-
tunnaistekijat voivat aiheuttaa etéisyysestimoinnissa virheitd, joiden mittaluokka
on moninkertainen oikeaan etdisyyteen verrattuna. Sitd kdytetdén téssé tyossa sil-
ti, koska se on yksinkertainen tapa, ja koska tehohévicpaikannuksen virheet ovat
usein pienempia verkoissa, joissa vélimatkat ovat lyhyita. Verrokkina esimerkiksi ai-
kaeroon perustuvassa paikannuksessa estimaatteihin vaikuttavat mm. etéisyydestéa
riippumattomat kellovirheet. Menetelmé ei vaadi myoskdan kallista laitteistoa, ja
tyOssa esiteltdvan uskottavuusestimaattorin odotetaan pystyvén tasoittamaan epé-
varmaa mittaustietoa, kun sité tulee useista laitteista.

2.2 Tehohavio satunnaismuuttujana

Paikannus ldhiverkossa perustuu téssa tyossa laitteiden vélisten etdisyyksien mittaa-
miseen ja koordinaattien konstruoimiseen niista. Etdisyysmittauksella ajatellaan ole-
van jokin todellisesta etédisyydesta ja muista, ympéristoa kuvaavista parametreista
riippuva jakauma, ja téssd etiisyysmittauksista lasketaan (log-)uskottavuusfunktiot
kunkin laitteen sijainneille. Naista lasketaan uskottavuusmaksimit, joihin laitteiden
estimoidaan sijoittuvan. Uskottavuusmaksimien laskentaa toistetaan eli iteroidaan,
ja talla tavalla pyritddan ldhestymédn todellisia sijainteja. Menetelméssé kiytettava
uskottavuusfunktio ja sen pohjana toimiva tehohaviémalli perustuvat ldhteeseen [2],
laskennan iterointimenetelmé taas on tyon kirjoittajan kehittdmaé.
Etéisyysestimaatti perustuu téssé signaalien tehotasoihin (RSSI, Received Signal
Strength Index), ja tehotason oletetaan méardytyvin seuraavan kaavan mukaisesti:

P— Pyt 10 1g(di> X (3)
0

Muuttuja P on signaalista mitattu tehoh&vic (dB), dy mielivaltaisesti valittu
referenssietiisyys (esimerkiksi yksi metri) ja P, referenssietiisyyden odotustehohé-
vio, joka maédritetddn joko teoreettisesti tai kenttdmittauksella. Muuttuja d taas
on ldhettimen ja vastaanottimen etéisyys toisistaan, v tehohévioeksponentti ja X
ymparistosta johtuva propagaatiovirhe, jota mallinnetaan normaalijakautuneena sa-
tunnaismuuttujana, jonka odotusarvo on 0 ja varianssi o2.

Tehohéavioeksponentin oletetaan tassa olevan vakio verkossa ja koko verkon tun-
tevan sen. Samoin parametrit I ja o oletetaan tunnetuiksi vakioksi koko verkon yli.
Néma oletukset kuvaavat tilannetta jossa ympéristé on homogeeninen eli tilastolli-
sesti samanlainen koko verkon laajuudelta (verkko voi olla esimerkiksi kauttaaltaan
kaupunkiympéariston peittdma).

Kaavasta 3 voidaan ratkaista etéisyys, jolloin saadaan

P—Py—X

d=dyl0 v, (4)

4



Odotusteho (desibeleind) saadaan poistamalla kaavasta 3 satunnaismuuttuja X,
jonka odotusarvo on siis nolla. Néin saadaan

d

do
Uskottavuusfunktiota laskettaessa havaittua tehoa voidaan sitten verrata tahan
odotustehoon, ja paikkaestimaatteja voidaan laskea yhdistdmalla naitd erotuksia

useista linkeista.

2.3 Kolmioestimointi

2.3.1 Bilateraatti

Trigonometrinen paikannus on klassinen tapa arvioida laitteen paikka, kun sen etéi-
syys muista laitteista tiedetdén. Se toimii hyvin, kun tieto etdisyyksista on tarkkaa,
mutta etédisyysestimaattien ollessa epétarkkoja se usein tuottaa erittdin epatarkko-
ja tuloksia. Téssa tyossa sita kuitenkin kiytetddn alkuarvauksien muodostamisessa,
koska se antaa jonkin jarkevan arvon uskottavuusestimaattorille, joka sitten tarken-
taa paikkaestimaattia.

Tutkitaan aluksi tilannetta, jossa laitteita on kolme. Kahden paikat tunnetaan,
ja ne ovat A = (z1,y1) ja B = (2,y2). Kolmannen laitteen tuntematon paikka on
C = (z,y), ja laitteen etédisyyden ensimmaéisesté laitteesta tiedetdén olevan di, ja
etéisyys toisesta laitteesta on ds. Tilannetta havainnollistaa kuva 1.

=y

Kuva 1: Paikannettava laite ja referenssilaitteet kolmioestimoinnissa

Nyt laitteiden muodostaman kolmion kolmannen sivun pituudeksi voidaan laskea
ds = \/ (x1 — 22)? + (y1 — y2)?. Sitten kosinilauseen nojalla on voimassa yhtélo

d; = di + dj — 2d,d3 cos a, (6)

missd a = LZBAC. Yhtalosta voidaan ratkaista kulman o kosiniksi

2+ d%—d3
cosq = ——————=, 7
2dyd3 (")
Nyt sijainti (z,y) voidaan esittad laitteen A sijainnin seké laitteiden B ja A vélisen
vektorin seké sitd vastaan kohtisuoran vektorin avulla. Sitd varten lasketaan ensin



sivun AC projektio sivulle AB. Tamaé projektio on sivun AB eli vektorin u = (zo —
T1,Y2 — y1) suuntainen, ja sivun AB suuntainen yksikkévektori puolestaan on 4 =
(%, de—;yl) Koska vektorin AC' pituus on d;, on sen projektion pituus cos ad; =

d24+d2—d3 . . .
%32. Néin saadaan laskettua projektiovektori

_di+di—d

ng (952—%1,92—3/1)-

Sivua AB vastaan kohtisuorassa oleva komponentti puolestaan on vektorin
(y2 — y1, 1 — T2) suuntainen ja sen pituus on d; sin . Trigonometrian peruskaavan
mukaan sin® a+cos? a = 1, jolloin saadaan sin o = £+/1 — cos? . Niin kohtisuoralle
komponentille saadaan kaksi vaihtoehtoa, joista ei voida erottaa, kumpi on oikea.
Positiiviseksi ortogonaalikomponentiksi saadaan nyt

V1 —cos?ad;

ds (y2 —Y1,T1 —$2).

q

Lopulta paikan (x,y) estimaattipariksi saadaan

(z,y) = (z1,11) +p£q.

Kyseista paikkaestimaattiparia kutsutaan jatkossa laitteen C' bilateraattipariksi ja
parin kumpaakin paikkaa bilateraatiksi.

2.3.2 Trilateraatti

Tutkitaan seuraavaksi kolmioestimointia tilanteessa, jossa kolmen laitteen paikat
tunnetaan, olkoot ne A = (x1,y1), B = (z2,42) ja C = (z3,¥3), ja laitteen D = (x,y)
tuntematonta paikkaa estimoidaan. Nyt, kun laitteita on kolme, saadaan riittévés-
ti informaatiota yksikésitteisen paikkaestimaatin muodostamiseen, jos etéisyydet
niistd tunnetaan. Toisaalta etdisyysestimaatit tuottavat virheellisyydestaan johtuen
keskenédn ristiriitaisia paikkaestimaatteja, joten niista taytyy yhdistelld kokonaises-
timaatti jollain tavalla. Bilateraattien yhdistdminen yhdeksi estimaatiksi kuvaillaan
tarkemmin alla. Trilateraattia kiytetdan téssa tyossa laitteiden paikkojen alkuar-
vauksien muodostamiseen ennen uskottavuusestimointia, ja se muodostetaan yhdis-
tdmaélla kolmen tunnetun laitteen ja tuntemattoman laitteen vélisid bilateraatteja.

Olkoot dy,dy ja ds laitteen D estimoidut etédisyydet laitteista A, B ja C, vas-
taavasti. Olkoon sitten {C+,C—} = {(Zc+,Ucy), (Zo—,Uo_)} laitteiden A ja B
sijaintien ja etdisyyksien d; ja dy avulla laitteesta D muodostettu bilateraattipari.
Olkoot sitten vastaavasti {B+, B—} = {(Zp+,¥p,4), (T, Up_)} laitteiden A ja C
sijaintien ja etdisyyksien d; ja d3 avulla laitteesta D muodostettu bilateraattipari,
sekd {A+, A=} = {(Za4,9ay), (Ta—,U4_)} laitteiden B ja C sijaintien ja etdisyyk-
sien ds ja dg avulla laitteesta D muodostettu bilateraattipari. Nyt ideaalitapauksessa
eli etdisyyksien ollessa virheettomia kustakin bilateraattiparista 16ytyy estimaatti,
joka kertoo paikan (z,y) tdsmaélleen oikein. Néin voitaisiin valita kolme samaa esti-
maattia ja maarittad se laitteen paikaksi. Koska etaisyyksisséa kuitenkin on virhetta,
taytyy luoda jokin metriikka, jonka avulla paattaéd, mitd estimaattia tai estimaatteja
paikan arviointiin tulisi kiyttaa. Tilannetta havainnollistaa kuva 2.



Kuva 2: Paikannettava laite ja referenssilaitteet seké ja paikkaestimaatit trilateraa-
tissa

Téssd tyossd valinta toteutetaan seuraavasti. Estimaatiksi C' = (x¢or, yor) va-
litaan ensin jompikumpi paikoista C'+ ja C'—, sitten estimaatiksi B’ = (xp/,yp)
valitaan jompikumpi paikoista B+ ja B— ja vastaavasti estimaatiksi A" = (x4, yas)
valitaan jompikumpi paikoista A+ ja A—. Seuraavaksi lasketaan paikkojen keskiarvo

(Z,7) = (xc'ﬂg'ﬂf‘/ : yc’+y33'+y‘*') ja lopuksi niiden neliévirhesumma kaavalla

0% = (vw =T+ (25 = 2"+ (20 = 3)" + (Y = 9)° + (yp = 1)* + (yor = )" (8)
Néama keskiarvot ja neliGvirhesummat lasketaan jokaisesta mahdollisesta paikkojen
A’, B" ja C'" kombinaatiosta erikseen, ja kombinaatioista parhaaksi valitaan se, jonka
neliGvirhesumma on pienin. Paikan estimaattina kiytetdan sitten valitusta kombi-
naatiosta valittua keskiarvoa.

2.4 Uskottavuusfunktio

Maaritetadn ensin tilastotieteellinen malli signaalitehojen kiyttaytymiselle verkossa.
Oletetaan, ettéd verkossa on n laitetta joiden sijainnit kaksiulotteisella tasolla ovat
(Z1,%1)s -y (T, Yn). Namé ovat mallin tilastoparametrit.

Olkoon kahden laitteen i ja j sijainnit (x;,v;) ja (x;,y;). Tallin niiden vélinen
etéisyys on d;; = d(@;,vi, %5, y;) = /(2 — x;)>+ (y; — y;)* ja niiden vilinen te-
hoh&vié noudattaa jakaumaa N(FPy + 10y lg(dé(’j ),02). Oletetaan sitten, etté laite
havaitsee laitteen j, jos laitteesta j laitteeseen i ldhetetyn signaalin teho on véhin-
tadn tietty kynnysarvo, tai toisin ilmaistuna tehohévio on pienempi tai yhtasuuri
kuin tietty kynnysarvo P,

Tehohéavio P on matemaattisesti tarkasteltuna normaalijakautunut satunnais-
muuttuja, jolloin uskottavuusfunktion muodostamiseksi kéiytetdan normaalijakau-
man tiheysfunktiota. Jos jokin laite ¢ havaitsee toisen laitteen j ja mittaa niiden
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valisesta signaalista tehohavion p; ;, voidaan laskea laitteen i sijainnin uskottavuu-
deksi

1 _ (pi,j—P(3,91,05.;))2
L(xz7yz|pz,],l’3,yj) = %6 202 . (9)

kullakin laitteen j sijainnilla (z;,y;). Téssa siis

d xia i?'x'? j

. )2 42
= Py + 1071g (sz %)dﬂyl 4) )
0

= Py + 5ylg((w; — 7;)% + (i — y;)?) — 10y1g(do)

on tehon p; ; odotusarvo annetuilla sijainneilla (z;,y;) ja (x5, y;).

Lopullista uskottavuusfunktiota muodostettaessa oletetaan linkkien tehoh&vioi-
den satunnaisvirheiden X;; olevan riippumattomia toisistaan, jolloin sijainnin (z;, y;)
kokonaisuskottavuus voidaan laskea kertomalla kesken&ddn kaikki komponentit
L(x;, yi|pij, xj, y;) yli havaittujen laitteiden (z;,y;), jolloin saadaan

L(xi,y:) = Wiep) L(4, yilpi g, 5, Y5)- (10)

Y1l& mainittu joukko D(7) siséltdd tdsmélleen ne laitteet, jotka havaitaan laitteessa
1 eli toisin sanoen laitteista lahetetyn signaalin tehohévio ei ylitd kynnysarvoa P,,q,
laitteen ¢ ja j vélisessa linkissd. Uskottavuusfunktioon voitaisiin siséllyttda myos to-
dennékoisyydet, joilla havaitsematta jédneet laitteet jadvat havaitsematta tietylla
etédisyydelld, jotta havaitsemattomistakin laitteista saataisiin informaatiota irti. T&-
mén havaitsemattajadmistodennékoisyyden vaikutusta pidetaén kuitenkin kirjoitta-
jan simulaatiokokeilujen perusteella pienené, ja kdytdnndossa sellainen vaatisi laittei-
den tietoisuutta muistakin laitteista kuin ldhelldolevista, joten havaitsemattomien
laitteiden tuottamia komponentteja ei téssa tyossa tarkastella.

Laskennan helpottamiseksi kiytetaan varsinaisen uskottavuusfunktion sijaan log-
uskottavuusfunktiota, joka on siis luonnollinen logaritmi uskottavuusfunktiosta. Se
saadaan ottamalla logaritmi jokaisesta uskottavuusfunktion komponentista ja laske-
malla ndmé logaritmit yhteen. Néin log-uskottavuusfunktion lausekkeeksi saadaan

(pij — P(xi, yi, 5, y5))?
l(%/yz) = Z - . 20_2 L . (11>
JED(7)

Y14 jokaisessa termissé toistuvan tekijéan ﬁ logaritmi poistettiin lausekkeesta,

silld log-uskottavuusfunktiota ja varsinkaan sen dédriarvokohtia tarkastellessa téllai-
sia vakiotermeja ei ole tarpeen laskea. Jatkossa termien uskottavuusfunktio ja log-
uskottavuusfunktio vélilla ei tehda eroa.

Uskottavuusmaksimin laskemiseksi lasketaan vield uskottavuusfunktion gradient-
ti ja sitd varten uskottavuusfunktion osittaisderivaatat muuttujien x; ja y; suhteen.
Téssda P(x1,y1,22,92) = Py + 5y lg((xl_“)z(yl_yﬁ) — 101g(dp). Talléin funktion
osittaisderivaatta muuttujan z; suhteen on




0 N B 0 (sz _P(xiayiaxj7yj))2
a_xil(mzayz)_ Z < (9_:131< 202

(pi,' —P(%»yu-’ﬂay)) 8
J 0_2 217 a_l'lp<x“y“xj,y]) .

Tehoh&avion osittaisderivaatta taas on

8 5’)/d0 (9 (fIJl — x]-)Q + (yl — yj)Q
Pl v s 1) = —_
Ers (i- yi> 5 5) n(10)((z: — ;)2 + (i — ;)%) Oz ( do
107(9%‘ - %’)

In(10)((z; — =;)* + (v — y;)?)

Néin log-uskottavuusfunktion osittaisderivaataksi muuttujan x; suhteen saadaan

il(aji,yi) — Z (107<xz’ — l‘j)(pz‘,j — P(:L’i,yi,xj,yj))> '

i 2 )2 TR Y
Ox; D6 In(10)0?((z; — ;)% + (yi — y5)?)

Symmetrian nojalla osittaisderivaatta muuttujan y; suhteen on vastaavasti

iz(xi,yi) S <107<yi_yj>(pi,j —P(xi,yi,xj,yj)))

Yi jeD(i) In(10)o?((zi — ;)* + (% — y;)?)



3 Uskottavuusfunktion maksimointi

3.1 Konjugaattigradienttialgoritmi

Laitteiden paikannus téssé tyossd perustuu suurimman uskottavuuden estimaattei-
hin, toisin sanoen niiden parametrien arvojen 16ytamiseen, joilla uskottavuusfunktio
saa suurimman arvonsa. Sijainnin ehdollinen uskottavuusfunktio on maéritelty edel-
lisessd osiossa ja tdssd osiossa kuvaillaan laitteen sijainnin ehdollisen uskottavuus-
funktion maksimin 16ytdmistd konjugaattigradienttialgoritmilla ([1], s. 420 - 425).
Juuri tdmé algoritmi otetaan kiyttoon, koska funktiolla on kohtuullisen helposti
laskettavat gradientit ja se on usein "enimmilta osin siisti".

Konjugaattigradienttialgoritmilla voi maksimoida useamman muuttujan jatku-
vasti differentioituvia funktioita, erityisesti sellaisia, jotka muistuttavat laheisesti
paraboloideja maksimi- tai minimikohdan ympéristossi. Jos optimoitava funktio
on tarkalleen paraboloidi, adriarvokohta 16ytyy iteroimalla kukin konjugaattivektori
korkeintaan kerran.

Algoritmin esittelyd varten oletetaan usean muuttujan funktio f : R" — R ja
oletetaan aluksi, etté se on parabolinen, ts.

1
f(x) :c—b'x—|—§xAxT,

missé x € M, on vaakavektorimuuttuja, joka sisaltdd lukumuuttujat zi, ..., z,,
b on samandimensioinen vakiovaakavektori, A on symmetrinen n X n-matriisi ja c
vakio. Talloin funktion f gradientti on

Vf(x) = —b + Ax. (12)

Jatkuvasti differentioituvan funktion dériarvokohdat sijaitsevat tunnetusti gradien-
tin nollakohdissa, mistd saadaan lineaarinen yhtélo (tai yhtéloryhma)

Ax+b=0.

Tallaisten yhtéloryhmien ratkaisu onkin konjugaattigradienttialgoritmin alkuperai-
nen tarkoitus, mutta nyt sitd sovelletaan funktion maksimointiin.

Algoritmissa madritetadn ensin alkupiste Py, josta liikutaan mychemmin mé&a-
riteltévien konjugaattivektorien h; suuntaisesti kohti funktion maksimia. Kutakin
konjugaattivektoria kasiteltdessd muodostetaan vektorin suuntainen iteraatiopisteen
P; kautta kulkeva suora, josta taas etsitddn maksimi jollain toisella yhden muut-
tujan funktion optimointiin tarkoitetulla algoritmilla. Tém&a maksimikohta otetaan
uudeksi iteraatiopisteeksi P;,; ja samalla maaritetdén uusi konjugaattivektori h;, 4
myOohemmin esiteltdvin kaavan mukaan. Konjugaattigradienttialgoritmi hyodyntaa
konjugaattivektorien ortogonaalisuutta tietyssi matriisin A (likimain) méarittdméas-
sd sisdtuloavaruudessa, miké johtaa algoritmin nopeaan suppenemiseen verrattuna
esimerkiksi yksinkertaisempaan jyrkimmaén laskun algoritmiin, jossa vastaavat ite-
raatiot suoritetaan suoraan funktion gradientin suuntaisesti.

Olkoon siis Pg jokin n-ulotteinen aloituspiste. Olkoon sitten aloitusvektori gy =
Vf(Py) ja hg = go. Talloin kullekin i saadaan P;1 = P; + x - h;, missé x on sel-
lainen reaaliluku, jolla f(P;;1) saa pienimmén arvonsa. Maaritelladn sitten g;,; =
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Vf(Pi1) ja hiyy = g1 + vih;, missa v = Lﬁ’“ Nailla vektoreilla on hyo-
dyllisid ortogonaalisuus- ja konjugaattiominaisuuksia, jotka osoitetaan seuraavassa
aliluvussa ja joiden nojalla ensimméiset n kappaletta (avaruuden dimension ollessa
n) vektoreita h; johtavat minimointitehtavin tasmaélliseen ratkaisuun, jos funktio f
on parabolinen.

Tutkitaan nyt gradientin g;,; = V f(P;11) arvoa parabolisella funktiolla f, jolle
on voimassa lauseke

Vf(x)=Ax—b.

Lausekkeesta saadaan

git1=Vf(Pi1)=Vf(P;+zh;) = A(P;+zh;)) — b

missd x on reaaliluku, joka minimoi funktion f arvon vektorin h; suuntaisella suo-
ralla, joka kulkee pisteen P; kautta. Koska kyseessd on funktion minimikohta t&lla
suoralla, funktion f suunnattu derivaatta vektorin h; suuntaan on nolla, siis

(A(P; + zh;) — b) - h; = 0.

Ratkaistaan tasta luku z:

h!A(P; 4+ zh;) —b-h; =0
hi A(P; + zh;) = b - h;
z-h] Ah; + hi AP, =b - h;
z-hAh; =b-h; — h! AP,
b-h; — hT AP,
h” Ah,

Tr =

Nain pisteelle P, ; saadaan esitys

b-h; — hT AP;
Pi+1:Pi+ ( ’ d Z) hZ

h7Ah,

ja lopulta vektorille g;; saadaan muoto

git1 = Vf(Piy1) =AP; . —b
b-h; — hTAP,
’ ! *) Ah;
h Ah, )

h; g
—g — Ah.

g - h;
=g — Ah,.
s (Fap ) An

:AP,»—bJr(
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3.1.1 Konjugaattivektorien ortogonaalisuus ja konjugaattiominaisuudet

Osoitetaan, ettéd vektorit g; ja h; tayttavit seuraavat ortogonaalisuus- ja konjugaat-
tiehdot:

(C1) gi-g; =0
(C2) g -hy =0
(C3) hYAh; =0
aina, kun 7 <1 < n.

Todistus. Osoitetaan véitteet induktiolla luvun i suhteen, siis induktioaskeleessa ole-
tetaan, ettd kukin edellédolevista vaitteistd on tosi arvolla ¢, kaikilla 7 < 7. Lisdksi
madritelladn todistuksen tueksi kaksi uutta ehtoa:

(C4> g -8 =& h;

(C5) g7Ah; = hTAh,  kaikilla j < i+ 1,

eli oletetaan myos naméa todeksi kullakin induktioaskeleen arvolla 7 ja osoitetaan ne
todeksi arvolla ¢ + 1.

Alkuaskelta varten todetaan, ettd ehdot C1, C2 ja C3 ovat triviaalisti tosia, kun
1 = 0, silla tutkittavia indeksejé j < 0 ei ole. Ehdot C4 ja C5 taas ovat tosia arvolla
i =0, silld gy = hy.

Sitten siirrytddn induktioaskeleeseen ja oletetaan, ettd ehdot C1-C5 ovat voi-
massa arvolla ¢, ja osoitetaan ne todeksi arvolla i 4+ 1. Vektorille g;; patee g;11 =
V f(P;41). Funktion ollessa parabolista muotoa saadaan

jollain reaaliluvulla x.

Osoitetaan nyt ehto C2 arvolle i+1. Vektori g;,; on funktion f gradientti pistees-
sd P, 1, johon paadyttiin minimoimalla funktiota vektorin h; suuntaisella suoralla,
jolloin vektorin g;,; taytyy olla ortogonaalinen vektorin h; kanssa, siis

gi+1-h; =0.

Jos taas j < 7, niin edelld todetun perusteella seké kayttamaélld induktio-oletuksen
ehtoja C2 ja C3 saadaan

Siis ehto C2 on voimassa arvolle 7 + 1. Osoitetaan sitten ehto C1 arvolle 7 + 1.
Kullakin j <7+ 1 saadaan:

118 = 8i- g +2Ah; -g; =g -g; + xg; Ah,
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Jos j < ¢, niin induktio-oletuksen mukaan ehto C1 antaa g; - g; = 0 kun taas ehdot
C3 ja C5 antavat

g/ Ah; =h/Ah; =0,

ja siten g;11 - g; = 0.
Jos taas j = i, saadaan ehtojen C4 ja C5 avulla

gir1°8 =8 '8 + :CgiTAhi =g;-h; + xh?Ahi = gi+1 - hy,

joka on nolla arvolle i+ 1 edelld osoitetun ehdon C2 nojalla. Siis ehto C1 on voimassa
arvolle ¢ + 1.

(C3 saadaan osoittamalla, ettd vektorit h; tulevat itseasiassa Gramin-Schmidtin
ortogonalisointimenetelmiistd vektoreilla g; yli sisitulon (g, h)s = g? Ah. Tité var-
ten todetaan, ettd indeksistd 0 indeksiin ¢ + 1 asti vektorit g; ovat ortogonaaliset
tavanomaisen sisdtulon suhteen ja muodostavat siten avaruuden R"™ jonkin 7 + 1-
ulotteisen aliavaruuden kannan. Toisin sanoen osoitetaan, etté

hzTAgi
h, 11 =g — (ﬁ) h;.

Toisaalta h;:n méaritelmin mukaan

hip1 =gy + (M) h;.
8 g
Pitéda siis osoittaa, etta
hzTAgi—&-l _ 8it1 " Bit1

h!Ah; gi-8i

Vasenta puolta saadaan avattua kayttamalla yhtaloa g1 = g; — (ffﬁl) Ah; seké
ehtoa Cb:

hfAg;i  hjAh; (g -h;\ hfA’h; 1 (8= h; h? A2h.
h”Ah;  hlAh; h!Ah; ) h’Ah; (hfAh;)? ) l

Oikeasta puolesta taas tulee

i'hi i'hi
g _ (5 (i3) Ab) - (s - (3F:8) An)

8i " 8i g g
gi-h; T g;-h; 2 TAT
_8 & , <h,L.TAhZ-) g; Ah; N <hg“AhZ_) h; A" Ah;,
Bi & 88 g 8i

Kayttamalla ehtoja C4 ja C5 arvolla ¢ sekd matriisin A symmetrisyyttd saadaan
edelleen

gi+1 * 8i+1 g - h; hTAhi g - h; T A2
SHL'SHL _ 1 9. i _ 5T ) pTA?h,
— (gi - hz-> (hZ’Ahi T\ WrAn)z) ™

— 14 <—< & - b 2) h? A2,
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.. hT Ag; g . . . . . .
siis 2 — BBkl - jolloin vektorit h; ovat ortogonaaliset yli operaation
hi ;Ah;q gi'gi ¢

(g, h)a = g Ah muodostaman siséituloavaruuden ja ehto C3 néin voimassa arvolle
1+ 1.

Ehto C4 saadaan kiyttamalld edelld todistettua induktiovéitteen ehtoa C2. Nain
vektorin h; lausekkeesta saadaan

8i+1 * 8i+1

o -2 ) gi+1-hi = giy1 - it

git1 - hiy1 = git1 - Giv1 + (
Kayttamalla edelld todistettua ehtoa C3 arvolla i+ 1 saadaan todistettua C'5 arvolle
1 + 1. Kaikilla 7 < i+ 1 pétee

hi, Ah; 1 = g; 1 Ahyy + (L?H)h?AhHl

=gjr1Ah;y + (M)h?—&-lAhJ = gj+1Ah; .

i Si

Liséksi koska gy = hg, niin thhiH = gg Ah, . Siis C5 on voimassa luvuille ¢ 4 1
ja kaikille 5 <7+ 1.

Siis ehtojen C1-C5 ollessa voimassa arvolle i, ne ovat voimassa arvolle 7 + 1 ja
vaite on todistettu induktiolla. O

3.1.2 Parabolisen funktion diriarvokohdan l6ytadminen

Koska vektorit hy, ..., h,_; ovat edella osoitettujen ehtojen mukaan ortogonaaliset
sisdtulon (g, h)a suhteen, ne muodostavat avaruuden R"™ kannan. Osoitetaan, etté
piste P, on parabolisen funktion f minimikohta osoittamalla, ettd funktion gra-
dientti pisteessa P,, nollavektori, siis AP; —b = 0.

Kullakin 0 < ¢ < n piste P;,; on saatu minimoimalla funktiota vektorin h;
suuntaisesti, siis vektorin h; suuntainen komponentti gradientista on nolla. Jos li-
saksi oletetaan induktiivisesti, etta pisteessa P; vektorin h; suuntainen komponentti
gradientista on nolla kaikilla j < ¢, eli Vf(P;) - h; = 0, niin vastaavaksi komponen-
tiksi pisteessa P, ., saadaan

= (AP; —b) -h; +z; - h] Ah;

Siis induktion perusteella kullakin ¢ on voimassa V f(P;) - h; = 0 kaikilla j < 4,
erityisesti V f(P,,)-h; = 0 kaikilla j < n. Siispa funktion gradientti on nolla pisteessé
P,, ja piste P, on siis parabolisen funktion f globaali minimi tai maksimi.

Néin konjugaattigradienttialgoritmi antaa hyvin numeerisen menetelmén (lo-
kaalisti) likimain parabolisen funktion maksimointiin. On myos syytd huomata, etta
edelld kuvattu algoritmi ei evaluoi matriisia A missdén vaiheessa, vaan ainoastaan
funktiota f seké sen gradienttia.
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3.2 Kohdefunktion maksimointi yhdessa ulottuvuudessa

3.2.1 Kolmen pisteen kautta kulkevan paraabelin huippukohta

Johdetaan aluksi kaava pisteiden (a, f(a)), (b, f(b)) ja (c, f(c)) kulkevan paraabelin
huippukohdalle. Olkoon kyseisen paraabelin yhtalo

f(z) = ko + ki + k. (13)

Paraabelin nollakohtien summa on =**, ja paraabelin aarikohta z; puolestaan on
nollakohtien keskiarvo eli puolet nollakohtlen summasta. Siis

o k1
T ok,

Sijoittamalla edelld mainitut pisteet yhtéaloon 13 saadaan yhtaloryhma

f(a) = kQCLQ + k:la + ko
f(b) = kab® + k1b + ko
f(C) = k?ng + ]’1’}16 —I— k?o

Viahentdmalld ensimméinen yhtélo toisesta ja kolmannesta voidaan eliminoida pa-
rametri kg naista yhtaloista, jolloin saadaan

f(CL) = k‘g(lQ —f- k‘la —I— k?()
fb) = fla) =ko(0* —a®) +ki(b—a) .
fle) = fla) =ka(c® —a®) + ki(c—a)

Jakamalla toinen ja kolmas yhtdlo parametrilla ky (joka oletetaan nollasta eroavaksi,
muuten kyseessi on suora eiki silla ole ddriarvokohtaa) saadaan naista

{f(b)k—f(a) _ (b2 _a )_'_ ﬁi(b—a)

fo—f@) _ (—a?) +5(c—a)

kz k?

Viahennetéaén sitten toinen yhtdlé kolmannesta kerrottuna vakiolla C§ ! EZ),

rotaan sitten koko yhtélo vakiolla f(b) — f(a), jolloin kolmannesta yhtalosta voidaan
ratkaista

ja ker-

= (f(b) = fa)(c* = a®) = (f(c) = f(a))(b* — a?)
+k—2(( (b) = f(a))(c—a) = (f(¢) = f(a))(b - a))

)
kv (fa) = fF(B))(c* = a®) = (f(a) = f())(b* — a?)
ky o ((f(b) = fla))(c —a) = (f(c) = fa))(b—a))

Sijoittamalla tdma muuttujan x;, kaavaan saadaan

(f(b) = fla)(c® = a®) = (f(c) = f(a)(b* — a?)
2((f(b) — f(a))(c—a) = (f(c) = f(a))(b—a))
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Muutetaan tama kaava viela muotoon, josta ndakee suoraan poikkeaman kohdan a
ja paraabelin huippukohdan valilla:

xh:Cﬂ@—f@»@”—f%—ﬁh%—ﬂ®ﬂy—a5
2((f(b) = f(a))(c —a) = (f(c) = f(a))(b—a))
:(ﬂQ—fWDk”ﬂf+2da—@%—U (

+a

2((f(b) = f(a))(c = a) = (f(c) = f(a))(b—a))
1(a—c)*[f(a) = f(O)] = (a = b)*[f(a) = f(c)]
2 (a—a)lf(a) = F(B)] = (a=b)[f(a) = fe)] -

:a+—

3.2.2 Brentin menetelma

Brentin menetelma ([1], s. 402-405) on paraabeliapproksimaatiota hyodyntava nu-
meerinen yksiulotteisen funktion optimointimenetelma. Sitd kiytetdan téssd tyos-
sd yhden ulottuvuuden maksimointimetodina osana edella esiteltyd konjugaattigra-
dienttimenetelméd. Brentin menetelméa kiytettaessa kullakin iteraatiolla on muut-
tujat x,, w,, v,. Tassd x, on n:s arvaus funktion maksimikohdasta, w,, toiseksi suu-
rimman lasketun arvon sijainti ja v, muuttujan w; edellinen luvusta w,, eroava arvo.

Kussakin iteraatiossa haetaan pisteiden (z,,, f(x,)), (Un, f(va)) ja wy, f(w,) kaut-
ta kulkevan paraabelin huippukohta ja testataan, sopiiko se funktion uudeksi mini-
mikohdaksi. Téll6in uusi kandidaatti u, 1 funktion maksimikohdaksi saadaan edell&
johdetusta kaavasta

l(l'n _ Un)Q[f(mn) - f(wn>] _ (mn - wn)Q[f<mn) - f(l)n)]
2 (vn — ) [f(z0) = flwn)] = (20 — wy)[f(20) — f(vn)
Funktion arvo lasketaan seuraavan arvauksen w,,; kohdalla, minka jalkeen muiden

muuttujien arvot paivitetdan. Ensiksi tarkistetaan, pateekd f(u,41) < f(z,). Jos
epayhtélo pétee, niin asetetaan

(15)

Upt1 = Ty +

Tn41 = Up41
Wp+1 = Tp,

Un41 = W,

minkd lisdksi paivitetddn hakualue sen mukaan, onko wu,,; arvon x, oikealla vai
vasemmalla puolella: Jos w, 11 > z,, niin asetetaan a,.1 = T,41, bpr1 = b, Mmuussa
tapauksessa a,11 = Gpi1, 0001 = Tp.

Jos taas uusin funktion arvo ei ole suurin, pidetdén z,,, = x, ja paivitetdan
muuttujien a,.1 ja b,11 arvoiksi a,y1 = Upi1,bpe1 = by, jos u < z ja muussa
tapauksessa a,11 = ay, b1 = uye1. Tamaén jalkeen tarkistetaan, onko funktion arvo
pisteessd u,.; toisiksi suurin eli arvoa w, suurempi. Jos u,.1 > w, tai w, = z,,
niin asetetaan

Un+1 = Wy

Wn4+1 = Up+1,
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ja muussa tapauksessa pidetaan

Un+1 = Up

Wp+4+1 = Wy

Brentin menetelmé ei aina kiyttdydy hyvin. Jos funktio ei ole likimain parabolinen
muuttujien ymparistossd, uusi arvaus saattaa mennd hakualueen ulkopuolelle, ja
menetelmé saattaa hajaantua. Menetelmé ei myoskdan sovi tilanteisiin, joissa kaksi
paraabelin sovitepisteistd on samoja, koska télldin soviteparaabeli ei ole yksikésit-
teinen. Alkuarvauspisteiden asettaminen onkin yksi suurimmista ongelmista Bren-
tin menetelméssa. Taméan takia téssd tyosséd ei tukeuduta pelkdstéddn siithen, vaan
sen tukena kéytetaén kultaisen leikkauksen menetelméa silloin, kun soviteparaabelit
eivit kelpaa maksimikohdan iteroimiseen. Tésté kerrotaan tarkemmin seuraavissa
luvuissa.

3.2.3 Kultaisen leikkauksen menetelméa

Kultaisen leikkauksen menetelmé ([1], s.397-402) on yksinkertainen numeerinen me-
netelmé funktion optimoimiseksi yhdessa ulottuvuudessa. Se ei ole yhta nopea kuin
Brentin menetelma ideaalitapauksessa, mutta se on erittédin luotettava. Téassa tyossa
sitd kiytetddn Brentin menetelmén tukena yksiulotteisen optimointitehtavan hakua-
lueen pienentémiseksi, kunnes funktio on iteraatiopisteiden ympéristossa riittavan
ldhella parabolista funktiota nopeamman Brentin menetelmén kiyttamiseen.

Kultaisen leikkauksen menetelmésséa pidetdan ylla muuttujia a,, b, ja x,, missé
x, on funktion maksimikohdan senhetkinen arvio ja a, ja b, rajaavat hakualueen.
Kullakin n tutkitaan ensin, onko arvo x,, lahempéné arvioa a,, vai arvoa b,,. Jos x,, <
Tmidn = %, niin seuraava funktion arvon laskemiskohta u,,; otetaan pisteiden
x, ja b, vilistd (tapaus 1), muussa tapauksessa pisteiden z,, ja a, vilistd (tapaus
2).

V651

Tapauksessa 1 asetetaan d,, 1 = ¢*(a, — @), missi ¢ = ¥ eli pienempi kul-

tainen leikkaus ja ¢> = 1 — ¢ = %5 ~ 0,38197. Kultaisen leikkauksen valinta
leikkaussuhteeksi optimoi menetelméan suppenemisen kohti minimikohtaa huonoim-
massa skenaariossa. Télloin evaluointipisteen siirtyméaéd kuvaava arvo d,y; on ne-
gatiivinen siirtden pistettd vasemmalle. Asetetaan sitten w,,1 = z, + d,.1 ja las-
ketaan funktion arvo pisteesséa u,.1. Verrataan uuden arvon maksimaalisuutta: Jos
f(uny1) > f(z,), niin paivitetddn maksimikohdan ja hakualueen rajojen arvoiksi

Qp4+1 = An
Tpy1 = Unp

bn+1 = Tn
ja muuten
Ap41 = Up+1

T+l = Tn

bn+1 - bn



Tapauksessa 2 asetetaan d,, 1 = ¢(b, — x,,). Télloin funktion arvon laskemiskohdan
siirtymééd kuvaava arvo d,,; on positiivinen siirtden pistettd oikealle. Asetetaan
sitten u, 1 = x, + d, 41 ja lasketaan funktion arvo pisteessé u,,;. Verrataan uuden
arvon maksimaalisuutta: Jos f(u,+1) > f(x,), niin pdivitetdédn maksimikohdan ja
hakualueen rajojen arvoiksi

Apt1 = Tp

Tn+1 = Unt1

bn+1 = bn
ja muuten

Apy1 = Ap

Tpt1 = T,

bn+1 = Up.

3.2.4 Yhden ulottuvuuden maksimoinnin toteutus

Lopullisessa yhden ulottuvuuden maksimointialgoritmissa sovelletaan seka kultaisen
leikkauksen menetelméa ettd Brentin menetelméé tarpeen mukaan. Aluksi, kun ol-
laan kaukana huippukohdasta ja funktion parabolisuus hakualueella on epavarmaa,
ldhestytdan ratkaisua varmemmalla kultaisen leikkauksen menetelmalld. Kun funk-
tio on riittavan ldhelld paraabelia, siirrytdan Brentin menetelméén, joka suppenee
nopeammin kohti funktion maksimikohtaa.

Toteutuksessa valitaan aluksi kolme alkuarvauspistettd ag, by ja xg. Néaistd xg
on alkuarvaus itse funktion maksimikohdalle ja luvut ag ja by hakualueen alkura-
jat. Lisdksi asetetaan ug = eg = dyp = 0 ja v9 = wy = by, ja metodin niin sa-
notut toleranssivakiot t; ja t9, joiden tarkoituksena on ohjata kelpoisten paraa-
belien ja arvauksien valitsemista sekéd iteroinnin lopettamispadtoksen tekemisté.
Nyt kullakin a,,, b,, T, U, €y, dy, v,, w, muodostetaan paraabeli, jonka avulla funk-
tion minimikohtaa yritetddn hakea, ja iteraation lopuksi paivitetdan uudet arvot
g1, bng 1, Trg1s Ung 1, €ng 1, g1, Ung 1, Wogt -

Muuttujien a,, ja b, tarkoitus on rajoittaa maksimikohdan hakualuetta, ja ndmé
lahestyvat toisiaan sitd mukaa, kun iteraatioissa 10ytyy pienempid funktion arvoja.
Muuttuja x,, on senhetkinen arvio funktion maksimikohdasta, muuttuja w, funk-
tion arvon laskemiskohta iteraatiolla n, ja w, on toiseksi suurimman lasketun arvon
havaitsemiskohta, seké v, on muuttujan w; kolmanneksi suurimman lasketun arvon
havaitsemiskohta. Kussakin iteraatiossa haetaan pisteiden (z,, f(z,)), (vn, f(vn)) ja
Wy, f(w,) kautta kulkevan paraabelin huippukohta ja testataan, sopiiko se funktion
uudeksi minimikohdaksi. Sitd varten jokaisessa iteraatiossa lasketaan arvot

Tt = (Tn — wy)(f(2n) — f(vn))

Q1 = (Tn — vn)(f(70) — f(wn))
Pnt1 = (wn - wn)QnJrl - (xn - 'Un)rn+1
Q;H—l = 2<Qn+1 - rn—&-l)

€pni1 = dn
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Liséksi parametrin ¢, . ; merkki kiidnnetdén positiiviseksi, jollei se ole jo positiivinen,
ja muussa tapauksessa parametrin p,,; merkki kddnnetaan.

Seuraavaksi testataan paraabelin kelpoisuus. Paraabeli on kelpoinen, jos |p,1] <
|52 Pt > Qg1 (Ang1 —Tn) ja Prg1 < q(bpy1 —25,). Ndiden ehtojen tarkoituksena
on tarkistaa, onko paraabelisovituksesta laskettu piste muuttujien a,, ja b,, asettamis-
sa rajoissa. Jos paraabeli on kelpoinen, suoritetaan iteraatio Brentin menetelmallé
ja asetetaan

n bn . .
. tisgn(x, — 232, jos min{z, + dp, — an, by — T, — dp} < 1o
n+1 D1
= muuten
dn+1
Tp + dpy1, Jos dpy1 > 1
Un+1 =

Ty, + t1sgn(d, 1), muuten

Téssé u,1 on uusin kandidaatti funktion maksimikohdaksi. Sen méérittamisen jil-
keen péivitetdan loput muuttujat hakualueen typistdmiseksi.

Jos paraabeli ei ole kelpoinen, eli paraabelin huippukohta ei ole lukujen a, ja
b, valissd, muodostetaan seuraava arvaus kultaisen leikkauksen menetelmalla, joka
esitelladn edella.

Funktion arvo lasketaan seuraavan arvauksen wu,,; kohdalla, minka jalkeen mui-
den muuttujien arvot péivitetdén. Ensiksi tarkistetaan, péateekd f(uni1) > f(xn).
Jos epayhtilo pitee, niin asetetaan

Tn+1 = Up+1
Wp41 = Ty
Un41 = Wh,

minka lisdksi paivitetddn hakualue sen mukaan, onko wu,,; arvon z, oikealla vai
vasemmalla puolella: Jos u,,1 > z,, niin asetetaan a, 1 = x,11, b1 = b,, muussa
tapauksessa a,11 = apy1,bpi1 = Ty

Jos taas uusin funktion arvo ei ole suurin, pidetdin z,,1 = x, ja paivitetdan
muuttujien a,.1 ja b,.1 arvoiksi a,y1 = Upi1,bne1 = by, jos u < x ja muussa
tapauksessa @41 = an,bpr1 = Upi1. Tédman jalkeen tarkistetaan, onko funktion
arvo pisteessé w1 toisiksi suurin eli arvoa f(w,,) suurempi.

Jos f(unpy1) > f(w,) tai w, = x,, niin asetetaan

Un+1 = Wy
Wn41 = Up41,

muuten pidetddn w1 = w, ja tarkistetaan vield, pateeko jos f(uns1) > f(v,). Jos
tama epayhtald on voimassa tai v, = w, tai v, = x,, niin asetetaan

Un+1 = Up
Wpt1 = Wy
Muussa tapauksessa pidetdan
Un+1 = Un
Wn+1 = Wy
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4 Paikannus

4.1 Alustus

Itse paikannusalgoritmissa on kaksi vaihetta: alustus ja tarkennus. Alustusvaihees-
sa pyritdan muodostamaan ankkureita hyodyntadmaélla hyva alkuarvaus laitteiden
sijainneille. Alkuarvaus syotetdan tarkennusalgoritmille, joka maérittaa laitteiden
sijainnit edelld kuvattuja uskottavuusfunktiota ja konjugaattigradienttialgoritmia
kiyttamalla.

Alustusta varten oletetaan, ettd verkossa on N laitetta, joista n on ankkureita,
jotka tietdvdat oman sijaintinsa. Muut laitteet ovat sokkolaitteita, joiden sijaintia
halutaan estimoida. Ankkurien indeksit ovat 1,...,n ja sokkolaitteiden n + 1, ..., N.

Paikkaestimaatit alustetaan uskottavuusfunktion avulla kiyttamaélla vain niistéa
linkeistd mitattuja tehoh&vioita, joissa toinen laite on ankkuri ja toinen sokkolaite.
Jos ankkureita on kuitenkin harvassa, eiké niita ole riittavésti (kolme kappaletta)
jokaisen estimoitavan laitteen havainnointietéisyydelld, voidaan joutua kiyttamaan
ankkureita, joita paikannettava laite ei havainnut. Tata varten laajennetaan teho-
héviomittauksia niinsanottua hyppyetaisyytta kiyttamalla, jotta kaikkien laitteiden
valille saataisiin jokin path loss -arvo.

Olkoon siis L; ; laitteiden ¢ ja j vélilld havaittu tehohavio, jos laitteet havaitsivat
toisensa. Olkoon sitten hyppyetdisyys rekursiivisesti maariteltyna

o (i,j)=0, josi=j

e h(i,j) = n, jos jokin laite k, jolla h(i, k) = n—1 ja laite i havaitsevat toisensa,
eikd mikdén laite m, jolla h(i, k) < n — 1 havaitse laitetta i.

Talloin laitteen hyppyetéisyys itsensa kanssa on nolla ja laitteiden, jotka havait-
sevat toisensa, vélinen etéisyys on 1. Toistensa kantamattomissa olevien laitteiden
etaisyys on véhintdén 2. Olkoon P,, suurin tehohévio, jolla laitteet voivat viela ha-
vaita toisensa ja d,, etéisyys, jolla (logaritmisen) tehoh&vion odotusarvo on P,,, siis
P, = 10y lg(‘%) + Fy. Voidaan tehdd yksinkertainen heuristinen paitelma, etté
tihedssa verkossa hyppyetéisyyden ollessa h > 1, etdisyys on suurella todennakoi-
syydella valilla (b — 1)d,, < d < hd,,. Nimittédin tiheéssé verkossa laitteiden i ja j
vélisen suoran linjan lahelté 16y tyy laitteita likimain etdisyyden d,, valein. Ottamalla
néistéd keskiarvo voidaan alustusta varten arvata laitteiden ¢, j etéisyydeksi

2h —1
2

d(i,j) = dp.

Taman oletuksen pétiessd saadaan tehohévioksi

Py = Pj; = 1071g( 5 =) T 1o
0
2h(1,7) — 1 dpm,
=10y lg(%) +1071g(—=) + Fo
0
2h(1,7) — 1
= 10y lg(%) + P
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Nyt voidaan mééritelld laajennetut tehohéviohavainnot L;;. Kullakin 7, j joilla i # j:

P/ o -Pij7 jOS h(l,j)zl
ij = 2h(i,5)—1
10y1g(==%*—) + P,,, muuten.

Seuraavaksi on huomattava, etté arvot F;; linkeissé, joissa laitteet havaitsivat toisen-
sa, ovat paljon luotettavampia kuin kuin arviot lej linkeissé, joissa mitattua teho-
hivi6té ei ole. Siksi havainnottomia arvoja P; kéiytetdédn vain pakon edessd, ja jos
oikeita tehomittauksia on riittdvasti, turvaudutaan pelkdstdén niihin. Vastaavasti
havainnottomissa linkeissa, joissa hyppyetdisyys on suurempi, arvio muuttuu epa-
luotettavammaksi, ja samanvahvuisia arvoja P/; halutaan kiyttdd mahdollisimman
paljon, erivahvuisia taas mahdollisimman vahén.

Olkoot sitten kullakin sokkolaiteindeksilla ¢ indeksit m;(j) ankkuri-indeksien
1,...,n permutaatio, joka on jarjestetty seuraavilla kriteereilla:

e Jos h(i,j) < h(i, k), niin m;(5) < m;(k).
e jos h(i,j) = h(i, k) =1 ja P; < Py, niin m;(j) < m,(k).
e muutoin jos j < k, niin m;(j) < m;(k).

Nyt konjugaattigradienttialgoritmille syotetddn parhaat kolme ankkurilaitetta,
siis ankkurilaitteet indekseissé m;(1),m;(2) ja m;(3). Lisiksi ennen varsinaista us-
kottavuusfunktion maksimointia lasketaan alkuarvaus vielé alustusvaiheessa syottéa-
malla laitteet ensin luvussa 2.3.2 esiteltyyn trilateraattoriin.

4.2 Tarkennus

Olkoon edelleen p;; mitattu tehohavio laitteiden ¢ ja j valilld ja (xo,yo) alustusalgo-

ritmin antama alkuarvausmatriisi laitteiden sijainneille. T&ll6in kustakin estimaa-

tista (xg,yx) lasketaan rekursiivisesti uusi estimaatti (Xg41, Y1) seuraavasti:
Kutakin sokkolaiteindeksid n+1 < ¢ < N kohti méaritelldan uskottavuusfunktio

Li(@i,yi) = L(%i, Y| T, Yik, Pjis J € D(7))

laitteen i sijainnille kuten osiossa 2 on kuvattu. Ankkuri-indeksien 1, ..., n estimaatit
puolestaan pysyvét aina vakiona. Télloin uudessa estimaatissa asetetaan

(l‘i7k+1ayi7k+1) = (ﬂfuﬁz) = arg maX(Ln($i,yi)),

missd maksimointi suoritetaan edelld kuvatulla konjugaattigradienttialgoritmilla.
Estimaatteja (x, yx) lasketaan téssa tyossa aina tietty lukumééra I, jota kutsutaan
iteraatiolukumaéaraksi. Toinen tapa voisi olla toistaa iteraatiota kunnes peridkkaisten
iteraatitien vélinen ero on riittavéan pieni.
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5 Lopputulokset

5.1 Simulointi

Edella kuvattua algoritmia simuloitiin kirjoittajan itse tekemalld Python-ohjelmalla,
joka 16ytyy julkisesti osoitteesta
https://gitlab.utu.fi/tajotai/position-estimator. Python-ohjelma generoi
nelion [—L, L] x [—L, L] sisaén satunnaisesti N laitetta, joista N, on ankkureita.
Ohjelma my6s laskee kunkin kahden laitteen vilisen etédisyyden ja arpoo niiden va-
lisen tehohévion (desibeleind) parametrien P,y ja o mukaisesti normaalijakaumas-
ta. Ohjelmassa oleva estimaattori estimoi sitten arvottujen tehohéavididen pohjalta
sokkolaitteiden paikat edellda kuvatulla tavalla.

Estimaattorin virhe mitataan useiden iteraatioiden yli laskemalla laitteiden pai-
koista keskineliGvirheet. Toisin sanoen, jos kunkin laitteen ¢ todellinen sijainti on
(x;,y;) ja estimoitu sijainti (Z;, 7;), niin estimaattorin keskineliévirheeksi lasketaan

E = %;[(9@ — %)+ (yi — )7

Haluttaessa arvo laitteiden sijainnin keskiméaraiselle virheelle, otetaan keskinelio-
virheest# nelidjuuri ja madritelliin RMS-virhe ¢ = VE.

Tyon tuloksia varten ajettiin viisi simulaatiota. Kussakin simulaatiossa verkon
ominaisuuksia kuvaa neljé parametria: N eli laitteiden lukumaéra, ¢ eli ankkurilait-
teiden osuus prosentteina, r eli pieninté havaittavissa olevaa tehoa vastaava etéisyys
metreind ja ympéariston hajontaparametri 0. Kussakin simulaatiossa yksi paramet-
ri kdly 1api joukon arvoja muiden parametrien pysyessa kiinnitettyné, ja muuttuvan
parametrin kutakin arvoa kohti ajetaan 20 ottoa verkon sijaintiestimaatista. Ver-
kon laajuutta kuvaava parametri L saa arvon 1000 kaikissa simulaatioissa. Tehohé-
vioeksponentti v saa simulaatioissa arvon 2, silla se on tehohévioeksponentin arvo
"vapaassa avaruudessa'eli kahden radiolaitteen vélilla, kun vélissd on pelkkad ilmaa
eikd esimerkiksi puita tai rakennuksia hairitseméassa.

Ennakko-odotuksina estimaattien odotettiin huononevan hajontaparametrin o
kasvaessa ja paranevan minimitehoetéisyyden r, laitteiden lukuméaran N, ankku-
riosuuden n ja iteraatiolukumé&aran I kasvaessa.

Ensimmaisessa simulaatiossa kiinnitetyt parametrit olivat N = 200, ¢ = 10%, r =
1000 ja I = 20, ja parametri o sai arvot 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18 ja 20. Laitteiden
sijaintien RMS-virhe parametrin ¢ funktiona esitetdan kuvassa 3.
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Kuva 3: RMS-virhe hajontaparametrin ¢ funktiona annetuilla parametreilla

Ensimmaéisessd simulaatiossa pisteiden havaitaan olevan likimain lineaarisella
suoralla, joten havaintopisteisiin on lisdksi sovitettu lineaarinen pienimmén nelio-
summan estimaatti komennolla np.linalg.lstsq. Suoran yht&lé on kahden desimaalin
tarkkuudella y = 20, 62x — 19, 08.

Toisessa simulaatiossa kiinnitetyt parametrit olivat N = 200,q = 10%,0 = 10
ja I = 20, ja parametri r sai arvot 500, 600, 700, 800, 900, 1000, 1100, 1200, 1300,
1400, 1500 seké oo. Laitteiden sijaintien RMS-virhe parametrin r funktiona esitetdan
kuvassa 4. Adrettomén etiisyyden ajon tulos ei kuitenkaan niy kuvassa, mutta sen
rms-virhe oli 242,635.

Kuva 4: RMS-virhe maksimietéisyyden r funktiona annetuilla parametreilla
Kolmannessa simulaatiossa kiinnitetyt parametrit olivat N = 200, r = 1000, =

10 ja I = 20, ja parametri ¢ sai arvot 5%, 10%, 15%, 20%, 25%, 30%, 35% ja 40%.
Laitteiden sijaintien RMS-virhe sekéi pienimmén neliGsumman muotoa y = 2 + b
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oleva hyperbolinen estimaatti parametrin ¢ funktiona esitetddn kuvassa 5. Hyper-
bolinen sovitefunktio muodostettiin pienimmén nelibsumman estimaatin avulla. So-
vitefunktion lauseke on y = 614, 9% + 115, 5.

140 4 .

T T T T T T T T T
5 10 15 20 25 30 35 40 45
anchors %

Kuva 5: RMS-virhe ankkuriosuuden ¢ funktiona annetuilla parametreilla

Neljannessa simulaatiossa kiinnitetyt parametrit olivat ¢ = 10%,r = 1000, 0 =
10 ja I = 20, ja parametri N sai arvot 50, 100, 150, 200, 250, 300, 350, 400, 450
ja 500. Koska laitelukuméaéréan lisdédminen johtaa simulaation keston pidentymiseen,
tasséd simulaatiossa iteraatioita ajettiin poikkeuksellisesti seuraavalla tavalla: arvolla
N = 50 iteraatioita oli 100, arvolla N = 100 iteraatioita oli 50, arvolla N = 150 ite-
raatioita oli 30, arvoilla N = 200 ja N = 250 iteraatioita oli 20 ja muilla parametrin
N arvoilla iteraatioita oli 10. Laitteiden sijaintien RMS-virhe parametrin ¢ funktio-
na esitetdan kuvassa 6. Kuvassa on myos hyperbolinen sovite, joka on muodostettu
samoin kuin kolmannessa simulaatiossa. Funktion lauseke on y = 31395% + 22,6.
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Kuva 6: RMS-virhe laitelukuméardan N funktiona annetuilla parametreilla

Viidennessé simulaatiossa kiinnitetyt parametrit olivat N = 200,q = 10%,r =
1000, 0 = 10, ja iteraatioiden lukumaéré [ sai arvot 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35 ja 40.

24



Laitteiden sijaintien havaitut RMS-virheet parametrin [ funktiona esitetaén kuvassa
7. Sovitetta ei tehty, silld havainnot olivat sen verran hajaantuneet.
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Kuva 7: RMS-virhe iteraatiolukumééran [ funktiona annetuilla parametreilla

5.2 Omat paatelméit

Simulaatioiden perusteella estimaattori toimii, joskin paikannus on melko epéatark-
kaa. Parametrin o kasvattaminen kasvatti paikannuksen virhettd lineaarisesti, ja
nédin tulos on muutoksen suunnan kannalta odotetunlainen. Lineaarisuudessa on
my0s jarked, silld riittdvan suuresta summasta muodostuva log-uskottavuusfunktion
maksimi noudattaa tilastollisen padttelyn kurssin luentomonisteen ([6], s. 32) mu-
kaan likimain normaalijakaumaa, jonka keskihajonta on suoraan verrannollinen ti-
heysfunktion keskihajontaan, joka puolestaan on o.

Odotetusti ankkurien osuuden kasvattaminen parantaa paikannuksen tarkkuut-
ta, miké on luontevaa, silld ankkurien paikasta on varma tieto. Ankkurien méarian
kasvu tekee ndin paikannuksesta luotettavampaa. Ankkurien méaérdn osalta tadmé
tarkkuuden kasvu kuitenkin hidastui laitelukuméaran kasvaessa suureksi ja naytti
jumittuvan tiettyyn raja-arvoon, noudattaen kianteista verrantoa vakiotermié vail-
le (tuo vakiotermi on kyseinen raja-arvo, johon tarkkuus jumittuu). On jérkeva
seuraus, ettd tarkkuus ei suppene nollaan ankkuriosuuden kasvaessa vaan juuttuu
tiettyyn arvoon, silla yksittaista laitetta ei pystyttéisi paikantamaan téysin tarkas-
ti ympariston aiheuttamien satunnaisvirheiden takia, vaikka kaikki muut laitteet
verkossa olisivat ankkureita.

Samoin laitteiden méérén lisddntyminen kasvatti odotetusti tarkkuutta, eli esti-
maattori pystyy hyodyntamaéan néin laitteiden lisdantymisen johdosta lisdantyneen
informaation. Laitteiden méaéréan kasvaessa voisi uskoa virheen suppenevan kohti nol-
laa, silld useampi laite tarkoittaa myos suurempaa maéraéd informaatiota. Virheel-
le laitelukumédran funktiona annettu hyperbolinen sovite nayttéaisi kertovan, etté
tassakin tilanteessa tarkkuus jumittuu tiettyyn raja-arvoon, mutta toisaalta tama
raja-arvo on pienempi kuin ankkuriosuuden tapauksessa, ja hyperbolinen funktio ei
valttamatta ole tarkkaan oikeanlainen funktio kuvaamaan tarkkuuden parantumis-
ta, vaikka se sopiikin havaintoihin hyvin.

Neljédnnesséd simulaatiossa kokeiltiin my6s sovitetta, jossa RMS-virhe on kddn-
tden verrannollinen laitelukumaérén neliojuureen, silld yksittédisen laitteen havaitse-
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mien laitteiden lukuméara on suoraan verrannollinen laitteiden lukuméaraan verkos-
sa, ja jokainen havaittu laite taas pidentdd uskottavuusfunktion summalauseketta.
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan pituus puolestaan on kddntéen ver-
rannollinen sen keskihajonnan nelioon. Nain nelidjuurilausekkeelle olisi teoreettista
pohjaa, mutta kidytdnnossa tdmé sovite ei kuitenkaan tuottanut parhaiten sopivaa
kiyraa.

Yllattden havaintoetdisyyksien kasvaessa tarkkuus ei kuitenkaan parantunut.
Kuvaajien perusteella se nayttaisi jopa huonontuneen, mutta toisaalta kuvassa on
niin paljon hajontaa, etté asiaa ei voida ihan varmasti todeta. Intuitiivisesti infor-
maation pitaisi lisddntya, kun yhd enemman muita laitteita pystytdéan havaitsemaan,
mutta ehkéd huonolaatuiset havainnot eivéit juurikaan auta estimaatin tarkentamises-
sa. Voi olla, ettd paikannuksessa kannattaakin hyédyntéa etupéddssa niité laitteita,
joiden havaittiin olleen lahellé.

Tutkimuksen oletuksista on syytd huomata, ettd ne olivat erittdin yksinkertais-
tavat ja rajatut. Parametrien ~, P ja o ei voi tositilanteessa aina olettaa olevan va-
kioita koko verkossa, eika laitteet tunne niité ellei niitd kidyda manuaalisesti mittaa-
massa. Mahdolliset jatkotutkimukset voisivat suuntautua paikannukseen tilanteessa,
jossa namé parametrit ovat tuntemattomat, tai muuttuvat verkon sisélla.

Viitteet

[1] W.H.Press, S.A. Teukolsky, W.T. Vetterling, B.P. Flannery: Numerical Recipes
in C. Cambridge University Press, toinen painos, 1992

[2] N. Patwari, R.J. O’Dea, Y. Wang: Relative Location in Wireless Networks. IEEE
VTS 53rd Vehicular Technology Conference, Proceedings (Cat. No.01CH37202),
2001, pp. 1149-1153 vol.2

[3] Hughes Systique: Positioning techniques for mobile devices in LTE. Blo-
giteksti. https://www.hsc.com /resources/blog/positioning-techniques-for-mobile-
devices-in-lte/

[4] G. Blewitt: Basics of the GPS Technique: Observation Equations. Luku kokoel-
masta Geodetic Applications of GPS, National Land Survey, Sweden, 1997

[5] A. Bensky: Short-range Wireless Communication. Elsevier, kolmas painos, 2019

[6] P. Nieminen: Tilastollinen paattely I & II, syksy 2021

26



	Johdanto
	Paikannus, etäisyysestimointi ja sijainnin uskottavuusfunktio
	Katsaus paikannusmenetelmistä
	Globaali paikannus
	Havaittuun aikaeroon perustuva paikannus
	Havaittuun suuntaan perustuva paikannus
	Tehohäviöön perustuva paikannus

	Tehohäviö satunnaismuuttujana
	Kolmioestimointi
	Bilateraatti
	Trilateraatti

	Uskottavuusfunktio

	Uskottavuusfunktion maksimointi
	Konjugaattigradienttialgoritmi
	Konjugaattivektorien ortogonaalisuus ja konjugaattiominaisuudet
	Parabolisen funktion ääriarvokohdan löytäminen

	Kohdefunktion maksimointi yhdessä ulottuvuudessa
	Kolmen pisteen kautta kulkevan paraabelin huippukohta
	Brentin menetelmä
	Kultaisen leikkauksen menetelmä
	Yhden ulottuvuuden maksimoinnin toteutus


	Paikannus
	Alustus
	Tarkennus

	Lopputulokset
	Simulointi
	Omat päätelmät


