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Téamaé tyo keskittyy tutkimaan tuntemattoman jakauman keskikohdan estimoinnin
robustisuutta, kiyttien yleisesti kiytettyja keskilukuja, kuten otoskeskiarvoa ja me-
diaania. Ty6 alkaa klassisten tilastollisten menetelmien toimintaperiaatteiden esit-
telylld ja tarkastelee niiden kdytossé ilmenevia kiytdnnon ongelmia. Havaitaan, etta
klassiset menetelmét, jotka perustuvat normaalijakaumaoletukseen, voivat aiheut-
taa ongelmia jakauman keskikohdan estimoinnissa tilanteissa, joissa jakauma ei ole
normaalisti jakautunut. Seuraavaksi tyossd esitelldadn robustit menetelmét, joiden
tarkoituksena on estimoida jakauman keskikohtaa tarkemmin kuin klassiset mene-
telmét tilanteissa, joissa normaalijakaumaoletuksesta poiketaan.

Otoskeskiarvon ja mediaanin kiyttaytymistd jakauman keskikohdan estimoinnissa
tutkitaan tyossé ensin 16 havainnon aineistolla, jossa yksi arvo on poikkeava. Lisék-
si otoskeskiarvon ja mediaanin kiyttdytymista tarkastellaan simuloimalla havainto-
jen poimintaa jakaumaseoksesta ja Cauchy-jakaumasta. Havaitaan, ettd poikkeava
arvo tai muu normaalijakaumasta eroava tilanne vaikuttaa enemmaén otoskeskiarvon
estimointitarkkuuteen kuin mediaaniin.

Tyossé esitellddan jakaumaseos ja Cauchy-jakauma. Yksi esitetyisté keskeisista tulok-
sista on, ettd Cauchy-jakaumalla ei ole odotusarvoa. Liséksi esitellaédn M-estimaattori
ja sen toimintaperiaate. Tyossa konkreettisena esimerkkind M-estimaattoreista esi-
telladn Huber-estimaattori, jonka arvo lasketaan samassa 16 havainnon aineistossa
kuin otoskeskiarvo ja mediaani. Tuloksista ilmenee, ettd Huber-estimaattori on ro-
bustimpi kuin otoskeskiarvo. Lopuksi tyossa esitellaan lahdekirjallisuutta, jota lukija
voi kiyttad syventyidkseen M-estimointiin.
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1 Johdanto

Kaikki tilastolliset menetelmét riippuvat suorasti tai epasuorasti oletuksista. Naita
oletuksia kiytetadn yleisesti muotoilemaan tilastollinen mallinnus- tai analyysiongel-
ma teoreettisesti ja laskennallisesti kdytettavaan muotoon. Kuitenkin yleisesti tiede-
taan, ettd ndin muodostetut mallit ovat todellisuuden yksinkertaistuksia ja ne ovat
likiméaraisesti paikkaansapitavia. Tutkijalla pitad olla riittéava luottamus siihen, et-
ta mallit ovat likiméaaraisesti paikkaansapitavia. Téméan takia téssé tyossa tutkitaan
kuinka paljon mahdolliset poikkeamat vaikuttavat kaytettyihin menetelmiin ja sita
kautta tuloksiin. Tdmé& johdanto seuraa Maronnan et al. kirjaa.[5, s. xxi-xxii]

Yleisin oletus on, ettd havaittu aineisto noudattaa normaalijakaumaa. Téata ole-
tusta on kiytetty tilastotieteessé kaksi vuosisataa ja normaalijakaumaoletus on klas-
sisten tilastollisten menetelmien taustalla. Suurin oikeutus normaalijakaumaoletuk-
selle on, ettd monet oikeat aineistot noudattavat likiméaraisesti normaalijakaumaa.
Taman lisdksi normaalijakaumasta voidaan johtaa kaavoja optimaalisiin tilastome-
netelmiin kuten esimerkiksi suurimman uskottavuuden menetelméaén. Téllaisia me-
netelmia kutsutaan klassisiksi tilastollisiksi menetelmiksi. Nama menetelmat kuiten-
kin vaativat, ettd aineisto noudattaa normaalijakaumaa ilman merkittavia poikkea-
mia.

Usein kdytdnnon aineistot noudattavat oletettua normaalijakaumaa likima&rai-
sesti niin, ettd suurin osa havainnoista noudattavat oletettua jakaumaa ja loput
jotain toista jakaumaa. Monet aineistot kiytannossa vaikuttavat varsin normaalisti
jakautuneilta, mutta pieni osa havainnoista ovat epatyypillisid ollen kaukana suu-
rimmasta osasta muuta aineistoa. Téllaisia epatyypillisid havaintoja kutsutaan ou-
dokeiksi. Naitd havaitaan yleisesti aineiston analyysien ja tilastollisten mallinnus-
ten sovelluksissa. Jopa yksittdinen oudokki aineistossa voi aiheuttaa suuria muu-
toksia klassisiin tilastollisiin menetelmiin, jotka nojautuvat normaalijakaumaoletuk-
seen. Oudokit aiheuttavat likiméaaraisesti normaalijakautuneen aineiston nayttavan
jakauman keskeltd kuin normaalijakaumalta, mutta jakauman hannat ovat pidem-
mat ja paksut kuin normaalijakaumalla.

Aineiston noudattaessa likiméaraisesti normaalijakaumaa voitaisiin odottaa, et-
ta klassiset tilastolliset menetelmét toimisivat likimaaraisesti. Normaalijakaumaan
nojautuvat tilastolliset menetelmét eivit kuitenkaan toimi télloin sellaisenaan ja nii-
td on muokattava. Pitdé tietdd millaista poikkeama on normaalijakaumasta, jotta
menetelmad voidaan muokata. Jos oletetaan, ettd aineisto on normaalisti jakautu-
nut, mutta sen jakaumalla on todellisuudessa paksut hénnét, klassiset menetelmét
eivit toimi toivotulla tavalla. Esimerkiksi klassisten estimaattien luottamusvaleista
voi muodostua leveité tai luottamustasot voivat olla alhaisia.

Robusti lahestymistapa tilastollisessa mallintamisessa ja data-analyysissa pyrkii
johtamaan menetelmié, jotka tuottavat luotettavia estimaatteja parametreille ja nii-
hin liittyvia testeja. Robusteja menetelmié voidaan luonnehtia niin, ettd ne antavat
likiméaaraisesti saman vastauksen kuin klassiset menetelmét, kun aineisto noudattaa
tarkasti jakaumaa eiké siind ole oudokkeja. Toisaalta, jos aineistossa on véh&inen
méadra oudokkeja, niin robustit menetelméat antavat likimaardisesti saman vastauk-
sen kuin klassiset menetelmét jakaumaa noudattavalla aineistolla. Taman seurauk-
sena robusteja menetelmié kiyttamaéalla voidaan luotettavasti havaita oudokkeja mo-



nissa erilaisissa aineistoissa. Robusti lahestymistapa toimii myos muille jakaumille,
jotka ovat lahella nominaalimallia.

Téassa tyossa esitellddn ensin motivaatio robustien estimaattien kayttoon. Myds
esitellaan klassisten tilastollisten estimaattien ongelma jakauman keskilukujen es-
timoinnissa, kun aineisto ei noudata tarkasti mitddn tunnettua jakaumaa. Lisdksi
téssd tyossd simuloidaan keskiarvon ja mediaanin jakaumia, kun otokset otetaan ja-
kaumista, jotka eivit ole normaalijakaumia. Lopuksi esitellddn M-estimaattori. Té-
mé estimaattori toimii likiméérin yhtd hyvin tilanteissa, joissa aineisto noudattaa
tarkasti jotain jakaumaa ja kun aineisto sisiltda oudokkeja.

Tyon ldhteind on kiytetty tilastotieteen kirjallisuutta ja internetsivustoja. Moti-
vaatio tyon tekemiseen saatiin Maronnan et al. kirjottamasta kirjasta Robust statis-
tics : theory and methods (with R)|5| ja varsinkin sen jaksosta 2. Lisdtietoja robusti-
seen tilastotieteeseen ja varsinkin M-esimaattoreihin hankittiin Bergerin ja Casellan
kirjasta Statistical inference|l] jaksosta 10.2.2.

2 Jakauman keskikohdan estimointiongelma

Tuntemattoman jakauman keskikohtaa tai keskimmaisté arvoa kuvataan kayttamal-
1& keskilukuja, joista tdrkeimmét ovat odotusarvo ja mediaani. Mediaani on maa-
ritelménsd mukaan jakauman keskimmaéinen arvo ja tdmén takia se on madritelty
hyvin kaikille jakaumille. Joillain jakaumilla ei vilttamatta ole odotusarvoa. Tésté
esimerkkind on tyossd myohemmin esiteltdva Cauchy-jakauma, jolla on paksut han-
nat. Téssa tyossa tarkastellaan esimerkiksi jakaumia, jotka ovat ldhelld jotakin nor-
maalijaukaumaa ja symmetrisid. T&lloin mediaani ja mahdollisesti olemassa oleva
odotusarvo ovat likimain yhta suuret.

Jakauman keskikohdan estimointi siitd poimitulla satunnaisotoksella on térkeé
ja klassinen tehtévéa tilastollisessa paattelyssd. Otoskeskiarvo on tdhén tehtdvain
todella paljon kiytetty estimaattori. Esimerkiksi, kun oletetaan jakauman noudat-
tavan jotain normaalijakaumaa N (u, 0?), tilastollisen piittelyn kursseilla on opittu,
ettd otoskeskiarvo on suurimman uskottavuuden estimaattori p:lle. Tamé on myo6s
todistettu DeGrootin ja Schervishin kirjassa jaksossa 7.5. [4, s. 420-421| Toinen luon-
teva estimaattori jakauman keskikohdan estimointiin on otosmediaani. Téassa tyos-
sé tutkitaan otoksen mediaanin ja otoskeskiarvon ominaisuuksia ja kiyttaytymista
tilanteissa, joissa taustalla oleva jakauma poikkeaa jotenkin normaalijakaumasta.

2.1 Empiirinen esimerkki estimointiongelmasta

Tarkastellaan seuraavaksi 16 luvun aineistoa, jossa 15 lukua on satunnaisesti otettu
normaalijakaumasta N (0, 1) ja yksi luku normaalijakaumasta N(20,1). Kyseisella
aineistolla voidaan nédhdéa onko yhdellda oudokilla vaikutusta otoskeskiarvoon, kun
muut havainnot noudattavat samaa normaalijakaumaa. Tutkitaan sen lisdksi myos
aineistosta lasketun mediaanin kiyttaytymisté ja verrataan sitd otoskeskiarvoon.
Taulukossa [1] esitelldan esimerkkiaineisto, jossa on 16 lukua. Havainnoista 15 on
otettu satunnaisesti jakaumasta N (0, 1) ja yksi havainto jakaumasta N (20, 1):
Huomataan, ettd arvo 20.04 eroaa huomattavasti muista aineiston arvoista. Ta-
mé arvo on aineiston oudokki. Aineiston otoskeskiarvo T = 1.24. Tamé arvo on suu-



-1.79 -1.78% -170 -1.14 -048 -0.31 -0.11 —-0.05
0.07 0.49 0.90 0.97 1.28 1.31 2.18  20.04

Taulukko 1: Esimerkkiaineisto, jossa on 16 lukua.

rempi kuin 12 aineiston arvoista, joten otoskeskiarvo ei ole hyvé estimaatti jakauman
keskikohdalle. Jos aineistosta poistetaan oudokki, on otoskeskiarvo ¥ = —0.01. Huo-
mataan, ettd oudokki vaikuttaa merkittavisti otoskeskiarvoon, jonka arvo lahestyy
oudokin arvoa.

Lasketaan aineistoille tyypilliset tunnusluvut otosvarianssi ja otoskeskihajonta.
Huomataan, ettd otoskeskihajontaa ja otosvarianssia laskettaessa jakajana toimii
otoskoon n sijasta tekiji n — 1. Aineiston, jossa on oudokki, otosvarianssi s? ~ 26.5
ja ilman oudokkia otosvarianssi s? ~ 1.5. Vastaavasti otoskeskihajonnat ovat oudo-
killa s =~ 5.2 ja ilman s &~ 1.2. Huomataan, ettd otoskeskihajonta on huomattavasti
suurempi, kun aineistossa on oudokki. Téma vaikuttaa tietenkin myos otosvarians-
siin, koska otosvarianssi on otoskeskihajonnan toinen potenssi.

Sama vaikutus huomataan laskemalla aineistoista 95 prosentin luottamusvali ai-
neistojen odotusarvolle. Luottamusvéli on laskettu Studentin t-jakaumasta kaaval-
la T £ ¢ =, jossa T on otoskeskiarvo, n on otoskoko ja c¢ on t-jakauman arvo
0.025-ylakvantiili, kun vapausasteluku on n — 1. Huomataan, etté aineistoissa on
15 ja 16 havaintoa, joten kdytetddn c:n arvoja 2.145 ja 2.131.[6] Aineiston, jossa on
oudokki, luottamusvali on (—1.50,3.99). Kun oudokki poistetaan luottamusvéli on
(—0.69,0.67). Huomataan, ettd oudokki leventdd luottamusvilid huomattavasti ja
epasymmetrisesti.

Tarkastellaan seuraavaksi kuinka suuri vaikutus yhdelld oudokilla voi olla teo-
reettisesti keskiarvoon. Vaihdetaan oudokki 20.04 johonkin arvoon x. Otoskeskiarvon
madritelmén T = %Z;;l x; avulla voidaan huomata, kun x annetaan kiyda kaikki
luvut valilld (—oo, 00), ettéd sen arvot vaihtelevat vélilla (—oo, 00). Tétd kutsutaan
rajoittamattomaksi vaikutukseksi.

Toinen yleinen menetelmé jakauman keskikohdan estimoimiseen on kayttda me-
diaania. Muistetaan, ettd otosmediaani lasketaan kahdella hieman eri tavalla riip-
puen onko aineistossa parillinen vai pariton mééra havaintoja. Aineisto jarjestetaan
suuruusjarjestykseen ja merkitdan jarjestysluvuin alaindeksiin. Jos aineistossa x on
n kappaletta havaintoja ja n on pariton on aineiston # mediaani havainto x(,,41)2.|7]
Jos ainestossa x on parillinen méaéra havaintoja, on mediaani kahden keskimmaéaisen
arvon keskiarvo ja se lasketaan

T(n/2) T T((n/2)+1
/ 2(/) ) (1)

Tutkitaan miten mediaani kdyttaytyy taulukon |1} aineistossa. Huomataan, etta
aineistossa on parillinen méaéré havaintoja ja oudokin poiston jélkeen pariton méaara
havaintoja.

Huomataan, ettd taulukon (I aineiston mediaani on 0.01 ja oudokin poistamisen
jalkeen aineiston mediaani on —0.05. Toisin sanoen oudokin olemassaolo ei juurikaan
vaikuta mediaanin arvoon. Lisdksi huomataan, ettd keskiarvo on likimaarin sama
kuin mediaani, kun aineistosta poistetaan oudokki.



Tutkitaan seuraavaksi onko oudokin arvolla vaikutusta mediaanin arvoon. Vaih-
detaan oudokin 20.04 arvo mielivaltaiseen lukuun x. Huomataan, kun annetaan lu-
vun z kiydd arvot valilla (—oo, 00), ettd mediaanin arvo ei vaihtele vélilla (—oo, 00)
kuten keskiarvo vaihteli samassa tilanteessa. Kun x ldhestyy —oo, vaihtuu mediaa-
ni arvosta 0.01 arvoon —0.08. Téll6in mediaanin arvo on lukujen zgy = —0.11 ja
r@9) = —0.05 keskiarvo. Aineiston kaikkien lukujen jérjestystunnusluvut kasvavat
yvhdella, koska oudokin jéarjestystunnusluku vaihtuu viimeisestd ensimmaiseksi.

Taulukosta [2 huomataan, etté aineistossa yksikin oudokki vaikuttaa suuresti kes-
kiarvoon mutta ei juurikaan mediaaniin. Tamé johtuu siitd, ettd mediaania lasket-
taessa ei oteta huomioon havaintojen arvoja vaan niiden jarjestys. Yhden oudokin
olemassaolo heikentdd myos muiden tilastollisten tunnuslukujen kuten esimerkiksi
varianssin ja keskihajonnan tarkkuutta suurentamalla niiden arvoa. Taméan takia
olisi hyva loytaa estimaatti naille kaikille tunnusluvuille, jotka pystyvat estimoi-
maan niitd myos epdoptimaalisissa tilanteissa. Téssd tyossd kuitenkin keskitytadan
etsiméédn robusti estimaatti jakauman keskikohdan estimoimiselle.

Esimerkkiaineisto oudokilla Esimerkkiaineisto ilman oudokkia

Keskiarvo 1.24 —0.01
Mediaani 0.01 —0.05
Varianssi 26.5 1.5

Taulukko 2: Esimerkkiaineistosta lasketut tunnusluvut oudokilla ja ilman.

3 Jakaumaseos ja Cauchy-jakauma

Téassé tyossa simuloidaan keskiarvon ja mediaanin otosjakaumaa, kun otokset ote-
taan jakaumaseoksesta ja Cauchy-jakaumasta. Seuraavaksi esitellaédn mita jakauma-
seoksella ja Cauchy-jakaumalla tarkoitetaan.

3.1 Jakaumaseos

Jakaumien sekoite voidaan esittdd ajattelemalla, ettd havainnoista 1 — e:n suuruinen
osuus noudattaa normaalijakaumaa ja e:n suuruinen osuus noudattaa jotain tunte-
matonta mekanismia. Esimerkiksi jokin mittalaite tuottaa oikeita mittaustuloksia
95 % ajasta ja 5 % ajasta virheellisia tuloksia. Taméa voidaan esittda jakaumana F':

F=(1-¢G+¢€H, (2)

jossa G on normaalijakauma N (u,0?) ja H voi olla mikéi tahansa jakauma, esimer-
kiksi normaalijakauma suuremmalla varianssilla tai mahdollisesti eri odotusarvolla.
Yleisesti jakaumaa F' sanotaan jakaumien G ja H seokseksi. Jakaumaa F' kutsutaan
normaaliksi jakaumaseokseksi tai saastuneeksi normaalijakaumaksi, jos G ja H ovat
kummatkin normaalijakautuneita.|5, s. 19-20]

Kuvassa [I]on jakaumaseos, johon havainto on poimittu 95 prosentin todenn&koi-
syydelld jakaumasta N (0, 1) ja 5 prosentin todenndkdisyydelld jakaumasta N (5, 1).
Huomataan, etta havaintoja kerddntyy kummankin kiytetyn normaalijakauman odo-
tusarvon ymparille.
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Kuva 1: Jakaumaseos, jossa 95 % todennakoisyydelld havainto on poimittu jakau-
masta N(0,1) ja 5 % todennékdisyydelld jakaumasta N(5,1)

3.2 Cauchy-jakauma

Cauchy-jakauma edustaa darimmaéista tapausta ja toimii vastaesimerkkind monille
tilastotieteessd vakiintuneille tuloksille. Esimerkiksi Cauchy-jakaumalla ei ole odo-
tusarvoa. Cauchy-jakauman tiheysfunktio méaritellaén sijaintiparametrilla a ja skaa-
lausparametrilla b seuraavasti:

1
Tl + (z — a)2/0?2]’

f(xla,b) =

—oc0<a<o00,0<b. (3)

ja tdhén jakaumaan viitataan merkinnalld Cauchy(a,b). Tiheysfunktion standardi-
muoto saadaan sijoittamalla a = 0 ja b = 1. Sijaintiparametri a on Cauchy-jakauman
mediaani.|2, s. 343] Kuvasta 2l huomataan, ettd Cauchy-jakauman huippu laskee ja
sen hannista tulee paksummat, kun skaalausparametrin b arvo kasvaa.

Todistetaan seuraavaksi DeGrootin ja Schervishin kirjan Probability and Statis-
tics sivua 210 mukaillen miksi Cauchy-jakaumalla ei ole odotusarvoa.[4] Maéaritel-
ldén ensin odotusarvo. Oletetaan, etta jatkuvalle satunnaismuuttujalle X kumpikin



integraaleista [4 ovat &darellisia:

/000 xf(x)da:,/(; zf(z)dz. (4)

Talloin odotusarvo on madaritelty satunnaismuuttujalle X seuraavasti:

E(X):/_fo(x)dx:/Oooxf(x)dav+/ooxf(x)dx. (5)

0

Jos kummatkin integraalit ovat dédrettomid, niin £(X) ei ole olemassa.

Tatd maaritelméd hyvaksikdyttden voidaan todistaa, ettei Cauchy-jakaumalla
ole odotusarvoa. Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X on standardisesti Cauchy-
jakautunut ja silla on tiheysfunktio

B 1
(14 2?2

/()

kun —oo0 <z < oc. (6)

Voidaan varmistaa, etta tiheysfunktio f kelpaa tiheysfunktioksi eli tulos ffooo f(z)dx =
seuraavalla tunnetulla tuloksella:

1
/1+x2d:c:tan1(x), kun  —o0 <z < o0.

Kun tiheysfunktio f(z) on (), niin integraalit (4)) ovat:

/°° x p ,/O T p
————dr =00 ]a ————ar = —00
o w1+ %) AT ) ’

joten odotusarvoa F(X) ei ole olemassa Cauchy-jakaumalle.

Lisdksi Cauchy-jakaumalla on joitain erikoisominaisuuksia ja niistd muutama
seuraavaksi. Jos X ja Y ovat riippumattomia standardinormaalisia satunnaismuut-
tujia, niin silloin patee X/Y ~ Cauchy(0,1). Jakauma Cauchy(0,1) on Studentin t
-jakauman erikoistapaus vapausasteella df = 1.[2, s. 345]

4 Otoskeskiarvon ja mediaanin otosjakauman simu-
lointia

4.1 Jakaumaseos

Téssa jaksossa simuloidaan otoskeskiarvon ja mediaanin jakaumaa, kun otokset ote-
taan jakaumaseoksesta. Simuloinnit on suoritettu R-kielelld. Simuloinnissa kiytetyt
R-koodit on saatavilla liittessa [

4.1.1 Otoskeskiarvo

Tutkitaan, minkédlainen vaikutus jakaumaseoksesta poimimisella tai otoksen koolla
on otoskeskiarvon otosjakaumaan. Simuloidaan otoskeskiarvon otosjakaumaa, kun
poimitaan 10 ja 100 havainnon otos jakaumaseoksesta. Toistetaan ndiden otosten

6
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Kuva 2: Cauchy-jakauman tiheysfunktio eri parametrin b arvoilla, kun a = 0.

poimintaa jakaumaseoksesta 4000 kertaa ja lasketaan jokaiselle otokselle keskiarvo.
Lopuksi tehdaén néista keskiarvoista histogrammi. Havainto otokseen poimitaan 95
prosentin todennékoisyydelld normaalijakaumasta N(0,1) ja 5 prosentin todenné-
koisyydelld normaalijakaumasta N (20, 1).

Kuvasta [3] huomataan, ettd kummankin otoskoon histogrammit ovat vasemmalle
vinoja. Lisaksi kuvasta |3l huomataan sama tulos kuin aikaisemmin esitellyn esimerk-
kiaineiston keskiarvon laskennassa. Otoskeskiarvon arvo lahestyy oudokin arvoa ja
sen jakauma on vino kohti jakaumaseoksen toista normaalijakaumaa N(20,1). Vi-
nous kuitenkin vihenee otoskoon kasvaessa, mikd huomataan kuvan [3| oikeanpuolei-
sesta histogrammista.

Lasketaan kuvan [3| kummallekin jakaumalle tunnusluvut otoskeskiarvo ja otos-
varianssi. Otoskeskiarvo 10 otoksen otoskeskiarvojen jakaumalle on noin 1.0 ja otos-
varianssi noin 2.0. Otoskeskiarvo 100 otoksen otoskeskiarvojen jakaumalle on myos
noin 1.0, mutta varianssi on vain noin 0.2. Huomataan, ettd otoskoon kasvaessa
keskiarvot keskittyvat uuden keskiarvon ympaérille. Téméa otoskeskiarvo on siirty-
nyt jakauman N(0, 1) odotusarvosta kohti jakauman N (20, 1) odotusarvoa, vaikka
kunkin havainnon poimintatodennékdisyys jakaumasta N (20, 1) on 5 prosenttia.

Klassisissa normaalijakaumaoletukseen perustuvissa meneltelmissé kiytetaan otos-
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Kuva 3: Otoskeskiarvon otosjakaumat jakaumaseoksesta, kun havainto on poimittu
95 %:n todennékoisyydelld jakaumasta N(0,1) ja 5 %:mn todennédkédisyydella jakau-
masta N (20, 1). Otoskoot n = 10 ja n = 100. Otoksien lukumé&éré on 4000.

keskiarvoa muodostettaessa esimerkiksi parametrien luottamusvileja. Huomataan
néistéd tuloksista, etté otoskeskiarvon otosjakauma jakaumaseoksesta poikkeaa jopa
100 havainnon otoksissa huomattavasti normaalijakaumasta N(0,1). Naista tulok-
sista huomataan otoskeskiarvon olevan epéatarkka estimaattori odotusarvolle, kun
havaintoja ei poimita normaalijakaumasta. Tilanne ei parane suurentamalla otosko-
koa. Taman takia ei ole suositeltavaa kiyttdaa otoskeskiarvoa odotusarvon estimaat-
torina, kun havainnot poimitaan jakaumaseoksesta. Jos néin kuitenkin toimitaan,
lasketut luottamusvilit voivat olla liian leveité ja epdsymmetrisié eiké niiden luotet-
tavuudesta voida olla varmoja.

4.1.2 Mediaani

Simuloidaan mediaanin otosjakaumaa, kun otokset poimitaan samasta jakaumas-
ta kuin jaksossa [£.1.1 Otoksia, joissa on 10 ja 100 havaintoa, poimitaan 4000 ja
jokaisesta otoksesta lasketaan mediaani. Lopuksi tehdddn néistd mediaaneista his-
togrammi.

Huomataan kuvasta [4] ettd suurin osa mediaaneista ovat kerééntyneet normaa-
lijakauman N (0, 1) odotusarvon ympérille. Tésté voidaan péitelld, ettd mediaanin
otosjakaumaan ei vaikuta jakaumaseoksen toinen normaalijakauma N (20,1) yhté
paljon kuin otoskeskiarvon otosjakaumaan jaksossa Otoskoon kasvaessa huo-
mataan, ettd mediaanin otosjakauma keskittyy jakauman N (0, 1) odotusarvon ym-
pérille.

Kuvan {4] kummankin jakauman otoskeskiarvo on noin 0.07. Huomataan, ettd
mediaanin otosjakauman otoskeskiarvo on ldhes yhtdsuuri kuin normaalijakauman
N(0,1) odotusarvo. Kun otoskoko on 10, niin mediaanin otosjakauman otosvarians-
si on noin 0.16. Kun otoskoko kasvaa ja on 100, niin otosvarianssi on noin 0.02.
Huomataan, ettd mediaanit keskittyvéit otosjakaumansa otoskeskiarvon ympérille,
kun otoskoko kasvaa. Mediaani vaikuttaa olevan robustimpi estimaattori jakauman



keskikohdalle tassé tilanteessa kuin keskiarvo.

Mediaanin otosjakauma (N=10) Mediaanin otosjakauma (N=100)
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Kuva 4: Mediaanin otosjakaumat jakaumaseoksesta, kun havainto on poimittu
95 %:m todennikoisyydella jakaumasta N(0,1) ja 5 %:n todenndkdisyydelld jakau-
masta N (20, 1). Otoskoot n = 10 ja n = 100. Otoksien lukumééra on 4000.

4.2 Cauchy-jakauma

Tassé luvussa esitellddn simuloinnin tulokset otoskeskiarvon ja mediaanin otosjakau-
mille, kun otokset poimitaan Cauchy-jakaumasta Cauchy(0,1). Simulointi on suori-
tettu R-kielelld. Simuloinnissa kiytetyt R-koodit on saatavilla liitteessa

4.2.1 Otoskeskiarvo

Simuloidaan otoskeskiarvon otosjakaumaa Cauchy-jakaumasta Cauchy(0,1). Poimi-
taan sekd 10 ettd 100 havainnon otoksia 4000 kappaletta ja lasketaan jokaisesta
otoksesta keskiarvo. Lopuksi piirretdéan otoskeskiarvoista histogrammi.

Huomataan, ettd merkittavé osa otoskeskiarvoista on Cauchy(0,1)-jakauman si-
jaintiparametrin ymparilla kuvan [5 kummassakin kuvaajassa. Toisaalta kummassa-
kin kuvaajassa otoskeskiarvoja on levittaytynyt laajalti poispain kuvajan huipusta.
Kuvaajista on jouduttu leikkaamaan pois ddrimmaisia arvoja, ettei niista tulisi jar-
jettomén leveitd. Huomataan, ettei otoskoon kasvattamisella ole mitaén vaikutusta
otoskeskiarvon otosjakauman muotoon. Mitdan keskittymisté jonkin arvon ympéril-
le ei tapahdu.

Kuten huomataan kuvan [5| histogrammeista, ettd otoskeskiarvot eivit otoskoon
suurentuessa ole normaalisti jakautuneet keskeisen raja-arvolauseen mukaisesti. Syy
tahén on se, etta keskeinen raja-arvolause olettaa satunnaismuuttujilla, joista otos-
keskiarvo lasketaan, olevan hyvin mééaritelty odotusarvo ja varianssi.|8] Kuten jak-
sossa todistettiin, niin Cauchy-jakaumalla ei ole odotusarvoa. Tamén takia kes-
keinen raja-arvolauseella ei ole vaikutusta Cauchy-jakaumasta lasketuille otoskes-
kiarvoille. Lisdksi todennékoisyyslaskennan avulla voidaan osoittaa, ettd otoskes-



kiarvo noudattaa otoskoosta riippumatta samaa Cauchy-jakaumaa kuin yksittdinen
havainto. |2, s. 279|

Lasketaan kuvan [5| jakaumille tunnusluvut otoskeskiarvo ja otosvarianssi. Otos-
koon ollessa 10 otoskeskiarvo on noin 4.5. Toisaalta otoskoon ollessa 100 otoskes-
kiarvo on noin —1.8. Naistd huomataan, ettd kuvaajien ulkopuolella on huomatta-
va maara otoskeskiarvoja, jotka vaikuttavat jakaumien otoskeskiarvoihin siirtdmaélla
niitd jakaumassa olevasta huipusta. Kummankin otoskoon jakauman otosvarianssi
on noin 6000, joka erittdin suuri. Naista syistd vaikuttaa siltd, ettd otoskeskiarvo ei
ole kayttokelpoinen estimaatti otettaessa otoksia Cauchy-jakaumasta.

Otoskeskiarvon otosjakauma (N=10) Otoskeskiarvon otosjakauma (N=100)
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Kuva 5: Otoskeskiarvon otosjakaumat Cauchy(0,1)-jakaumasta, kun otoskoot ovat
10 ja 100. Otoksien lukumééra on 4000. Adrimmaéisia arvoja on jatetty pois kuvaa-
jista, jottei kuvaajista tulisi tavattoman leveita.

4.2.2 Mediaani

Simuloidaan mediaanin otosjakaumaa Cauchy(0,1)-jakaumasta. Poimitaan sekd 10
ettd 100 havainnon otoksia Cauchy-jakaumasta 4000 kappaletta ja lasketaan jokai-
sesta mediaani. Piirretd&n mediaaneista histogrammit.

Toisin kuin otoskeskiarvon otosjakauma, mediaanin otosjakauma vaikuttaa tii-
vistyvén jonkin arvon ympérille, mikd huomataan kuvan [0] kuvaajista. Kuvasta [0]
péitellen mediaanin otosjakauma tiivistyy Cauchy(0,1)-jakauman sijaintiparamet-
rin a = 0 ympadrille. Liséksi huomataan, ettd otoskoon kasvaessa mediaanit keskit-
tyvét huipun ymparille eli niiden satunnaisvaihtelu pienenece.

Kummankin otoskoon jakaumassa mediaanin otoskeskiarvo on hyvin ldhella nol-
laa. Otoskoon ollessa 10 otoskeskiarvo on noin —0.002. Kun otoskoko on 100, otos-
keskiarvo on sen sijaan noin —0.004. Mediaanin otosvarianssi toisaalta pienenee,
kun otoskoko kasvaa. Otoskoon ollessa 10 otosvarianssi on noin 0.35. Kun otosko-
ko on 100, otosvarianssi on noin 0.03. Vaikuttaa ndiden tunnuslukujen mukaan, etta
mediaanin otosjakauman keskiarvo ldhenee Cauchy(0,1) sijaintiparametria a asymp-
toottisesti. Kun otoskoot ovat 10 ja 100, mediaanin otosjakauman otosvarianssi on
nollan ja ykkosen vélilla ja se pienenee otoskoon kasvaessa. Tamén takia vaikuttaa
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siltd, ettd mediaani olisi tarkentuva estimaatti Cauchy-jakauman keskikohdalle tai
keskimmaéiselle arvolle.

Mediaanin otosjakauma (N=10) Mediaanin otosjakauma (N=100)
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Kuva 6: Mediaanin otosjakaumat Cauchy(0,1)-jakaumasta, kun otoskoot ovat 10 ja
100. Otoksien lukumééra on 4000.

4.3 Simuloinnin yhteenveto

Simulointien tuloksista voidaan huomata, ettd mediaani on robustimpi estimaattori
kuin otoskeskiarvo tutkituissa jakaumatilanteissa.

Taulukossa 3| on jakaumaseoksesta simuloitujen otosjakaumien tunnusluvut otos-
keskiarvo ja otosvarianssi. Taulukon tuloksista huomataan, etté otoskeskiarvoon vai-
kuttaa jakaumaseoksen N(20,1)-jakauma enemmén kuin mediaaniin. Otoskeskiar-
von otosjakauman simuloinnissa huomataan samanlaista kiyttaytymistd kuin jak-
son [2] aineistossa, jossa oli oudokki. Otoskeskiarvoa simuloitaessa, sen otosjakau-
man otoskeskiarvo siirtyy kohti N(20, 1)-jakauman odotusarvoa. Mediaanin otos-
keskiarvo ei siirry N(0, 1)-jakauman odotusarvosta juurikaan. Seké otoskeskiarvoa
ja mediaanin simuloitaessa huomataan, etta otoskoon kasvaessa niiden otosvarianssi
pienenee. Toisin sanoen ne keskittyvit otoskeskiarvonsa ymparille. Mediaani on tu-
losten perusteella tassa tapauksessa robustimpi estimaattori jakauman keskikohdan
estimointiin.

Otoskeskiarvo Mediaani
n=10 n=100 | n=10 n =100
Otoskeskiarvo  1.01 0.99 0.07 0.07
Otosvarianssi 2.02 0.20 0.16 0.02

Taulukko 3: Jakaumaseoksen simuloinnissa saatujen otosjakaumien tunnusluvut.
Tunnusluvut on pyoéristetty kahden desimaalin tarkkuudelle.

Taulukossa [4| on Cauchy(0,1)-jakaumasta simuloitujen otosjakaumien tunnuslu-
vut otoskeskiarvo ja otosvarianssi. Huomataan, ettd mediaanin otosjakauman otos-
keskiarvo vaikuttaa ldhestyvin Cauchy(0,1)-jakauman sijaintiparametria a. Liséksi
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mediaanin otosvarianssi pienenee ja mediaanit keskittyvéit otoskeskiarvon ympérille,
kun otoskoko kasvaa. Keskiarvoa simuloitaessa huomataan, ettd sen otoskeskiarvo
vaihtelee. Otoskeskiarvo vaihtelee positiivisen ja negatiivisen arvon vélilld. Tamé&
vaikuttaa kertovan siitd, ettd keskiarvon otosjakaumassa on huomattava maaré aa-
rimmaéisid arvoja, jotka vaikuttavat otoskeskiarvoon. Vaikuttaa myos, ettd ndiden
aarimmaisten arvojen maara ja paikka vaihtelevat. Keskiarvon otosvarianssi on suu-
ri ja se pysyy yhtd suurena otoskoon kasvaessa. Naistd tuloksista huomataan, etta
keskiarvo ei ole kiyttokelpoinen estimaatti Cauchy-jakauman keskikohdan estimoi-
miseen. Mediaani on tdhén robustimpi estimaatti kuin keskiarvo.

Keskiarvo Mediaani
n=10 n=100|n=10 n =100
Otoskeskiarvo 4.55 —1.79 0.00 0.00

Otosvarianssi  59527.95 6020.57 0.35 0.03

Taulukko 4: Cauchy(0,1)-jakauman simuloinnissa saatujen otosjakaumien tunnuslu-
vut. Tunnusluvut on pyoristetty kahden desimaalin tarkkuudelle.

5 M-estimaattorit

Monet kaytossa olevat estimaattorit ovat tuloksia jonkin kohdefunktion minimoin-
nista. Esimerkiksi keskiarvo ja mediaani ovat téllaisia. Kun 1, xs, ..., z, on poimit-
tu aineisto, niin keskiarvo minimoi lausekkeen Y 7  (z; —0)? ja mediaani lausekkeen
Y iy |lzi — 0]. Keskiarvon tilanteessa funktio on nelidity, minké takia se on herkké
vaihteluille, koska oudokit saavat suuren painoarvon. Mediaanin tilanteessa funk-
tio on itseisarvoistettu, miké johtaa siihen, etté arvojen vaikutus estimaattoriin on
lineaarista. |1, s. 484-485|

Tilastotieteilija Peter Huber pyrki mééaritteleméaan robustin estimaattorin kayt-
tamallé keskiarvon ja mediaanin kompromissia. Han maéritteli kohdefunktion

Z plx; —0), (7)

jossa p on

)
klz] — 3k, kun |z| > k.

p(x) = (8)

{l:p2, kun |z| < k

Funktio p(z) kiyttiytyy kuten funktio z? kaikilla |z| < k ja kuten |z| kaikilla
|z| > k. Huomataan liséksi, etté funktio on jatkuva, koska $k* = k|k| — 2k2. Té-
man lisédksi p on derivoituva. Vakiota k kutsutaan séddtoparametriksi, joka saatas
funktion p suhdetta. Pienet vakion k£ arvot tuottavat mediaanin kaltaisen estimaat-
torin. Tamé& huomataan kuvan [7| kuvaajasta. Arvon k ldhestyessd nollaa suurempi
osa funktiosta p(z) on lineaarista. Estimaattoria, joka minimoi funktion (7)) ja (8),
kutsutaan Huber-estimaattoriksi.

Tutkitaan miten Huber-estimaattori kiyttaytyy esimerkkiaineistossa. Lasketaan
Huber-estimaatti taulukon [I] aineistolle, kun sddtoparametri k saa kokonaislukuarvot
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Kuva 7: Kuvaajaa Huberin p(z) funktiosta neljélla eri arvolla k.
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vililtd [1,10]. Huomataan taulukosta [ ettéd Huber-estimaatin arvot ovat nollan ja
yvhden vélilla. Kun aineistosta laskettiin otoskeskiarvo, se oli 1.24 ja kaikki lasketut
Huber-estimaatit olivat lahempénéa nollaa. Tama kertoo siité, ettd aineistossa oleva
oudokki ei vaikuta Huber-estimaatin arvoon yhtéa paljon kuin keskiarvoon. Huber-
estimaattori on robustimpi kuin keskiarvo. Toisaalta téssa tilanteessa mediaani on
robustein, koska sen arvo oli tdssé aineistossa 0.01.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Huber-estimaatti 0.12 0.20 0.30 0.41 0.51 0.61 0.72 0.82 0.93 1.03

Taulukko 5: Taulukon [[]aineistosta lasketut Huber-estimaatit, kun k saa arvot valiltd
[1,10].

Estimaattoria, joka minimoi ), p(x; — #) yleisemmalld funktiolla p, kutsutaan
M-estimaattoriksi. Huomataan, jos valitaan funktioksi 22, niin estimaattori on kes-
kiarvo. Toisaalta valinta |z| tuottaa mediaanin. M-estimaattoreita erilaisilla ominai-
suuksilla voidaan johtaa vaihtamalla minimoitavaa funktiota p. Funktion minimointi
toteutetaan yleisesti ratkaisemalla derivaatan nollakohdat, kun funktio on derivoi-
tuva. Maarittelemalla ) = p’ voidaan kirjoittaa M-estimaattori seuraavan yhtalon
ratkaisuna:

wai —0) =0. (9)

Téssé tyossa ei perehdyta muihin M-estimaattoreihin tai niiden teoriaan syvélli-
semmin. Lisédtietoa Huber-estimaattorista on saatavilla esimerkiksi Bergerin ja Ca-
sellan kirjan Statistical inference|l| jaksossa 10.2. Muita M-estimaattoreita on esitel-
ty Maronna et al. kirjan Robust statistics : theory and methods (with R)[5] jaksossa
3.2. Kirjassa on esitelty esimerkiksi winsorkeskiarvo ja leikattu keskiarvo. Syvéllista
tietoa robustista tilastotieteestd ja M-estimaattoreista on saatavilla aihetta alunpe-
rin tutkineen Peter J. Huberin kirjan Robust statistics toisessa painoksessa.|3|
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Liitteet

Liite 1: R-koodiliite, Keskiarvon ja mediaanin otosjakauman simulointi jakauma-
seoksesta

set.seed (66)

# Parametrit
N <- 10 # Otoksen koko
M <- 4000 # Toistojen maard

# Alustetaan tyhjd wvektori keskiarvotille

keskiarvot <- numeric (M)

keskiarvot_100 <- numeric(M) # Uusi wvektori otoksen koolla
100

# Alustetaan tyhjd vektori medianeille
medianit <- numeric (M)
medianit_100 <- numeric (M) # Uusi wvektori otoksen koolla 100

# Toistetaan otoksen ottaminen, keskiarvon ja medianin
laskeminen M kertaa
for (i in 1:M) {
# Alustetaan tyhjd otos-vektorsi
otos <- numeric(N)
otos_100 <- numeric(100) # Uusi otosvektori otoskoolla 100

# Genmeroidaan kunkin havainnon alkuperdinen jakauma
satunnaisestt

for (j in 1:N) {
if (runif (1) <= 0.05) {

otos[j] <- rnorm(1, mean = 20)
} else {
otos[j] <- rnorm(1)

3

# Toinen otos koolla 100
for (j in 1:100) A
if (runif (1) <= 0.05) {
otos_100[j] <- rnorm(l, mean = 20)
} else {
otos_100[j] <- rnorm(1)
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# Lasketaan otoksen keskiarvo ja tallennetaan se wvektoriin
keskiarvot[i] <- mean(otos)
keskiarvot_100[i] <- mean(otos_100)

# Lasketaan otoksen mediaant ja tallennetaan se wvektoriin
medianit [i] <- median(otos)
medianit_100[i] <- median(otos_100)

# Piirretddn histogrammit samaan kuvaan
par (mfrow=c(1,2)) # Asetetaan kaksi histogrammia samaan

kuvaan
hist (keskiarvot, breaks = 40, col = "lightblue", main = "
Keskiarvon otosjakauma,,(N=10)", ylab = "Frekvenssi", xlab =
"Keskiarvot", xlim=c(-2, 10))
hist (keskiarvot_100, breaks = 20, col = "lightgreen", main = "
Keskiarvon otosjakauma,,(N=100)", ylab = "Frekvenssi", xlab

= "Keskiarvot", xlim=c(-2, 7))
#Lasketaan jakaumien tunnusluvut keskiarvoille

#0toskeskiarvo

kakal0 <- mean(keskiarvot)
kakal00 <- mean(keskiarvot_100)
#0tosvarianssi

kavar10 <- var(keskiarvot)
kavar100 <- var(keskiarvot_100)

# Piirretddn histogrammit mediainetlle samaan kuvaan
par(mfrow=c(1,2)) # Asetetaan kaksi histogrammia samaan
kuvaan

hist (medianit, breaks = 40, col = "lightblue", main = "
Mediaanin otosjakauma,(N=10)", ylab = "Frekvenssi", xlab =
"Medianit", xlim=c(-2, 2))

hist (medianit_100, breaks = 15, col = "lightgreen", main = "
Mediaaningotosjakauma,(N=100)", ylab = "Frekvenssi", xlab =

"Medianit", xlim=c(-2, 2))

#Lasketaan jakaumien tunnusluvut mediaaneille
#0toskeskiarvo

medkal0 <- mean(medianit)

medkal00 <- mean(medianit_100)

#0tosvarianssi

medvar10 <- var (medianit)
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medvar100 <- var (medianit_100)

Liite 2: R-koodiliite, Keskiarvon ja Mediaanin otosjakauman simulointi Cauchy(0,1)-
jakaumasta

set.seed (66)

# Parametrit
N <- 10 # Otoksen koko
M <- 4000 # Toistojen maard

# Alustetaan tyhja vektori keskiarvoille

keskiarvotc <- numeric (M)

keskiarvot_100c <- numeric (M) # Uusi wektori otoksen koolla
100

# Alustetaan tyhjd vektori medianeille
medianitc <- numeric (M)
medianit_100c <- numeric (M) # Uusi wektori otoksen koolla 100

# Toistetaan otoksen ottaminen, keskiarvon ja medianin
laskeminen M kertaa
for (i in 1:M) {
# Alustetaan tyhjd otos-vektors:
otosc <- numeric(N)
otos_100c <- numeric (100) # Uusi otos wektori koolla 100

# Generoidaan kukin havainto Cauchy-jakaumasta satunnaisestt
for (j in 1:N) {
otosc[j]l] <- rcauchy(l, location = 0, scale = 1)

b

# Toinen otos koolla 100
for (j in 1:100) A

otos_100c[j] <- rcauchy(l, location = 0, scale = 1)
}

# Lasketaan otoksen keskiarvo ja tallennetaan se wvektoriin
keskiarvotc[i] <- mean(otosc)
keskiarvot_100c[i] <- mean(otos_100c)

# Lasketaan otoksen mediaani ja tallennetaan se vektoriin
medianitc[i] <- median(otosc)
medianit_100c[i] <- median(otos_100c)

# Piirretaan histogrammit samaan kuvaan
par (mfrow=c(1,2)) # Asetetaan kakst histogrammia samaan
kuvaan
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hist (keskiarvotc, breaks = 50000, col = "lightblue", main = "

Keskiarvon otosjakauma,(N=10)", ylab = "Frekvenssi", xlab =
"Keskiarvot", xlim = c(-10,10))
hist (keskiarvot_100c, breaks = 15000, col = "lightgreen", main
= "Keskiarvon otosjakauma,,(N=100)", ylab = "Frekvenssi",
xlab = "Keskiarvot", xlim = c¢(-10,10))

# Piirretadn histogrammit mediaineille samaan kuvaan
par (mfrow=c(1,2)) # Aseta kakst histogrammia samaan kuvaan

hist (medianitc, breaks = 50, col = "lightblue", main = "
Mediaaningotosjakaumay,(N=10)", ylab = "Frekvenssi", xlab =
"Medianit", xlim = c(-4,4))

hist (medianit_100c, breaks = 10, col = "lightgreen", main = "
Mediaaningotosjakauma,(N=100)", ylab = "Frekvenssi", xlab =

"Medianit", xlim = c(-4,4))
#Lasketaan jakaumien tunnusluvut keskiarvoille

#0tosmediaant

kakalOc <- mean(keskiarvotc)
kakal00c <- mean(keskiarvot_100c)
#0tosvarianssi

kavar10c <- var(keskiarvotc)
kavar100c <- var(keskiarvot_100c)

#Lasketaan jakaumien tunnusluvut mediaaneille

#0toskeskiarvo

medkalOc <- mean(medianitc)
medkal00c <- mean(medianit_100c)
#0tosvarianssi

medvarl0c <- var(medianitc)
medvar100c <- var(medianit_100c)
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