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1 Johdanto

Matriisi on sarakkeihin ja riveihin jaettu suorakulmainen taulukko. Matrii-
sien pystyrivit ovat sarakkeita ja vaakarivit ovat riveja. Matriisit voivat olla
erikokoisia, koska niiden koko madraytyy sarakkeiden ja rivien lukumééran
perusteella. Matriisi, jossa on m rivié ja n saraketta niin sen koko on m X n.
Matriiseilla on paljon erilaisia ominaisuuksia. Niilla pystytéaan laskemaan pe-
rinteisen tapaisia laskuja, kuten yhteen- ja vihennyslaskuja ja kertolaskuja.
Matriisien historia sai alkunsa 1800-luvulla, kun matemaatikot Art-
hur Cayley ja James Joseph Sylvester alkoivat pohtia niiden teoriaa. LU-
hajotelma on johdettu Carl Friedrich Gaussin ja Wilhelm Jordanin kehitte-
lemistd Gaussin eliminaatiomenetelmésté ja Jordanin eliminaatiosta.
Tutkimme tésséa tyossa matriiseja ja tarkemmin lohkomatriiseja ja niiden
LU-hajotelmaa. Lohkomatriisit ja LU-hajotelma ovat keskeisia kasitteita li-
neaarialgebrassa ja numeerisessa analyysissid. Kyseiset menetelmét auttavat
ja tekevat matriisilaskennasta yksinkertaisempaa. Lohkomatriisit ovat mat-
riiseja, jotka ovat jaettu pienempiin lohkoihin. Valilla meidan pitaa tarkastel-
la matriiseja, jotka ovat todella isoja ja néistd tulisi monimutkaisia laskuja,
joten otamme avuksi lohkomatriisin. Pienempié lohkoja on yksinkertisempi
kasitelld ja toisaalta helpompi laskea kuin suuria yksittaisid matriiseja.
LU-hajotelma on matriisin muokkaamista yksinkertaisempaan muotoon.
Voidaan hajottaa matriisi A kahden matriisin L ja U tuloksi. LU- hajo-
telmassa matriisit ovat kolmiomatriiseja eli neliomatriisin erikoistapauksia.
Kolmiomatriisin lavistajén ala- tai yldpuolella olevat luvut ovat kaikki nol-
lia, riippuen siitd onko kyseessa yléa- vai alakolmiomatriisi. LU-hajotelmaa
voidaan hyodyntdd monessa laskennallisissa sovelluksissa ja algoritmeissa.
Menetelméaa voidaan kayttdd matriisien ratkaisemiseen lineaaristen yhtalo-
ryhmien tapauksessa ja kidénteismatriisin laskeminen nopeutuu, jos saadaan

alkuperédinen matriisi LU-hajotelman muotoon.



2 Lohkomatriisit

Lohkomatriisit ovat matriiseja, jotka ovat jaettu pienempiin osioihin. Nain
on helpompaa paastd haluttuun lopputulokseen, koska voidaan jakaa alku-
perdinen matriisi pienempiin lohkoihin.

Lohkomatriisin 2x3 voi kirjoittaa yleisesti nain:

All A12 A13
A21 AQQ A23

Esimerkki 2.1. Kdaydaan lapi yksinkertainen esimerkki, jossa matriisi A il-
maistaan lohkomatriisina. Toisin sanoen jaetaan matriisi A pienempiin mat-

riiseihin eli lohkoihin. Olkoon

7T -6 -1 5 8 —4
A=(0 3 4 1 -5 3
-5 1 3 2 8 =2
Matriisi A lohkomatriisina ilmaistuna. Nyt
7T —6 —1 5 8 —4
J A = , A3 =
0 3 4] . [1 = [3]
A =[5 1 3], An =2 8], 4x=[-2|.

Lohkomatriiseille patee samat laskusdannot kuin tavallisille matriiseille. Voi-

All =

daan jakaa matriisi lohkoihin ja laskea tavallisella rivisarakesadnnolla matrii-
sin tulot. Pitdd huomioida, ettd laskut onnistuvat vain jos matriisien A ja B

tulo on méaritelty eli matriisin A sarakemééré vastaa matriisin B rivimaaraa.

Esimerkki 2.2. Olkoon

6 4
29 -3 1 0 —4 2 1
A=1[1 5 -2 3 -1 i“ jm B= —37—g1
0 —4 -2 7 —1 oo -1 3 ?
_52_




Matriisin A viisi saraketta jaetaan kahteen osaan ensin kolmeen sarakeeseen
sitten kahteen sarakkeeseen. Puolestaan matriisin B viisi rivid voidaan jakaa
samaantapaan kahteen osaan eli ensin kolmeen sarakkeeseen ja sitten kahteen
sarakeeseen. Tama osoittaa, ettd osiot A ja B ovat yhteensopivia lohkojen A

ja B kanssa. Nyt voidaan kirjoittaa AB allaolevaan muotoon

-5 4
AB — An Al | B _ AnuBy + ApbBs _|_¢ 9
Agy Aga| | Bs AoBy + AxpBs 9 1

Lasketaan A1 B; ja A12Bs arvot ja lasketaan ne yhteen. Saadaan
6 4

2 -3 1 15 12
92 1| =

1 5 =2 2 =5
-3 7

0 —4][-1 3] [-20 -8
3 —1{|5 2| |-8 7|
Nain ollen AB ylin lohko on
15 12| |20 =8| _ |5 4
2 -5 -8 7| |-6 2|

Lohkomatriisien kertolaskujen rivi-sarakesdanto antaa yksinkertaisen ta-

AllBl =

ja

A12BQ =

A1 By + ApBy =

van tulkita kahden matriisin tuloa, kuten esimerkin 2.2 ratkaisusta huoma-

taan.

3 LU-hajotelma

LU-hajotelmassa voidaan ilmaista jokainen neliomatriisi yld-ja alakolmio-
matriisien tulona eli A = LU, jossa L on alakolmiomatriisi ja U on ylidkol-
miomatriisi. Pitdd muistaa, ettd kaikille matriiseille ei ole LU-hajotelmaa.
Puolestaan yhtdlé Az = b voidaan kirjoittaa uudelleen kun A = LU. Voi-

daan kirjoittaa L * Uxr = b ja merkitdan y = Ux. Téstd saadaan yhtélopari,



josta voidaan ratkaista x:

Ly=1b

Ur=y
Ensin taytyy ratkaista yhtélosta Ly = b arvo, jolla y toteuttaa yhtélon ja sen
jalkeen ratkaistaan yhtalosta Ux = y arvo, jolla = toteuttaa yhtalon. Tama
on suhteellisen yksinkertainen ratkaista, koska L ja U ovat kolmiomatriise-
ja. Kolmiomatriiseissa paalavistdajan ala- tai yldpuolella on pelkiastaan nollia
alkioina.

Mietitadn ylla olevaa asiaa esimerkin avulla.

Esimerkki 3.1. On helppo todeta laskimella, etté

3 =7 =2 2 1 0 0 0|3 =7 =2 2
— 1 -1 -2 -1 2
A 3 5 0 _ 0 0] 10 U
6 -4 0 =5 2 =5 1010 0 -1 1
-9 5 =5 12 -3 8 3 110 0 0 -1

Kéytetdan LU-hajotelmaa hyvéksi kun ratkaistaan
Axr = b,

missé,

11

Ratkaisu: Yhtdlo Ly = b tarvitsee vain kuusi kerto- ja kuusi yhteenlaskua,

koska laskutoimitukset tapahtuvat vain sarakkeessa viisi. Siis

1 0 00 -9 1000 —9
-1 1 00 5 0100 —4

2] - - - 1]
2 -5 10 7 0010 5
3 8 31 11 0001 1



Kun Uz = y on ratkaistu, tarvittiin nelja jako-, kuusi kerto- ja kuusi

yhteenlaskua. Saadaan

3 =7 =2 2 -9 100 0 3 3

o -2 -1 2 -4 01 00 4 4
] - -

0 0 -1 1 ) 0010 —6 —6

-0 0 0 -1 0001 -1 —1

Tuntemattoman vektorin x loytdminen vaatii 28 laskutoimitusta, kun ei huo-

mioida L ja U l6ytamista.

Tarkastellaan hieman tarkemmin LU-hajotelman algoritmia. Oletetaan,
ettd matriisi A voidaan muokata muotoon U kiyttdmalla pelkdstdan rivi-
muunnoksia, kuten lineaarialgebrassa. Jonkun rivin monikerta lisdtdan ala-

puolella olevaan riviin. Téssa on olemassa alkeismatriisit Fy, ..., £, joten
E, - -E/A=U.

Sitten
A=(E,- - E)"'U = LU,

missa

Tiedetddn, ettd alkeismatriisien tulolla ja kd#dnteismatriiseilla kolmiomatrii-
sirakenne ja nain ollen saatu matriisi on kidantyvé. Nain ollen L on kdantyvé
kolmiomatriisi. L. saadaan muodostettua, kun huomataan, ettd rivimuunnok-
set muuttavat A arvot U arvoiksi ja samalla periaatteella L arvot muuttuu

I arvoiksi. Siis
Ep---E1L=(Ep---El)(Ep---Eﬁ*l:[-
Esimerkki 3.2. Etsi LU-hajotelma matriisille

2 4 -1 5 =2



Ratkaisu: Koska matriisissa A on neljé rivid, L taytyy olla muotoa 4x4 eli

1 0 00

-2 1 0 0
|

1 1 0

-3 1

Huomataan, etté rivimuutokset, jotka luovat nollia matriisin A ensimmaéiseen
sarakeeseen, luovat myos nollia matriisin L ensimméiseen sarakeeseen. Va-

hennetéén matriisin A riveja niin, ettd padstaédn riviekvivalenttiin muotoon
U. Nyt

2 4 -1 5 =2 2 4 -1 5 =2
-4 -5 3 -8 1 o 3 1 2 =3
A= ~ = A

2 -5 -4 1 8 0 -9 -3 -4 10

-6 0 7 -3 1 0 12 4 12 -5
2 4 -1 5 =2 2 4 -1 5 =2
03 1 2 -3 03 1 2 -3

~ A2 = ~ — U

00 0 2 1 00 0 2 1
00 0 4 7 00 0 0 5

Naméa luvut méaarittavat rivien vahentdmisen matriisista A matriisiksi U.
Jokaisessa sarakkeessa jaetaan kyseiset luvut samalla luvulla ja sijoita tulos

matriisiin L. Saadaan

2
—4 3
2 ) _9 ’ )

—6 12 4 5

Nyt kannattaa miettid, milla luvuilla matriisit kannattaa jakaa, jotta ylin
nollastapoikkeava alkio olisi ykkonen. Jos jaetaan ensimmaéinen matriisi kah-
della, toinen matriisi jaetaan kolmella, kolmas matriisi jactaan kahdella ja

viimeinen jaetaan viidelld, saadaan alla olevat matriisit. Kyseistd matriisista



saadaan muodostettua matriisi L. Nyt

1 1 0 00
-2 1 -2 00
Jja L =
1 -3 4 1 -3 10
-3 4 21 -3 4 21

Nyt todistimme, ettd L ja U toteuttavat LU = A.

4 Tuvistelma

Lohkomatriisien tarkoitus on jakaa suurempi matriisi pienempiin lohkoihin
ja néin saada laskettua laskuja yksinkertaisemmin. LU-hajotelmassa annet-
tu neliomatriisi pyritdan esittdméaan kahden matriisin L ja U tulona. Lohko-
matriisit ja LU-hajotelma tarjoavat tehokkaan lahestymistavan monenlaisiin
laskennallisiin haasteisiin. N&ita voidaan hyodyntdan muun muassa matema-
tiikassa ja fysiikassa, miké tekee niistd hyoddyllisid tyokaluja monilla aloilla.
Téastd on hyotya etenkin sellaisilla aloilla, joissa suurten tietoméaarien kasit-

teleminen mahdollisimman tehokkaasti ja nopeasti on keskeista.
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