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Tassa tutkielmassa perehdytdidn Golomb-Welch konjektuuriin algebrallisin keinoin
kdyttden Laurentin polynomeja. Konjektuuri esitelliéin koodausteorian sanastolla,
mutta sitd kéisitellddin laatoitusten ongelmana. Tutkielmassa esitelldin vahvoja tyo-
kaluja, joilla saadaan péiteltyd laatoitusten ominaisuuksia laatoittavan kappaleen
avulla. Tyokalut ja lauseet péatevatkin kaiken muotoisiin diskreetteihin laattoihin,
mutta esimerkit ja sovellukset esitelliin Lee-palloilla.

Tutkielmassa kerrataan peruskisitteiti muun muassa algebrasta ja laatoituksesta,
jonka jilkeen syvennytddn ihanteisiin ja Lee-koodeihin. Témaéan jélkeen esitelldén
Golomb-Welch konjektuuri. Tutkielmassa olevat algebralliset 1dhestymistavat kes-
kittyvit padosin polynomiseen menetelméin seka siikeilld tutkittavaan determinis-
tisyyteen. Lopulta esitellidan lyhyesti yldrajoja.
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1 Johdanto

Vuonna 1968 Golomb ja Welch esittivit konjektuurin taydellisien e-virheen korjaa-
vien Lee-koodien olemattomuudesta. Monista julkaistuista tutkimuksista huolimat-
ta konjektuuria ei ole vield ratkaistu. Tassa tutkielmassa ldhestytddn konjektuuria
algebrallisesti keskittyen pddasiassa polynomiseen ldhestymistapaan ja saikeilld teh-
tavddn ldhestymistapaan.

Tutkielmassa kerrataan algebran, topologian ja laatoituksen peruskésitteita, seki
esitelldan taydelliset e-virheen korjaavat Lee-koodit ja niiden késittelya laatoitusten
avulla. Tdmén jalkeen esitellddn konjektuurin vahva ja heikko versio, jonka jéalkeen
perehdytddn polynomiseen ldhestymistapaan ja siikeisiin perustuvaan ldhestymis-
tapaan. Lopulta vield esitelldén lyhyesti konjektuurille saatuja ylarajoja.

Kasiteltyja lahestymistapoja voidaan hyddyntaa kaikille yhden laatan siirtolaa-
toituksille, mutta esimerkit ja lauseiden sovellukset on tehty Lee-palloilla.

Tutkielman pohjana ovat Golomb-Welch konjektuuria monesta eri suunnasta
késitteleva artikkeli [1], sdikeisiin perustuva tutkimus [2] ja polynomista menetelm&a
késittelevi artikkeli [6].

2 Laatoitus ja perusteet

Yleisesti laatoituksella tarkoitetaan tason tdyttdmistd jonkin muotoisilla laatoilla
siten, ettd laatat eivit ole toistensa pailla eikd tasoon jad tayttdmattomid aukko-
ja [8]. Tdma4 voidaan yleistdd korkeampiin ulottuvuuksiin. Tutkielmassa késitellain-
kin n-ulotteisen Euklidisen avaruuden R"™ tayttamistd n-ulotteisilla kappaleilla, joita
kutsutaan laatoiksi. Laatoituksissa voidaan yleensi asettaa laatat erilaisiin asentoi-
hin, mutta tissé tutkielmassa keskitytain siirtolaatoituksiin eli laatoituksiin joissa
kappaleet ovat vain yhdessa tietyssd asennossa. Laatoituksissa voi my0s olla useita
erilaisia laattoja, mutta tdssd tutkielmassa sallitaan vain yhdenlaisen laatan ole-
massaolo. Laatoituksiin perehdytiddn tarkemmin algebran keinoin kappaleessa 2.2.
Seuraavaksi kerrataan vaadittavia kasitteita.

2.1 Algebran peruskisitteita

Tasséd kappaleessa kerrataan algebran peruskasitteitd, joita tullaan kiyttamadn run-
saasti tulevissa kappaleissa. Kappaleessa on kiytetty lahteind algebran luentomonis-
teita [10, 11].

Joukossa S méadritellylla binddrioperaatiolla * tarkoitetaan jotain kuvausta S x
S — S. Operaatiolle kilytetddn infiksi-merkintdé: parin (a, b) kuva on a * b.

Maéiritelma 1. Olkoon G epityhja joukko. Paria (G, ), tai lyhyemmin G, sanotaan
ryhmdksi, jos * on joukossa G madritelty binddrioperaatio, joka tiyttdd seuraavat
ehdot:

1. Kaikilla a,b,c € G pétee a x (b c) = (axb) *x ¢ (assiosiatiivilaki),

2. on olemassa jokin sellainen alkio e € G, ettd a x e = e x a = a kaikilla a € G
(neutraalialkio),



3. jokaista alkiota a € G kohti on olemassa sellainen alkio ™! € G, ettd axa™! =
a™' % a = e (kddinteisalkio).

Lisaksi pari (G, *) on kommutatiivinen ryhmd, eli Abelin ryhmd, jos se toteuttaa
edellisten ehtojen liséksi vield ehdon:

4. Jokaisella a,b € G pétee a x b = b *x a (kommutatiivilaks).

Ryhméin G alkioiden lukuméirdd kutsutaan ryhmin G kertaluvuksi. Olkoon G
ryhméd ja H sen osajoukko, joka on my6s ryhmé ryhmén G bindédrioperaation re-
striktion H x H — H suhteen. T&lloin ryhméa H kutsutaan ryhmén G aliryhmdksa.

Olkoon R jokin ryhmé. Joukko S on ryhmén R generoiva joukko, jos ryhmén
R jokainen alkio voidaan esittda joukon S direllisen monen alkion ja kdanteisalkion
kombinaationa.

Maaritelmi 2. Kolmikkoa (R, +,-) kutsutaan renkaaksi, jos + ja - ovat joukossa
R méaériteltyja bindédrioperaatioita ja jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

1. (R,+) on Abelin ryhmé (renkaan additiivinen ryhma),
2. a-(b-c)=(a-b)-c (kertolaskun assosiatiivilaki),

3. on olemassa sellainen alkio 1 € R, ettd kaikilla a € R pitee 1 -a =a-1 =a
(renkaan ykkosalkio),

4. kaikilla a,b,c € R pitee a- (b+c¢) =a-b+a-cja(a+b)-c=a-c+b-c
(distributitvilait).

Lisdksi kolmikko (R, +,:) on kommutatiivinen rengas, jos se totetuttaa edellisten
ehtojen lisidksi vield ehdon:

5. kaikilla a,b € R patee a-b=10"-a.
Operaatioita + ja - kutsutaan yhteenlaskuksi ja kertolaskuksi.

Yhden alkion ({0},+,-) rengasta kutsutaan nollarenkaaksi. Osajoukkoa S C
R sanotaan renkaan (R,+,-) alirenkaaksi, kun S on rengas renkaan R yhteen- ja
kertolaskun restriktioiden suhteen ja sen ykkosalkio 1g on sama kuin renkaan R
vkkosalkio 1g.

Masritelmi 3. Kolmikkoa (F, +, ) kutsutaan kunnaksi, jos
1. (F,+,-) on kommutatiivinen rengas, joka ei ole nollarengas

2. jokaisella joukon F' nollasta eroavalla alkiolla on olemassa kddnteisalkio kerto-
laskun suhteen joukossa F'.

Kunnille kiiytetdan myos merkintdd . Erdita kuntia ovat reaaliluvut R ja komplek-
siluvut C lukujen tavallisten yhteen- ja kertolaskujen suhteen.

Olkoon £ = (z1,x9,...,x,) muuttujien vektori ja y = (y1,%2,-..,Yn) € Z".
Merkitddan ¥ = ay'2y> - - 2¥%. Kun y = (y,y,...,y) merkitddn myds lyhyesti ¥ =
xixy - x¥. Madritelladn seuraavaksi Laurentin polynomit [12] ja formaalit potens-
sisarjat:



Maédritelma 4. Olkoon & = (1, %3, . .., x,) muuttujien vektori ja R jokin kommu-
tatiivinen rengas. Kutsutaan summaa

p=)_ " pr €R

keZn

Laurentin polynomiksi, kun vain darellisen monta kerrointa pg on nollasta eroavia.
Kaikkien Laurentin polynomien kokoelmaa yli renkaan R merkitddn merkinnalla
Rz, ... 2t = Rlz™.

Kun summassa direttomén monen kertoimen pg sallitaan eroavan nollasta, niin
summaa kutsutaan muodolliseksi potenssisarjaksi. Niiden joukosta kidytetddn mer-
kintad R[[z, ..., 2] = R[[z*]].
Laurentin polynomit R[x1 , ..., 1] muodostavat renkaan, jossa yhteen- ja ker-
tolasku on kuten tavallisilla polynomeilla, mutta niissd voi olla negatiivisia ekspo-

nentteja mukana:

(Z akzk) + (2}; bka:k> = (ag + )z

k k
ja

(Z akx’“> . <Z bkxk> = Z Z a;b; z*.
k k k i
i+i=k

Téassa tutkielmassa Laurentin polynomeja kisitellddn vain yli kunnan C, ellei
toisin mainita. Laurentin polynomeille, joiden kertoimet kuuluvat kokonaislukujen
Z joukkoon tullaan kiyttim#in merkintidd Z[zy!, ... 2] = Z[z*!).

Maéaritelladn seuraavaksi renkaan ihanne. Ihanteita kisitelladn lisda kappaleessa
2.4.

Maéritelmi 5. Renkaan (R, +, ) osajoukkoa I kutsutaan thanteeksi, jos
1. joukko I on ryhmén (R, +) aliryhma,
2. ra € I kaikillar € Rjaa € I,
3. ar € I kaikillar € Rjaa € I.

Mikali vain toinen ehdoista 2 tai 3 tayttyy ensimmaéisen lisdksi, niin osajoukkoa [
kutsutaan vastaavasti oikeanpuoleiseksi ja vasemmanpuoleiseksi thanteeksi.

Maaritelma 6. Olkoon H ryhmén G aliryhma ja a jokin ryhmén G alkio. Osajouk-
koa
aH = {ah|h € H}

kutsutaan aliryvhmén H vasemmaksi sivuluokaksi ryhméassa G ja osajoukkoa
Ha = {ha|h € H}
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kutsutaan oikeaksi sivuluokaksi ryhmaéssd G. Mikili vasemmat ja oikeat sivuluokat
ovat samoja joukkoja, toisin sanoen jos

aH = Ha
kaikilla a € G, niin aliryhmid H kutsutaan normaaliksi.

Huomautus 7. Edellisessd maéritelméssd ryhmia G merkittiin multiplikatiivisesti.
Additiivista merkintédé kayttaessa sivuluokat kirjoitetaan a + H ja H + a.

Téasséd tutkielmassa késiteltdvat ryhmaét ovat padosin Abelin ryhmié, jolloin va-
semmat ja oikeat sivuluokat ovat samoja ja tdten aliryhmét normaaleja aliryhmié.
Talloin médreet “vasen” tai “oikea” jatetdén sivuluokista pois.

Jos sivuluokkien joukko {aH |a € G} on ryhmé, niin sitd kutsutaan tekijaryh-
mdaksi G/H. Kun aliryhm& on normaali, niin sen sivuluokkien joukko on ryhmé.
Esitellddn tdméa lauseena ilman todistusta.

Lause 8. Olkoon N ryhmdn G normaali aliryhmd. Tdélldin joukko G/N on ryhmd
seuraavan binddrioperaation suhteen:

aN -bN = abN
kaikilla a,b € G.

Madritelma 9. Olkoot (G, -) ja (G',*) ryhmid. Kuvausta f : G — G’ kutsutaan
(ryhmda)homomorfismiksi, jos

fla-b) = f(a)* f(b)

kaikilla a,b € G.
Kun N on jonkin ryhmén G normaali aliryhmé, niin homomorfismia 7 : G —
G/N, missd 7(a) = aN kaikilla a € G, kutsutaan luonnolliseksi homomorfismiksi.

2.2 Laatoitus ja translaatio

Kappaleen ldhteind kiytetdan [2, 8.

Tutkielmassa kiytetddn Laurentin polynomeja ja formaaleja potenssisarjoja solu-
jen identifioimiseen. Soluilla tarkoitetaan jotakin n-ulotteisten kokonaislukujen jou-
kon Z™ pistettd, joka voi saada arvon joukosta C. Olkoon u = (uy,...,u,) € Z"
jokin piste. Pisteet identifioidaan algebrallisesti Laurentin polynomeilla monomina
¢ = (' - - 2¥ € Clzr*!], missi muuttujaan = ei aseteta arvoja. Samoin #érel-
linen joukko pisteitd D C Z" voidaan esittdd Laurentin polynomina ) ., z% =
% + -+ ¥l € Clztt]. Mikilli joukko D on #iirettémén suuri, niin joukko esite-
taan formaalina potenssisarjana. Monomia, jonka kerroin on 1, kutsutaan yksikkd-
monomiksi.

Laurentin polynomien ja formaalien potenssisarjojen termien kertoimet kertovat
solussa olevan arvon. Merkitiéin alaindeksilld f,, Laurentin polynomin tai formaalin
potenssisarjan f termin x* kerrointa. Téstd eteenpiin kutsutaan Laurentin polyno-
meja ja formaaleja potenssisarjoja molempia vain potenssisarjoiksi, silld Laurentin
polynomit ovat myos formaaleja potenssisarjoja.
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Olkoon D C Z" jokin &arellinen joukko. Joukkoa D kutsutaan termilld laatta.
Laatan D karakteristista funktiota

fo(x) =)z

ueD

kutsutaan termilla algebrallinen laatta. Kuvausta ¢ : Z™ — A kutsutaan n-ulotteiseksi
konfiguraatioksi yli darellisen aakkoston A C Z. Kuvauksen ¢ arvoa kohdassa u € Z"
merkitdin merkinnélld ¢,. Konfiguraation ¢ algebrallinen konfiguraatio on potenssi-
sarja

Konfiguraation ¢ sanotaan laatoittavan avaruuden Z" laatoilla D, kun ¢ € {0, 1}2"

ja fo(z)fp(z) = 1(z), missi
l(z) = Z x

UEZ"

on ykkoskonfiguraatio. Merkitéin joukolla Tp C {0, 1}2" niité konfiguraatioita, jotka
laatoittavat avaruuden Z" laatoilla D.

Edelld joukosta D saatiin muodostettua Laurentin polynomi fp. Sama voidaan
tehdd péinvastoin ja saada Laurentin polynomista fp joukko Supp(f), joka on ident-
tinen joukon D kanssa. Olkoon joukko

Supp(f) = {u € Z" | fu # 0}

Laurentin polynomin f tuki (eng. support), joka siséltaé kaikki pisteet, joissa po-
tenssisarjan f termien kertoimien arvo ei ole nolla. Kuitenkaan fg,pp(r) €1 aina ole
identtinen potenssisarjan f kanssa. N&in kiy mikili potenssisarjan f jonkin nol-
lasta eroavan termin kerroin ei ole 1. Edellisistd maéritelmistd voi jattdd méadreen
algebrallinen pois, kun sekaannusta ei ole.

Maéaritellaan seuraavaksi periodisuus:

Maééritelm 10. Olkoon 7,(X) = {x+v |z € X} joukon X C Z" translaatio suun-
taanv € 7", ja {e; |7 € {1,...,n}} avaruuden Z" luonnollinen kanta. Translaatio on
médritelty vastaavasti myos muille kuin joukoille, esimerkiksi funktioille Z™ — A.

e Joukko X on periodinen, kun 7,(X) = X jollain v € Z" \ {0}. Vektoria v
kutsutaan joukon periodiksi.

e Joukko X on wahvasti periodinen, kun 7, (X) = X kaikilla ¢ € {1,...,n}
ja vektorit vy,...,v, € Z" \ {0} ovat lineaarisesti riippumattomia. Vahvasti
periodisella joukolla X on olemassa jokin ¢ > 0 siten, etté 7.,.,(X) = X kaikilla
i € {1,...,n}. Kun arvoa ¢ halutaan painottaa, niin joukkoa X kutsutaan
vahvasti q-periodiseksi.

e Joukko X on ristikollinen (eng. lattice), jos se on Abelin ryhmén Z" aliryhmé.

e Joukkojen kokoelma Y on translaatioinvariantti, jos 7,(X) € Y kaikillav € Z"
ja X €Y. Toisin sanoen 7,(Y) =Y kaikilla v € Z".



Kuva 1: a) 2-ulotteinen Lee pallo siteelld 1, esimerkin 11 laatta D. b) Laatoitus
esimerkin 11 laatalla D. Konfiguraatio saa arvon 1 keltaisella virjityissd kohdissa.

Esimerkki 11. Olkoon D = {(—1,0),(0,—1),(0,0),(0,1),(1,0)} C Z? laatta, ja
olkoon kuvaus ¢ : Z* — {0,1} sellainen konfiguraatio, ettd Supp(f.) = {(x,y) €
Z*|\x € Z,y = 2z + ba,a € Z} (katso kuva 1). Osoitetaan, ettd konfiguraatio
c laatoittaa avaruuden Z? laatoilla D. Algebrallinen laatta ja konfiguraatio ovat
fo(@) = Yepa® = a7 +ap+ay +ay+1ja folx) = 3, prias™ ™ Nyt
kertomalla algebralliset funktiot fp ja f. keskendin saadaan

§ :L,ac 1 2x+5a+§ :L,a:—f—l 2x+5a+§ xa: 2x+5a 1+§ xx 21’+5a+1+§ xw 2:c+5a

z,a€Z T,aEZ z,a€Z z,a€EZ T,a€EZ

— E :L,ac 2x+5a+2+§ x:v 2:L’+5a 2+§ xac 2a:+5a 1+§ l,ac 2:v+5a+1_|_§ :L,alcxgzv-l—&')a
z,a€Z T,a€Z T,a€Z x,a€Z z,a€Z

_ E .Y

- x1x27
x,y €L

eli ykkoskonfiguraatio.

Olkoon v = (v, v9) € Z* mielivaltainen vektori. T#lloin konfiguraatio 7,(c) saa
arvon 1 kohdassa t € Z? jos ja vain jos konfiguraatio ¢ saa arvon 1 kohdassa t — v.
Siis 7,(c); = ¢;_p kaikilla v, € Z?. Samoin algebrallisella konfiguraatiolla saadaan

§ ::Cx—i-m 2x+5a+va _xm V2 E :xalvxgm+5a

z,a€Z z,a€Z

Nyt sijoittamalla vektoriin v arvot (1,2) ja (2, —1) vastaavasti saadaan 7(1,9)(fe) = fe
ja 72— (fe) = fe. Téten konfiguraatio ¢ on vahvasti periodinen, silld 7 9)(c) = ¢
ja Te-1y(c) = ¢, ja vektorit (1,2) ja (2,—1) ovat lineaarisesti riippumattomia. Se
on myos ristikollinen, silld kuvaus ¢ saa vain arvoja 0 ja 1 sekd Supp(f.) on Abelin
ryhmin Z?2 aliryhmi.

Seuraavaksi esitetddn lause, jolla voidaan tarkistaa laatoittaako annettu laatta
avaruuden annetulla konfiguraatiolla, eli pateekd fp(x)f.(x) = 1(z). Lause sanoo,
ettd asetettaessa laatta —D mihin hyvinsd avaruuden pisteeseen, niin se osuu tar-
kalleen vain yhteen konfiguraatiopisteeseen.



Kuva 2: Konfiguraatio on sama kuin kuvassa 1. Punaisella laatalla ei voi laatoit-
taa avaruutta kyseiselld konfiguraatiolla, silld sen voi sijoittaa niin, ettei se osu yh-
teenkidn konfiguraatipisteeseen. Vihred laatta taas osuu kahteen pisteeseen, joten
sillikdan ei voi laatoittaa avaruutta kyseiselld konfiguraatiolla.

Lause 12. Olkoon D laatta ja c € {0,1}2" konfiguraatio. Konfiguraatio c laatoittaa
avaruuden 7" laatoilla D jos ja vain jos |(—D +z) N Supp(f.)| = 1 kaikilla x € 7.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd konfiguraatio c laatoittaa avaruuden Z" laatoilla D.
Olkoon x € Z™ jokin vektori. T&ll6in vektorin voi esittdé yksikisitteisesti summana
x =d+e missi d € D jae € Supp(f.), silld avaruus Z" partitioituu laatan D
muotoisiin osiin. Siis |(—D + z) N Supp(f.)| = |(=D +d + e) N Supp(f.)| > 1,
silldi e € (=D +d+e) jae € Supp(f.). Jos |[(—=D + z) N Supp(f.)| > 2, niin
on olemassa toisista eroavat e; = ¢ + d; ja e; = = + dy, missd e, es € Supp(fe)
ja dy,dy € D, josta seuraa e; + dy = ey + dy. Tamé on ristiriita, silld jokaisen
vektorin esitys konfiguraation ja laatan alkion summana on yksikisitteinen. Siis
(=D +z) N Supp(fe)| = 1.

Oletetaan seuraavaksi, ettd |(—D + x) N Supp(f.)| = 1 kaikilla € Z". Konfi-
guraatio c laatoittaa avaruuden Z™ laatoilla D, jos jokainen x € Z" voidaan esittda
yksikésitteisesti muodossa £ =d + e, jossa d € D ja e € Supp(f,).

Olkoon x € Z™ mielivaltainen vektori. Nyt tarkalleen yhdelld d € D pétee, etté
—d +x = e, jossa e € Supp(f.) on yksikésitteinen, silla |(—D + x) N Supp(f.)| = 1.
Siis jokainen x € Z" voidaan esittdd yksikésitteisesti muodossa £ = d + e, jossa
d € D jae € Supp(fe.). O

Myohemmin todistetaan, ettd konfiguraatio ¢ laatoittaa avaruuden laatoilla D
jos ja vain jos c laatoittaa avaruuden laatoilla —D. Taméan seurauksena saadaan
suoraan, etti edellisen lauseen ehdon |(—D + x) N Supp(f.)| = 1 voi korvata ehdolla
|(D + ) N Supp(f.)] = 1. Usein on kuitenkin helpompi todistaa algebrallisesti,
laatoittaako jokin konfiguraatio ¢ avaruuden laatalla D.
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2.3 Topologiaa ja siirtoaliavaruus

Téssi kappaleessa lihteina kilytetddn toita |2, 9]. Kerrataan seuraavaksi topologiaa,
jonka jilkeen sovelletaan sitd laatoituksien teoriaan. Téssd kappaleessa kerrataan
vain oleellisimmat méaaritelmét ja lauseet. Lisdksi kilydaan lyhyesti lapi laatoitusten
teoriaa. Lisdtietoja laatoitusten topologiasta saa esimerkiksi ldhteestd [8].

Maaritelma 13. Olkoon X jokin joukko ja 7 jokin kokoelma sen osajoukkoja.
Kokoelma 7 on avaruuden X topologia jos sille pitee seuraavat kolme ehtoa:

1. 0erjaXer,
2. kokoelman 7 mielivaltaisen aliperheen unioni kuuluu kokoelmaan 7,
3. kokoelman 7 darellisen monen jasenen leikkaus kuuluu kokoelmaan 7.

Kokoelman 7 alkioita kutsutaan avoimiksi joukouksi ja niiden komplementteja sulje-
tuiksi joukoiksi. Paria (X, 7), tai lyhyemmin X, sanotaan topologiseksi avaruudeksi.

Edellisestd méaritelmastd saadaan suoraan samankaltaiset ehdot suljetuille jou-
koille De Morganin kaavoista.

Lause 14. Suljetuille joukoille pdtevit seuraavat kolme ominaisuutta:
1. O on suljettu ja X on suljettu,
2. suljettujen joukkojen leikkaus on suljettu,
3. ddrellisen monen suljetun joukon unioni on suljettu.

Maiaritelmien perusteella joukko voi olla joko suljettu, avoin, suljettu ja avoin
(eng. clopen) tai ei kumpikaan. Joukon A sulkeuma on leikkaus kaikista suljetuista
joukoista, jotka sisdltivit joukon A ja on titen pienin suljettu joukko, joka siséltéa
joukon A. Merkitidn joukon A sulkeumaa merkinnalld A.

Kokoelma B avoimia joukkoja on topologian kanta jos ja vain jos jokainen avoin
joukko on kokoelman B jonkin osakokoelman joukkojen unioni. Jos kokoelma B on
topologian kanta, niin télléin tidméa topologia on yksikésitteisesti méaritelty: kaikki
avoimet joukot ovat perheen B alkioiden unioneja.

Maaritelladn seuraavaksi kompaktisuus. Olkoon X topologinen avaruus. Kokoel-
maa avoimia joukkoja U; kutsutaan joukon A avoimeksi peitteeksi, jos jokainen jou-
kon A alkio kuuluu johonkin joukkoon U;. Siis A on joukkojen U; unionin osajouk-
ko. Avoimen peitteen aliperhettd kutsutaan avoimeksi osapeitteeksi, jos se on myos
joukon A avoin peite. Joukkoa A C X kutsutaan kompaktiksi, jos sen jokaisella avoi-
mella peitteelld on direllinen avoin osapeite. Topologiaa kutsutaan kompaktiksi, jos
koko avaruus X on kompakti.

Lause 15. Jos X on kompakti topologinen avaruus, niin jokainen suljettu joukko
A C X on kompakti.



Todistus. Olkoon joukko A C X suljettu. Olkoon § sen jokin avoin peite. Koska A
on suljettu, niin sen komplementti on avoin. Nyt joukon A komplementti yhdessa
perheen S kanssa luovat koko avaruuden X avoimen peitteen. Joukko X on kom-
pakti, joten on olemassa #irellinen avoin osapeite. Poistamalla téstd osapeitteesté
joukon A komplementti saadaan suljetulle joukolle A ddrellinen avoin osapeite. Siis
A on kompakti. O]

Jono x1,x9, 3, ... avaruuden X alkioita suppenee kohti alkiota z € X, jos jo-
kaista avointa joukkoa U kohti, joka sisdltda alkion x, on olemassa jokin positiivinen
kokonaisluku m siten ettd x; kuuluu joukkoon U kaikilla 7 > m.

Maiaritelladn seuraavaksi metriikka ja metrinen avaruus, ja sitten palloympéristo,
jonka avulla saadaan maéiriteltyd metrisen avaruuden avoimet ja suljetut joukot.

Maaritelma 16. Olkoon X jokin joukko ja d : X x X — R kuvaus, joka tayttia
seuraavat ehdot, kun z,y, 2z € X:

L d(,

y) >
2. d(z,y) = 0 jos ja vain jos x =y,
)

(
3. d(z,y) = d(y,z),
d(

4. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (kolmioepayht&lo).

Tilloin funktiota d sanotaan metriikaksi ja paria (X, d), tai lyhyemmin X, metriseksi
avaruudekst.

Madéritelma 17. Olkoon (X, d) metrinen avaruus, a € X ja r > 0. Sanotaan, etti
B(a,r) ={x € X |d(a,x) < r} on pisteen a avoin r-palloympdristi tai (a-keskinen)
avoin r-pallo.

Metrisessé avaruudessa joukkoa U C X kutsutaan avoimeksi, jos jokaista joukon
U pistettd = kohti on olemassa jokin r > 0 siten, ettd B(a,r) C U. Nami avoimet
joukot muodostavat avaruuden X topologian. Topologinen avaruus (X, 7) on met-
ristyvd, jos on olemassa sellainen metriikka d avaruudessa X, ettd 7 on sama kuin
metriikan d suhteen avoimien joukkojen kokoelma.

Lause 18. Olkoon X metrinen avaruus. Joukko A C X on kompakti jos ja vain jos
jokaisella joukon A jonolla on osajono, joka suppenee jotain joukon A alkiota kohti.

Maaritellddn seuraavaksi laatoitusavaruuksien topologiaa ja térkeitd konsepteja.
Aloitetaan ensin kaavoilla ja kaavakompleksisuudella. Kasitelldéin sen jilkeen joukon
AZ" kompaktia topologiaa.

Olkoon D C Z" jokin darellinen osajoukko ja A jokin darellinen aakkosto. Funk-
tio p € AP on D-kaava ja D on kaavan p muoto. Jos muotoa ei ole mairitelty tai se
on mielivaltainen, niin etuliitteen D voi jattaa pois. Talloin siis funktiota p kutsu-
taan kaavaksi. D-kaava p esiintyy konfiguraatiossa ¢ € AZ", jos 7,(c) [p= p jollain
v € Z". Voidaan myds sanoa, ettd konfiguraatio c siséltdd D-kaavan p kohdassa —wv.

Kaikkien D-kaavojen joukkoa, jotka esiintyvit konfiguraatiossa c, merkitdin
Lp(c). Merkinnilla L£(c) tarkoitetaan kaikkien kaavojen joukkoa, jotka esiintyvét
konfiguraatiossa c. Siis L(c) = Uy Lp(c).



Konfiguraation ¢ kaavakompleksisuus muotoa D kohden on niiden D-kaavojen
médrd, jotka esiintyvit konfiguraatiossa c. Se on siis luku [£p(c)|. Konfiguraatiolla
¢ on matala kompleksisuus muotoa D kohti, kun |Lp(c)| < |D|. Jos konfiguraatiolla
c on matala kompleksisuus jotain muotoa kohti, niin konfiguraatiolla ¢ sanotaan
olevan matala kompleksisuus.

Kaikilla konfiguraatioilla, jotka laatoittavat avaruuden jollain laatalla, on ma-
tala kompleksisuus. Nimittdin olkoon ¢ konfiguraatio, joka laatoittaa avaruuden Z"
laatalla D. Nyt Lauseen 12 mukaan —D-kaavoja on tarkalleen | — D| kappaletta.
Siis |£_p(c)| < | - D

Olkoon p € AP jokin D-kaava ja [p| = {c € AZ" |c |p= p}. Joukkoa [p] kutsu-
taan termilld p-sylinteri. Sylinterien [p] kokoelma on eriifin joukon AZ" kompaktin
topologian kanta. Sylinterit ovat tissa topologiassa seké avoimia ettd suljettuja. To-
pologia AZ" on myos metristyvii, joten sille voidaan kilyttii metrisen avaruuden
ominaisuuksia.

Osajoukkoa X C AZ" kutsutaan termilld siirtoaliavaruus (eng. subshift), kun
se on topologisesti suljettu ja se on translaatio-invariantti. Usein siirtoaliavaruuden
madritelméssa siirtoaliavaruus ei saa olla tyhji, mutta tassid tutkielmassa se kuiten-
kin sallitaan.

Kompaktisuuden perusteella on olemassa joukko kaavoja, jotka estivit konfigu-
raatiota ¢ kuulumasta siirtoaliavaruuteen X, jos jokin kaavoista esiintyy kyseisessa
konfiguraatiossa. Téten siirtoaliavaruudet voidaan maéritelld kiellettyjen kaavojen
avulla. Olkoon P jokin joukko darellisid kaavoja. Télloin

Xp = {ce A% [ Le)N P =0},

on joukko konfiguraatioita, jotka eivét sisdlld mitdén kaavoja joukosta P. Jos X =
Xp jollain adrelliselld P, niin siirtoaliavaruus X on ddrellistd tyyppid, tai lyhyemmin
SFT (eng. subshift of finite type).

Olkoon X siirtoaliavaruus. Madritellddn sen kieli. Olkoon £(X) joukko kaikista
kaavoista, jotka esiintyvit jossain siirtoaliavaruuden X konfiguraatiossa. Siis £(X) =
U.ex £(c). Samoin sen D-kieli on £(X) N AP muodolla D.

Samoin kuin konfiguraatioilla niin myos siirtoaliavaruuksilla on matala komplek-
sisuus muotoa D kohti, jos |Lp(X)| < |D|. Olkoon D jokin muoto ja olkoon jou-
kon P C AP alkiot hyviksytyt kaavat, joita on enintiiin |D| kappaletta. Til-
16in X = Xyp\p = {c € A" |Lp(c) € P} on matala kompleksinen SFT, silld
Lp(X) C P ja |P| < |D|. Taten konfiguraatioiden joukko Tp, jotka laatoittavat
avaruuden Z" laatoilla D, on matala kompleksinen SFT.

2.4 Annihilaattori- ja periodisoijaihanteet

Jatketaan Laurentin polynomien ominaisuuksista laatoituksessa. Kappaleen ldhteina
ovat teokset |2, 4, 5].

Olkoon c(z) jokin potenssisarja ja olkoon ' monomi, jossa t € Z". Potenssisar-
jan c(z) kertominen monomilla z* lisid potenssisarjan c(z) jokaisen monomin ekspo-
nenttiin arvon ¢. Potenssisarjan ¢(x) translaation 7(c) voikin nyt ilmoittaa sarjojen
kertolaskuna: 73(c) = x'c(z). Titen c(x) on periodinen jos ja vain jos ztc(z) = c(z)
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eli (' — 1)c(z) = 0. Kutsutaan binomia (z* — 1) termilld differenssibinomi, ja kut-
sutaan Laurentin polynomia f(z) potenssisarjan c(x) annihilaattoriksi, jos fc = 0.
Laurentin polynomin f(2) sanotaan myos annihiloivan konfiguraation ¢, kun fc = 0.

Olkoon joukko
Ann(c) = {f € Clz®']|| fe =0}

potenssisarjan ¢ annihilaattori-thanne, joka sisdltid kaikki ne polynomit, jotka an-
nihiloivat potenssisarjan c¢. Kun X on siirtoaliavaruus, niin joukko Ann(X) sisdltda
ne Laurentin polynomit, jotka annihiloivat kaikki konfiguraatiot siirtoaliavaruudessa
X.

Mikali konfiguraatiolla ¢ on kompleksikertoiminen annihilaattori f, niin tallin
silld on my6s kokonaislukukertoiminen annihilaattori f/, jolla Supp(f’) = Supp(f).
Nimittdin olkoon f € Ann(c) jokin annihilaattori ja olkoon f; € C, i € {1,...,m}
sen monomien kerroinosat, eli fizt +- - -+ f,xt™ = f. Talloin (frzt +- - -+ frxtm)-c =
fi-m(¢)+- -+ fin-m, (c) = 0. Siis kaikissa pisteissi t € Z" konfiguraatio saa arvon
fi1e,(€)e+- -+ fin- 7, (c)e = 0. Kun t kiy 14pi kaikki arvot ja kertoimet f; korvataan
muuttujilla h;, saadaan homogeeninen lineaarinen yhtialoryhmaéa. Konfiguraatiolla ¢
on vain dérellisen monta eri kerrointa, joten yhtaléoryhmai on darellinen. Saadaan siis
yvhtaloryhma muuttujilla hy, he, ..., hy,

hy-ap+- -+ hy - ay, =0

hl'ak1+"'+hm'akm:07

jossa a;; € A kaikilla 4, j. Koska yhtédlot ovat lineaarisia, kertoimet a;; ovat koko-
naislukuja, ja yhtalolla on nollasta eroava ratkaisu (hy, ha, ..., hn) = (f1, f2, -5 fin)s
niin yhtéléryhmailld on olemassa myds jokin kokonaislukuratkaisu f’, jolla Supp(f) =
Supp(f’). Tama johtuu siitd, ettd kompleksilukujen summassa reaaliosat eivét vai-
kuta imaginaariosien summaan ja painvastoin seka siitd, ettd yhtdloryhmén kertoi-
met ovat kokonaislukuja, jolloin kaikki ratkaisut voidaan esittdd kokonaisluvuilla
skalaareilla kerrottuina.
Maaritellddn seuraavaksi periodisoijathanne

Per(c) = {f € C[z*']| fc on vahvasti periodinen},

joka siséltdd vain ne Laurentin polynomit, joiden tulo konfiguraation ¢ kanssa on
vahvasti periodinen. Kun X on siirtoaliavaruus, niin Per(X) sisiltdi ne Laurentin
polynomit, jotka periodisoivat kaikki konfiguraatiot siirtoaliavaruudessa X.

Potenssisarjan ¢ annihilaattori- ja periodisoijaihanteet on helppo osoittaa ren-
kaan C[z*'] ihanteiksi. Nimittdin riittid osoittaa, ettéi joukot ovat renkaan Clz*!]
additiivisia aliryhmia, sekd se, ettd joukkojen ja renkaan alkioden tulot kuuluvat
vastaaviin joukkoihin.

Koska nollakonfiguraatio on vahvasti periodinen, niin Ann(c) C Per(c). Jos f €
Per(c), niin ' —1 annihiloi konfiguraation fc jollain sen periodilla t, ja siten f(z)(z*—
1) annihiloi konfiguraation c. Téten jos Per(c) sisdltdd nollasta eroavan polynomin,
niin Ann(c) siséltad nollasta eroavan polynomin.

Seuraavaksi esitellddn kuuluisa Hilbertin Nullstellensatz-lause ilman todistusta.
Sitd tullaan soveltamaan muissa lauseissa. Lause koskee tavallisia polynomeja ilman
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negatiivisia muuttujien potensseja. Sille esitetdin Laurentin polynomien vastine kap-
paleessa 4.1. Mairitellddn kuitenkin ensin kolme joukkoa:
Olkoon J jokin polynomirenkaan Clz| ihanne, ja olkoon S C C™ jokin joukko.
Joukkoa
Z(S) ={f € Clz]| f(x) = 0 kaikilla x € S}

kutsutaan joukon S ihanteeksi. Se on siis joukko kaikista polynomeista renkaassa
Clz], jotka saavat arvon 0 kaikilla joukon S arvoilla. Joukkoa

V(J) = {z € C"| f(z) = 0 kaikilla f € J}

kutsutaan termilla varisto. Se on siis kompleksilukujen C™ osajoukko, johon kuuluvat
vain ja ainoastaan kaikki ihanteen J Laurentin polynomien yhteiset nollakohdat.
Joukkoa

V] ={f eClz]| f* e J jollain k > 1}

kutsutaan ihanteen J radikaaliksi. Ihannetta J kutsutaan radikaaliksi thanteeksi, jos

J=+J.

Lause 19 (Nullstellensatz). Olkoon J jokin renkaan Clz| ihanne. Tdlloin
W) = V.

Seuraavaksi todistetaan, ettd kaikilla konfiguraatioilla, jotka laatoittavat avaruu-
den Z" jollain laatalla D, on olemassa epéatriviaali Laurentin polynomi, joka annihiloi
kyseisen konfiguraation.

Lemma 20. Olkoon konfiguraatiolla ¢ matala kompleksisuus. Tdlldin Ann(c) sisdl-
tad nollasta eroavan polynomin. Tarkemmin sanoen, jos konfiguraatiolla ¢ on matala
kompleksisuus muodon D C Z" suhteen, niin on olemassa sellainen nollasta eroava
Laurentin polynomi f € Per(c), ettd —Supp(f) C D.

Todistus. Olkoon D = {d,,...,d;}. Muodostetaan joukko

{(1a Cdi+ts - - - acdk-‘rt) |t € Zn}v

joka siséltdd kompleksivektoreita, joiden dimensio on k + 1. Koska konfiguraatiolla
¢ on matala kompleksisuus muodon D suhteen, niin joukossa on enintdén |D| = k
alkiota. Tdten on olemassa vektori (ao,ar,...,a), joka on kohtisuorassa kaikkia
joukon vektoreita kohtaan ja a; # 0 jollain 1 <17 < k.

Olkoon f(z) = @z % + --- + @Gz~ % # 0, missi merkinnilld @ tarkoitetaan
luvun a € C kompleksikonjugaattia. Nyt Laurentin polynomin fc kerroin sijainnissa
t € Z" on

(fe)e = aica 44 + - - - + ACayt = —ao,

silla vektori (ag, as,...,ax) on kohtisuorassa vektoria b = (1, cg,+¢,- - -, Ca,+¢) koh-
taan, jolloin niiden sisdtulo Zf:oa_i -b; = 0. Nyt milla vain nollasta eroavalla vekto-
rilla ¢ € Z" saadaan (z* — 1) fc = 0.
Siis f € Per(c) on nollasta eroava ja —Supp(f) C D, seki (2t — 1)f € Ann(c),
jolloin Ann(c) siséltéd nollasta eroavan Laurentin polynomin.
]
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Téamén kappaleen padlauseena (Lause 27) saadaan, ettd annihilaattori-ihanteeseen
kuuluu Laurentin polynomi, joka on differenssibinomien tulo. Lauseen todistukseen
tarvitaan kuitenkin paljon apulauseita: seuraavat kaksi lemmaa muodostavat anne-
tusta annihilaattorista polynomin, joka saa arvon 0 kaikissa annihilaattori-ihanteen
vhteisissd nollakohdissa. Myohemmin Nullstellensatzin lauseella osoitetaan, etti té-
méa polynomi kuuluu myo6s annihilaattori-ihanteeseen.

Lemma 21. Olkoon ¢ jokin konfiguraatio ja f(x) € Ann(c) jokin epdtriviaali koko-
natslukukertoiminen Laurentin polynomi. Talloin on olemassa sellainen kokonaislu-
ku r, ettd jokaisella positiivisella luvulla h, joka on luvun r suhteen alkuluku, pditee

f(z") € Ann(c).

Todistus. Olkoon f, € Z polynomin f(z) monomin kerroin kohdassa u € Z", ja ol-
koon m € Z jokin mielivaltainen kokonaisluku. Todistetaan ensin, ettéd jos f(z™) on
annihilaattori, niin f(2”™) on annihilaattori jokaisella tarpeeksi suurella alkuluvulla
.

Olkoon p jokin alkuluku. Télléin fP(x) = f(z”) (mod p) ja erityisesti fP(z™) =
f(@P™) (mod p). Koska polynomi f(z™) annihiloi konfiguraation ¢, niin kertomalla
molemmat puolet konfiguraatiolla c(x) saadaan

0= f(2")c(x) (mod p).

Potenssisarjan f(zP™)c(x) kertoimet ovat itseisarvoltaan enintdin

S = Cma:pz ‘fu’u

missi ¢4, ON itseisarvoltaan suurin kerroin konfiguraatiossa c. Taten jos p > s, niin
saadaan f(z"")c(z) = 0 ja téten f(zP™) € Ann(c).

Olkoon seuraavaksi r = s!. Nyt kaikki positiiviset luvut h, jotka ovat luvun r
suhteen alkulukuja, ovat muotoa p;---p, missi jokainen p; on alkuluku, joka on
suurempi kuin s. Koska f(z) on annihilaattori, niin induktiolla seuraa suoraan, etti
f(zPr-Pv) = f(z") on annihilaattori. O

Lemma 22. Olkoon c jokin konfiguraatio ja [ = > a,x® jokin epdtriviaali koko-
naislukukertoiminen Laurentin polynomiannihilaattori. Olkoon

g(m) =2y T, H (xv"u - IL‘WO)7

u€Supp(f)
’U.;ﬁ’uo

jossar on kokonaisluku Lemmasta 21 jauy € Supp(f) mielivaltainen. Tdlldin g(z) =
0 kaikilla ihanteen Ann(c) yhteisilld nollakohdilla z € C".

Todistus. Olkoon z jokin ihanteen Ann(c) yhteisistd nollakohdista. Jos jokin sen
koordinaatti on 0, niin g(z) = 0. Olkoon siten kaikki sen koordinaatit nollasta eroa-
via.

Muodostetaan seuraavanlaiset joukot ja funktiot kompleksiluvulle a € C:

Sa = {u € Supp(f) |2™ = a},
fal®) = Z Q™.

’U,ESa
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Koska Supp(f) on #édrellinen, niin tdlloin on olemassa #érellinen méird epityhjid
joukkoja Sg,, ..., Sa,,. Namé joukot muodostavat joukon Supp(f) partition, josta
saadaan f = fo, + -+ fa,,-

Koska luvut 147 -a ovat suhteellisia alkulukuja lukuun r kaikilla ei-negatiivisilla
kokonaisluvuilla @, niin Lemman 21 perusteella f(z'™%) € Ann(c). Nyt koska z
oli annihilaattori-ihanteen yhteinen nollakohta, niin f(2'*7%) = 0. Sijoitetaan 27"
funktioon f,(z), jolloin saadaan

Fal2T7) =Y a2 = Y " ay2tat = fu(2)a”.

uESy uESy

Summataan funktiot f,,,..., f., yhteen:
0=f(z""") = fa(2)af + - + fa, (2)ag,

Edellinen yhtdlo tayttad kohtisuoruuden méaritelmén pistetulolla avaruudessa C™,
joten saadaan

(fal(z), N .,f%(z)) L (a%,... a2).

Edellisista vektoreista (o, ..., a%) arvoilla a € {0,1,...,m—1} voidaan muodostaa
Vandermonden matriisi, jonka determinantti [ [, ;<, (@ — a;) ei ole nolla. Tésté

saadaan, ettd vektori ( for(2)s oy fann (z)) on nollavektori ja erityisesti sellaisella «,

jolla uy € S, patee

0= falz) = ) au2™

’lLESa

Vektorissa z ei ole nollakoordinaatteja, joten yhtialén oikean puolen jokainen termi on
nollasta eroava. Kuitenkin summa on 0, joten tilldin joukkoon S, kuuluu vahintdin
kaksi vektoria u ja uy. Joukon S, méaéritelmén perusteella 2™ = 2™ = q, joten z
on Laurentin polynomin ™ — z"™° nollakohta. O

Nyt Nullstellensatzin lauseella voitaisiin todistaa Lauseet 26 ja 27, mutta ilman
lineaarista riippumattomuutta. Seuraavaksi esiteltavilla suorilla Laurentin polyno-
meilla saadaan todistettua haluttu lineaarinen riippumattomuus.

Maidritelmd 23. Laurentin polynomia f € Clz™!| kutsutaan suoraksi Laurentin
polynomiksi, jos sen tuki sisdltad ainakin kaksi pistettd ja tuen kaikki pisteet ovat
samalla suoralla.

Vektoria v kutsutaan primitiiviseksi, jos sen koordinaateilla ei ole yhteista epét-
riviaalia kokonaislukutekijaa. Kaikki suorat Laurentin polynomit voidaan esittai
muodossa

f(@) =2 (™ + - 4 a12° + ao)

joillain a; € C,m > 1,a,, # 0,a¢ # 0,v',v € Z", jossa v on primitiivinen.

Lemma 24. Olkoon c yksiulotteinen konfiguraatio, jolla f™c = 0 jollain epdtriviaa-
lilla polynomilla f ja kokonaisluvulla m € N. Tdlloin myds fc = 0.
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Todistus. Konfiguraatiota ¢ voidaan késitelld sarjana, jolla on vain dérellisen monta
eri arvoa. Olkoon f™(z) = > icquon(p) a;z'. Kirjoittamalla kertolasku f™c = 0 auki
saadaan

apxc+ - +a;x'e =0

ja kaikilla sarjan arvoilla ¢, saadaan differenssiyhtélo
iy Cp—iy + -+ + QjyCp—iy = 0.

Koska konfiguraatio ¢ voi saada vain aérellisen monta arvoa ja silld on ylla oleva
differenssiyhtélo, niin se on periodinen. Téaten on siis olemassa sellainen luku k£ € N,
ettd z¥ — 1 € Ann(c).

Koska Ann(c) on ihanne niin saadaan, etti g = ged(zF — 1, f™) € Ann(c).
Koska polynomilla ¥ — 1 on vain yksinkertaisia juuria ja polynomi g jakaa sen, niin
polynomilla g on my&s vain yksinkertaisia juuria. Téten siis kun ¢ jakaa polynomin
f™, niin se jakaa my6s polynomin f. Koska polynomi g jakaa polynomin f ja g €

Ann(c), niin f € Ann(c). O
Lemma 25. Olkoon c jokin konfiguraatio ja fi,..., fr sellaisia suoria Laurentin
polynomeja, etti fi"*--- fi"* annihiloi konfiguraation c. Tdlléin myds fi--- fr an-

nihiloi sen.

Todistus. Néytetddn ensin, ettd kun f on suora Laurentin polynomi ja f™ annihi-
loi konfiguraation ¢, niin talléin myds f annihiloi sen. Voidaan olettaa, ettd suora
Laurentin polynomi kulkee origon kautta, eli v/ = 0 ja

flz) = agx® + -+ a1z + ao

joillain a; € C ja v € Z™. Mairitellifin yksiulotteinen polynomi g(t) = agt? + --- +
art + ag € Clt] siten ettd f™(x) = g™ (x).

Nyt milli vain u € Z" sarja kertoimista (Cyii)icz voidaan kisittdd yksiulot-
teisena konfiguraationa, jonka polynomi ¢” annihiloi. Lemman 24 perusteella sen
annihiloi my6s polynomi g, joten g(2¥) = f(z) annihiloi konfiguraation c.

Nyt f3"--- f;"*c on my6s jokin konfiguraatio, jonka suora Laurentin polynomi

"t annihiloi ja téten sen siis annihiloi my6s polynomi f ja fif3"--- fi"c = 0.
Sama péaattely voidaan toistaa kaikille f;, josta saadaan fifs--- frc = 0. n

Lause 26. Olkoon c¢ konfiguraatio ja f € Ann(c). Jokaista w € Supp(f) kohti on
olemassa pareittain lineaarisestt risppumattomat ty, ..., t,, € Z" siten, etld jokainen
t; on yhdensuuntainen u; —u kanssa jollain w; € Supp(f) \ {u} ja

(
(" —1)--- (g8 — 1) € Ann(c). (1)

Todistus. Olkoon g(x) kuten Lemmassa 22. Koska g(z) = 0 kaikilla ihanteen Ann(c)
vhteisilla nollakohdilla, niin Nullstellensatzin lauseen mukaan jollain £ € N polyno-
mi ¢*(x) kuuluu annihilaattori-ihanteeseen Ann(c). Koska ¢*(x) koostuu suorista
Laurentin polynomeista, niin Lemman 25 mukaan myos g(z) € Ann(c).

Koska g(z) kuuluu ihanteeseen, niin myos

g(x) _ r(u—uop) o t;
Ly -y - greo(Swe(H—1) H(a: -1)= H(m —1)
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kuuluu ihanteeseen Ann(c). Jos jollain indekseilld j; # jo vektorit t;, = at jat;, = bt
ovat lineaarisesti riippuvia, niin termi (z® — 1)(z% — 1) voidaan korvata termilli
(z® — 1). Nimittdin polynomi (z® — 1)(z” — 1) jakaa polynomin (z®* — 1)?, eli
(z — 1)(z" — 1)h(z) = (2 — 1)? jollain polynomilla h(z), jolloin h(z)[](x* —
1)ab:t (2% —1)2 1_[@?17].2 (% — 1) kuuluu ihanteeseen Ann(c) ja Lemman 25 mukaan
(@** = 1) [T;zj, ;, (8" — 1) € Ann(c). O

Sama pétee myos siirtoaliavaruuksille.

Lause 27. Olkoon X siirtoaliavaruus ja f € Ann(X). Jokaistaw € Supp(f) kohti on
olemassa pareittain lineaarisestt risppumattomat ty, ..., t,, € Z" silen, etld jokainen
t; on yhdensuuntainen u; —u kanssa jollain w; € Supp(f) \ {u} ja

(" — 1) (z* — 1) € Ann(X). (2)

Todistus. Olkoon f € Ann(X), tilloin my6s polynomi f € Ann(c) kaikilla ¢ € X.
Edellisten lauseiden mukaan Laurentin polynomien

(g —1)--- (g — 1) € Ann(c)

vektorit t; madrdytyvit tdysin Laurentin polynomista f ja Lemmassa 21 olevassa

arvosta
S = Crmax Z ‘fu’

Valitsemalla arvon c,,,, sijaan arvo X,,q., missi X,,,, on itseisarvoltaan suurin ker-
roin siirtoaliavaruuden X konfiguraatioissa, saadaan haluttu yhteinen annihilaattori
kaikille konfiguraatioille ¢ € X. O]

2.5 Lee-koodit

Tassd kappaleessa perehdytddn tédydellisiin e-virheen korjaaviin Lee-koodeihin ja
miten niitd voidaan késitelld laatoitusten avulla. Lahteend on [1].

Maiiritelmi 28. Metriikkaa

n
op(u,v) = Zmin(|ui —vil, ¢ — |u; — vy|), kun w,v € Z7,
i=1

op(u,v) = Z |u; — v, kun uw,v € Z"

i=1
kutsutaan Lee-metriikaksi, joka tunnetaan myds Manhattan- ja (' -metriikkana.

Masritelmd 29. Metrisen avaruuden (Z",01) tai (Zy,d;) osajoukkoa C kutsu-
taan Lee-koodiksi. Lee koodia C kutsutaan e-virheen korjaavaksi koodiksi, jos kai-
killa w,v € C pétee 01 (u,v) > 2e + 1, kun u # v. Toisin sanoen, joukon C' kahden
erillisen alkion etdisyys toisistaan on vihintdan 2e + 1.

e-virheen korjaavaa Lee koodia C kutsutaan tdydelliseksi, jos jokaista x € Z"
tai x € Zj kohti on olemassa yksikésitteinen ¢ € C siten, ettd . (x,c) < e. Toisin
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sanoen jokainen metrisen avaruuden (Z",dr) tai (Z;, ) piste on enintéin etdisyy-
den e padssid yhdestd joukon C' pisteestd. Taydellisestéd e-virheen korjaavaavasta Lee
koodista kiytetdin merkintdd PL(n,e,q) avaruudessa Z] ja PL(n,e) avaruudessa
7",

PL(n,e)-koodi C' on periodinen, vahvasti periodinen tai lineaarinen, jos joukko
C on vastaavasti periodinen, vahvasti periodinen tai ristikollinen.

Kun periodi ¢ > 2e 4+ 1, niin PL(n,e, ¢)-koodien sanotaan olevan yli suuren
aakkoston, muuten ne ovat yli pienen aakkoston. Oletetaan téstd eteenpiin, etta
PL(n, e, q)-koodit ovat yli suuren aakkoston, ellei toisin mainita.

Maiaritellaan seuraavaksi Lee-pallo. Talloin tdydellisid e-virheen korjaavia Lee
koodeja voidaan kisitelld laatoitusten avulla.

Maairitelma 30. Kutsutaan seuraavia joukkoja e-séteisiksi Lee-palloiksi:

S(n,e,q) ={x € Z;|0.(x,0) < e},
S(n,e) ={x € Z" | 6.(x,0) = |x1]| + - - - + |z,| < e}.

Usein suljettuja palloja kutsutaan topologiassa kuuliksi ja vain pallon reunaa kutsu-
taan palloksi, mutta tassa tutkielmassa poiketaan kdytannostd Lee-pallojen suhteen.

L(2.1) L(3.1)

L2, 2) L(3.2)

Kuva 3: Reaaliavaruuden R” Lee-pallot L(n, e) ovat n-ulotteisten yksikkokuutioiden
unioneja, jotka on asetettu Lee-pallon S(n,e) pisteiden péille. Kuvassa on mééri-
telmén 30 Lee-palloja esitettynd reaaliavaruudessa [1].

Nyt PL(n,e)-koodit voidaan luonnollisesti esittdd avaruuden Z" laatoituksena
laatalla S(n,e). Nimittdin PL(n, e)-koodin kaikki pisteet ovat vihintddn etdisyyden
2e + 1 pédissa toisistaan, jolloin jokaisen pisteen kohdalle sijoitettu e-sédteinen Lee-
pallo ei ole péillekkdin minkidén toisen Lee-pallon kanssa. Koska PL(n, e)-koodi on
téaydellinen, niin jokainen avaruuden (Z",d;) piste on enintdén etdisyyden e péads-
sé jostain PL(n, e)-koodin pisteestd. Taten kun PL(n, e)-koodin kaikkien pisteiden
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padlle asetetaan laatta S(n,e), niin avaruuteen Z™ ei jad tyhjia kohtia. Namé omi-
naisuudet yhdessd siis tarkoittavat sité, ettd PL(n, e)-koodi laatoittaa avaruuden Z™
laatoilla S(n,e). PL(n, e)-koodeja voidaan siis kiisitelld laatoitusten avulla.

Vahvasti periodiset PL(n, e)-koodit voidaan samaistaa PL(n, e, ¢)-koodien kans-
sa. Olkoon f : Z" — Zj luonnollinen projektio. Sivuluokkien avulla projektio on
fl@) = &+ qZ" = z (mod q). Télléin joukkojen S(n,e) ja S(n,e,q) vililli on bi-
jektio luonnollisen projektion restriktiolla. Téll6in jokainen avaruuden Z" laatoitus
laatoilla S(n, e, q) saadaan luonnollisella projektiolla jostain g-periodiesta laatoi-
tuksesta laatoilla S(n, e). Vastaavasti jokainen g-periodinen PL(n, e)-koodi saadaan
jostain PL(n, e, q)-koodista.

Lause 31. PL(n,e, q)-koodien ja q-periodisten PL(n,e)-koodien valilli on olemassa
luonnollinen bijektio.

Koska PL(n, e, ¢)-koodien ja g-periodisten PL(n, e)-koodien vililld on olemassa
luonnollinen bijektio ja g-periodiset PL(n, e)-koodit ovat PL(n, e)-koodien osajouk-
ko, niin téten kun puhutaan kaikista PL(n,e)-koodeista ilman, ettd periodisuutta
on mainittu, niin samalla puhutaan PL(n, e, ¢)-koodeista.

Nyt saadaan seuraava lause:

Lause 32. PL(n,e)-koodi on olemassa jos ja vain jos on olemassa laatoitus Lee-
pallolla S(n,e). Samoin PL(n,e,q)-koodi on olemassa jos ja vain jos on olemassa
vahvasti q-periodinen laatoitus laatoilla S(n,e).

Esitellaéan lopuksi vield Lee-pallojen koko [13]:

st "54(0)()

=0
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3 Golomb-Welch konjektuuri

Esitelladn seuraavaksi Golomb-Welch konjektuurin vahva ja heikko versio [13]:

Konjektuuri 33 (Golomb-Welch, heikko versio). Fi ole olemassa sellaista PL(n, e, q)-
koodia, jossa q > 2e+ 1, n >3 ja e > 2.

Konjektuuri 34 (Golomb-Welch, vahva versio). Ei ole olemassa sellaista PL(n,e)-
koodia, jossan > 3 ja e > 2.

Golomb ja Welch esittiviat konjektuurit jo vuonna 1968, eiké niitd ole vield rat-
kaistu. Seuraavissa kappaleissa tullaan kisittelemaan algebrallisia ldhestymistapoja
konjektuureihin.

Mikéli seuraava Lagarias-Wang konjektuuri [21] olisi totta, niin Konjektuurit 33
ja 34 olisivat ekvivalentit:

Konjektuuri 35 (Lagarias-Wang). Olkoon V. C Z" jokin laatta. Jos konfiguraa-
tio ¢ laatoittaa avaruuden Z™ laatoilla V', niin on olemassa vahvasti periodinen
konfiguraatio co, joka laatoittaa avaruuden Z" laatoilla V.

Lagarias-Wang konjektuuri osoitettiin viiriksi vuoden 2022 loppupuolella. Kat-
so lisiitietoja ldhteesta [3|. Kuitenkin tdmén tutkielman kappaleessa 4.2 osoitetaan,
ettd Konjektuuri 35 pitda paikkaansa kun |[V| on alkuluku. Tédmén todisti ensim-
méiseksi Szegedy [20].
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4 Algebralliset l1ahestymistavat Golomb-Welch kon-
jektuuriin

4.1 Polynominen menetelméi

Kappaleen ldhteind ovat teokset [1, 5, 6]. Olkoon ¢ jokin avaruuden Z" konfiguraatio,
joka saa vain arvoja 0 ja 1. Méiritelldsn sellainen lineaarikuvaus

T.:Zxf, .. 2 = 7,
ettd kaikilla (aq,...,a,) € Z"

Te(zft .. xom) = c(aq, ..., ap).

Lineaarikuvaus 7T, kertoo kuinka monta annettua pistettd kuuluu konfiguraa-
tioon c¢. Jos polynomin f € Z[xl . n =1 termien kertoimet ovat kaikki 1, niin
T.(f) = [Supp(f) N Supp(f.)|. Ehto T.(z7" ...z f-p) = 1 onkin ekvivalentti ehdon
|(—D +wv)NSupp(f.)| = 1 kanssa. Lause 12 saadaankin seuraavaan muotoon: konfi-
guraatio ¢ laatoittaa avaruuden Z" laatoilla D jos ja vain jos T.(M f_p) = 1 kaikilla
yksikk6monomeilla M € Z[xl e ,xfl].

Oletetaan seuraavaksi, ettd konfiguraatio c laatoittaa avaruuden Z" laatoilla D.
Myo6hemmin ndhdiin, ettid konfiguraatio c¢ laatoittaa avaruuden Z" myos laatoilla
—D. Témén seurauksena saadaan, ettd T.(f_p) = T.(fp) = 1 jolloin kuvauksen
T, argumentiksi voidaan suoraan antaa laatan D karakteristinen funktio fp. Koska
polynomi on lineaarikombinaatio yksikkbmonomeista, niin T.(Pf_p) = P(1,...,1)

jokaisella Laurentin polynomilla P € Z[z{!, ... aF!].

rrn

Monissa seuraavissa todistuksissa kiytetdin seuraavaa ominaisuutta laatan D
karakteriselle polynomille:

fola] = ot = fop(a, .. @)
deD
Erityisesti kun @ = —1, niin saadaan fp(z;*,...,27") = fop(z1, ..., 2n).

Seuraavaksi esitellddn tuloksia, joissa kdytetdadn hyddyksi lineaarikuvaksen T, ja
Laurentin polynomin f_p ominaisuuksia. Tutkimuksen [6] kirjoittajat ovat nimen-
neet ldhestymistavat polynomiseksi menetelmdksi (eng. Polynomial Method).

Lemma 36. Olkoon c konfiguraatio, joka laatoittaa avaruuden Z laatoilla D. Tél-
loin
TP p(ail,...,o7h) = P(1,...,1)

kaikilla kokonaislukukertoimisilla Laurentin polynomeilla P € Z[x7", ... xF!].

n

Todistus. Koska T, on lineaarikuvaus, niin riittda todistaa, etté
T.Mf p(zit, ... oh) =1

kaikilla yksikkmonomeilla M € Z[z7!, ... zF!].

n
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Todistetaan ensin, ettd T,(Mf_p(xzy",...,2;)) < 1. Jos niin ei ole, niin on
olemassa u,v € —D, u # v, joilla

TUM -2y ooy = To(M o™ ) = 1
Olkoon M' = M - a7 " -, "» 7" Nyt

1:TC<M/f7D) ZTC<M/'I‘;_‘L1"' Un)_i_T(M/. Ul'.'qz'l)n>

n

=T.(M-x;™--a,")+To(M -z -z, ") =2,

n

miki on ristiriita. Taten T.(M f_p(z*,...,2;")) < 1 kaikilla yksikkdmonomeilla
M.
Koska T,(M f_p(xyt, ..., 27 f-p) = fop(17Y,...,17Y) = |D] ja

TMf (i, o, ) fop) = Y To(M-afte ot fop(ar,. o a,")

de—D

<> 1=|D|

de—D

niin summan kaikilla termeilld patee yhtdsuuruus. Taten kaikilla yksikkdmonomeilla

M saadaan T.(M f_p(xyt, ..., 27Y) = 1. O
Edellisesté lauseesta seuraa suoraan, ettd T.(M f_p) = T.(M fp) kaikilla yksik-
kémonomeilla M € Z[x7, ... o).

Seuraus 37. Olkoon c konfiguraatio, joka laatoittaa avaruuden Z" laatoilla D. Tal-
l6in ¢ laatoittaa avaruuden Z" myds laatoilla —D. Myds T.(Mf_p) = T.(M fp)
kaikilla yksikkémonomeilla M.

Todistus. Nyt kaikilla yksikkdmonomeilla M € Z[zF!, ... '] pitee

TAMfp(zy,...,21)) =T.(Mf_p(x7t,...,o7")) = T.(Mf_p(z1,...,21)) = L.

Téten [(D + z) N Supp(fe)| = [(=D + =) N Supp(fe)| = 1 kaikilla z € Z", joten
konfiguraatio c laatoittaa avaruuden Z" laatoilla —D. O]

Edellisen seurauksen perusteella nyt merkinnéastd T.(M f_p) voi jattda miinus-
merkin pois tehden todistuksista ja lauseista selkedmpii.
Seuraava lemma, lause ja seuraus todistavat, ettd jos konfiguraatio ¢ laatoittaa

avaruuden Z" laatalla D, niin sama konfiguraatio laatoittaa avaruuden myos laatalla
aD = {a-d|d € D}, kun a on kokonaisluku, jolla ged(a, |D]|) = 1.

Lemma 38. Olkoon ¢ konfiguraatio, joka laatoittaa avaruuden Z" laatoilla D ja
olkoon p =1 tai alkuluku, joka ei jaa laatan kokoa |D|. Tdlloin

T.(Pfp(a?,...,a")) = P(1,...,1)

+1

kaikilla kokonaislukukertoimisilla Laurentin polynomeilla P € Z[zT", ... x}
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Todistus. Koska T, on lineaarikuvaus, niin riittds todistaa, etta

T(Mfp(al,...;al)) =1

jokaisella yksikkomonomilla M € Z[z{?, ..., '], Saadaan

Te(Mfp(at, ... 27)) = (MfD(xlw--@ )*) :Tc(MfD(xla“-’xn)p_lfD)

= (fp(1,....1))" " = D" =1 (mod p),
silli T.(Rfp) = R(1,...,1) kaikilla Laurentin polynomeilla R € Z[z, ... z3].
Taten To(M fp(al, ..., n)) > 1 kaikilla yksikkémonomeilla M.

Edelleen saadaan

To(M[o(af,....ah)fp) = ) T(M-af'--ay - fo(af,....ah)) 2 ) 1=|Dl, (3)

deD deD

mutta myos
T(Mfp(al,....;al) fp) = fp(1¥,...,17) = |D].

Téten siis yhtélossa (3) pitee yhtdsuuruus kaikilla summan termeilld. Koska yksik-
kémonomi M -z - .- 2% on mielivaltainen, niin

T(Mfp(af,...,zP)) = 1.

Edellisistd lemmoista seuraa suoraan seuraava lause:

Lause 39. Olkoon c konfiguraatio, joka laatoittaa avaruuden Z" laatoilla D ja ol-
koon a € Z laatan koon |D| suhteen alkuluku. Siis ged(a, |DD = 1 Nyt jokaisella
kokonaislukukertoimisella Laurentin polynomilla P € Z[z{*, . . ., ) pitee

T.(Pfp(zt,....2%) = P(1,...,1).

Todistus. Luvun a voi esittdd alkulukujen tulona, jotka eivit jaa lukua |D|. Siis
a = py - - - pm- Edellisen lemman perusteella, jos konfiguraatio c laatoittaa avaruuden
laatoilla D, se laatoittaa avaruuden myds laatoilla p; D. Jatkamalla samalla logiikalla
saadaan, ettd c laatoittaa avaruuden myos laatoilla py - - - p,,D = aD ja siten

T.(Pfp(zS,....2%) = P(1,...,1).
O

Kun edellisessé lauseessa korvataan polynomi P mielivaltaisella yksikkémono-
milla M, niin saadaan suoraan seuraava lause:

Seuraus 40. Olkoon c konfiguraatio, joka laatoittaa avaruuden Z" laatoilla D ja
olkoon a € 7 laatan koon |D| suhteen alkuluku. Siis gcd(a,|D|) = 1. Tdalldin c
laatoittaa avarvuden Z™ “rajihtineilld” laatoilla aD = {ad|d € D} (eng. “blowout”
tile).
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Todistus. To(M fop(1,...,2,)) = T.(M fp(x§,...,2%)) = 1 kaikilla yksikkomono-

rn

meilla M, joten konfiguraatio ¢ laatoittaa avaruuden Z" laatoilla aD. O]

Nyt saadaan seuraus, mikd kertoo mihin pisteisiin laattaa ei voi missddn kon-
figuraatioissa asettaa. NAmai pisteet ovat niitd pisteitd, joissa “rdjahtdneet” laatat
menisivat paillekkiin.

Seuraus 41. Olkoon ¢ konfiguraatio, joka laatoittaa avaruuden Z™ laatoilla D ja
olkoon a € 7 laatan koon |D| suhteen alkuluku. Siis ged(a,|D|) = 1. Tdllgin 1 +

a(v —w) ¢ Supp(}.), kun 1 € Supp(f.) jav #£w € D.

Todistus. Tehdddn vastaoletus ! + a(v —w) = k € Supp(f.). Nyt
l+av=aw+Ekja
l+av=av+1

Seurauksen 40 perusteella konfiguraatio c laatoittaa avaruuden Z" laatoilla a D, mut-
ta pisteen [+aw esitys ei ole yksikéisitteinen, jolloin c ei laatoita avaruutta Z" laatoilla
aD, miki on ristiriita. O

|| —

Kuva 4: “Réjdhtényt” Lee-pallo S(2,1).

Esimerkki 42. Lee-pallojen koko |S(n,e)| = SImnimet oi (") (%) on pariton, jolloin
ng(27 |S(TL, €)|) =1 ja taten TS(n,e) - TQS(me)-

Todistetaan seuraavaksi Laurentin polynomien vastine Hilbertin Nullstellensatz
lauseesta.

Lemma 43. Olkoon {fi}icr C Clat!, ... 2] joukko sellaisia Laurentin polyno-
meja, ettd ei ole olemassa sellaista (z1,...,x,) € (C\ {0})", jolla fi(xy,...,x,) =
0 kaikilla v € I. Tdlloin on olemassa Laurentin polynomit pi,...,px ja indeksit
U1,...,0 € I silen, eltd

fupr+ -+ fi,pr = 1.
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Todistus. Valitaan jokaista ¢ € I kohti jokin tarpeeksi suuri kokonaisluku n; € N,

ettd (z---2,)" 1 f; € Claf',... 2. Olkoon g; = (x1---3,)" f;, jolloin g; on
polynomi, joka on jaollinen monomilla z; - - - x,,.
Olkoon seuraavaksi J C C[zy, ..., x,] polynomien g; generoima ihanne. Koska ei

ole sellaista (z1,...,z,) € (C\{0})", ettd f;(x1,...,2,) = 0 kaikilla ¢ € I, niin ei
ole sellaista (z1,...,z,) € (C\{0})", jolla g;(x1,...,z,) = 0 kaikilla ¢ € I. Toisaalta
jos jokin z;, ..., x, on nolla, niin g;(xy,...,z,) = 0, silld z; - - - x,, jakaa polynomin
g;. Téten

V(J)={(z1,...,2,) € C" |21z, = 0}.

Siis Hilbertin Nullstellensatz Lauseen 19 mukaan x---z, € Z(V(J)) = V/J, eli
(x1---x,)™ € J jollain positiivisella kokonaisluvulla m.

Koska polynomit g; generoivat ihanteen .J, niin on olemassa sellaiset polynomit
qi,---,qr ja indeksit iy,... 4 € I, ettd

(@)™ =g+ g g = (@1 m)" i+ A (@ @) f g
Jakamalla molemmat puolet polynomilla (z; ---z,)™ saadaan

41
(xl e ajn)m_nil

qk
(551 .. ifn)

1:fi1

+o Ly,

m—ng, :

Seuraavaksi todistetaan valttamaton ehto laatoituksen olemassaoloon:

Lause 44. Olkoon c konfiguraatio, joka laatoittaa avaruuden Z" laatoilla D ja ol-
koon laatan D koko |D| > 2. Talloin on olemassa sellainen (x4, ..., x,) € (C\{0})",
etti fp(zf,...,2%) =0 kaikilla a € Z, joilla gcd(a,|D]) = 1.

Todistus. Tehddan vastaoletus: ei ole olemassa sellaista (z1,...,2,) € (C\ {0})",
ettd fp(xf,...,2%) = 0 kaikilla a € Z, jotka ovat laatan koon |D| suhteen alku-

’rn

lukuja. Nyt Lemman 43 perusteella on olemassa Laurentin polynomit p,...,px ja
kokonaisluvut ay, ..., ax, jotka ovat laatan koon |D| suhteen alkulukuja, joilla pétee

prfp(xlt, o a0 + -+ pefp(att, . aek) = 1.
Asettamalla kaikkiin muuttujiin z,...,z, arvon 1 saadaan
m(,...,)|D|+--+pe(,....,1)|D| =1

ja siten
1
DI’

Nyt Lauseen 39 perusteella jokaisella yksikkémonomilla M

T.(M) =T M(p1fp(zi*, ..., x2) + -+ pefp(ai®, ..., x2k)))
=T.(Mp1fp(x{*,...,28) 4+ -+ To(Mprfp(xi*, ..., o))
=pi(1,..., 1)+ +pe(l,..., 1)

B 1
~[Dr

24



mikd on mahdotonta, silld ﬁ ei ole kokonaisluku. Taten on olemassa sellainen

(x1,...,2,) € (C\ {0})", ettd fp(xf,...,z%) = 0 kaikilla luvuilla a € Z, jotka
ovat laatan koon |D| suhteen alkulukuja. O

Edelliselle lauseelle voidaan todistaa vahvempi versio. Lause on kuten edell,
mutta vektorille (z1,...,x,) € C" pitee |z;| = 1 kaikillai € {1,...,n}. Sivuutetaan
tdmén todistus.

Lause 45. Olkoon c konfiguraatio, joka laatoittaa avaruuden Z" laatoilla D, ja
olkoon laatan D koko |D| > 2. Tdlloin on olemassa sellainen (x1,...,x,) € C",
missd |x;| = 1 kaikilla i, ettd fp(z{, ..., x%) = 0 kaikilla a € Z, joilla gcd(a, |D]) = 1.

rrn

Y& olevat lauseet ovat kuitenkin vain valttdm&attomia ehtoja. Vaikka yhteinen
nollakohta 16ytyisi, niin se ei takaa, ettd laatoitusta olisi olemassa.

Esimerkki 46. PL(3,2)-koodia ei ole olemassa, mutta yhtalsilla fs(s2) (z%, y*, 2%) =
0 on yhteinen nollakohta kaikilla kokonaisluvuilla a, joita luku 5 ei jaa. Esimerkiksi
x =1,y =e>/5 » = e*™/5 on tillainen nollakohta.

4.2 Alkulukujen kokoiset laatat

Kappaleen ldhteini ovat teokset [5, 6].

Edellisen kappaleen Seuraus 41 viittaa siihen, ettd mitd vihemmaén tekijoita laa-
tan koolla on, niin sitd enemmaén rajoituksia laatoituksella on. Téten téssd kappa-
leessa keskitytdan laattoihin, joiden koko kuuluu alkulukujen joukkoon. Heti ensim-
maiseksi todistetaan, ettd laatoituksella on olemassa talloin jokin periodi.

Lause 47. Olkoon ¢ konfiguraatio, joka laatoittaa avaruuden 7" laatoilla D. Jos
laatan koko |D| = p on alkuluku, niin p(v —w) on konfiguraation ¢ periodi kaikilla
v,weE D.

Todistus. Jokaisella yksikkdmonomilla M pétee

TMfp(ah..... a2) = T.MFB) = TAM S5 fr)
= (fD(l, ey 1))p—1 = pp_l =

silld T.(Pfp) = P(1,...,1) kaikilla Laurentin polynomeilla P. Toisaalta

0 (mod p), (1)

T(Mfp(af,... ab)) = To(Mah™ ... ahin).
deD

Téaten yhtalossd (4) summataan |D| = p lukua yhteen, jotka ovat joko 0 tai 1, ja
summa on luvun p moninkerta. Tédten ndméa summattavat luvut ovat kaikki saman-
aikaisesti joko O tai 1. Nyt siis kaikilla v,w € D ja kaikilla yksikkomonomeilla M

T (M ) = T(MaR™ ),

Tasta seuraa, ettd kaikilla x € Z" piste £ kuuluu laatoituksen tukeen jos ja vain
jos  + p(v — w) kuuluu laatoituksen tukeen. Téten p(v — w) on laatoituksen c
periodi. O
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Edellisessa lauseessa saatiin vahvalle periodisuudelle lause. Todistetaan seuraa-
vaksi lause ristikollisille laatoituksille. Jos laatan alkiot generoivat Abelin ryhmén
Z™, ja jos on olemassa jokin laatoitus, niin télloin on olemassa myos ristikollinen laa-
toitus. Todistetaan ensin apulause [16] jolla ristikolliset laatoitukset voidaan esittda
ryhméihomomorfismilla:

Lemma 48. Olkoon D jokin laatta, jonka koko on k = |D|. Tdilldin on olemassa
ristikollinen konfiguraatio, joka laatoittaa avaruuden Z™ laatoilla D, jos ja vain jos
on olemassa kertaluvun k Abelin ryhmd G ja ryhmdhomomorfismi ¢ @ Z" — G,
jonka rajoittuma ¢ : D — G on bijektio.

Todistus. Olkoon G kertaluvun k Abelin ryhmé ja olkoon ¢ : Z" — G sellainen
ryhmdhomomorfismi, jonka rajoittuma ¢ : D — G on bijektio. Olkoon konfiguraatio
c sellainen, ettd Supp(f.) = Ker(¢). Kuvauksen ydin Ker(¢) on ryhmén Z" aliryhmé
jaZ" ] Ker(¢) = G. Suoraan homomorfismin mééritelmisté seuraa, etté kaksi alkiota
u,v € Z" kuuluvat samaan sivuluokkaan jos ja vain jos u — v € Ker(¢).

Osoitetaan, ettd |(—D +t) N Ker(¢)| = 1 kaikilla ¢ € Z". Olkoon t € Z™ mie-
livaltainen. Koska ¢ : D — G on bijektio, niin jollain d € D saadaan ¢(d) = ¢(t).
Tilloin t —d =1 € Ker(¢). Saadaan siis [(—D +t) N Ker(¢)| > 1. Oletetaan seuraa-
vaksi, ettd jollain ¢ € Z" pétee |(—D +t)NKer(¢)| > 2. Télloin on olemassa sellaiset
keskendédn eroavat alkiot dy,dy € D, ettd t —d; € Ker(¢) jat —dy € Ker(¢). Mutta
talloin alkiot dq,d> € D kuuluvat samaan sivuluokkaan, miké on mahdotonta, sillé
ryhmahomomorfismin restriktio ¢ : D — G on bijektio.

Olkoon seuraavaksi c ristikollinen konfiguraatio, joka laatoittaa avaruuden Z"
laatoilla D. T&ll6in Supp(f.) on siis ryhmén Z" normaali aliryhmé ja saadaan teki-
jaryhmi G = Z™/ Supp(f.) = {x + Supp(f.) |z € Z"}. Olkoon ¢ : Z™ — G sellainen
kuvaus, ettd ¢(x) = g = = + Supp(f.). Kyseinen kuvaus on luonnollinen homomor-
fismi. Osoitetaan, ettd kuvauksen rajoittuma ¢ : D — G on bijektio. Jos se ei ole,
niin joillain ,y € D, x # y, pitee ¢(z) = ¢(y). Télloin  —y € Ker(¢) = Supp(f,).
Nyt |(—=D+2)NSupp(fe)| > 2, silld —y+2x € Supp(f.) ja —z+=x € Supp(f.). Téten
c ei ole avaruuden Z" laatoitus laatalla D. Kuvauksen rajoittuma ¢ : D — G on siis
bijektio. O

Huomautus 49. Kun k on alkuluku, niin edellisessid lemmassa ryhmaéksi G kiy ryhma
ZLy,.

Nyt edellisesté lemmasta saadaan todistettua, ettd jos alkuluvun kokoisilla laa-
toilla voi laatoittaa avaruuden, niin sen voi laatoittaa ristikollisesti. Esitelldén ensin
Newtonin identiteetit, joita kiytetdan todistuksessa. Lause kidyttad avukseen alkeel-
lisia symmetrisia polynomeja.

Alkeellisiksi symmetrisiksi polynometksi kutsutaan polynomeja

er(T1,. .. 2n) = E Tiy iy -+ Ty s

1< << <n

kunn >k >0 ja
ex(r1,...,x,) =0,

kun k£ > n.
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Lause 50. Olkoot polynomit py(z1,...,x,) = Zle b =2k + .-+ 2% ja olkoot

polynomit ex(z1, ..., x,) alkeellisia symmetrisia polynomeja. Tdlloin
k
kep(xy, ..., x,) = Z(—l)z_lek_i(xl, s )i (T, ),
i=1

kunn>k>1.
Todistus [22] sivuutetaan.

Lause 51. Olkoon D = {vy =0,vy,...,v,1} laatta, jonka koko |D| = p on alkulu-
ku, ja jonka alkiot vy, ...,v,_1 generoiwat Abelin ryhmdn Z" yhteenlaskun suhteen.
Talloin on olemassa konfiguraatio ¢y, joka laatoittaa avaruuden Z" laatoilla D jos
ja vain jos on olemassa konfiguraatio co, joka laatoittaa avaruuden Z" ristikolli-
sesti. Toisin sanoen on olemassa ryhmdéhomomorfismi ¢ : Z" — Z,, joka rajoittuu
bijektioon D — Z,,.

Todistus. Kun p = 2, niin tapaus on triviaali, koska ainoat mahdolliset laatat ovat
{0,1} ja {0, —1}. Olkoon p > 3. Oletetaan, ettd on olemassa jokin laatoitus laatalla
D. Todistetaan, ettd télloin on olemassa jokin ristikollinen laatoitus laatalla D.
Lauseen 44 perusteella on olemassa jokin (y1, ..., y,) € (C\{0})", jolla algebrallinen

laatta saa arvon fp(yf,...,y%) = 0 kaikilla arvoilla a, jotka eivit ole jaollisia laatan
koolla p. Merkitdén polynomin fp(xy,...,x,) termeji monomeilla my, mo, ..., m,,
jossa m; = 1. Sijoittamalla luku (y1, .. .,y,) € C" polynomeihin fp(x§,...,z%), kun

1 < a < p—1saadaan siis
hi+hy+---+h, =0

kaikilla a = 1,2,...,p — 1, jossa h; on monomin m; arvo luvulla (yi,...,y,).
Nyt Lauseen 50 mukaan
€k(h1, ce ,hp) =0

kaikilla 1 < k < p.
Luvut Ay, hg, ..., h, ovat seuraavan polynomin juuria:

p
(—h1)-(x—hy) =D (=D)fa?Fey(hy,... hy) =a” —ey(hy, ... hy) = 2" — 1.
k=0
Téassd ey(hy, ..., hy,) = 1, silld by = 1, josta seuraa 0 = 17 — e, (hy, ..., h,). Téten
luvut hy,...,h, € C ovat jokin permutaatio ykkosenjuurista 1,&,...,&P71, jossa
&= e2mi/p,

Koska laatan alkiot vq,vs,...,v,-1 generoivat ryhmén Z", niin télloin jokainen
x1,2,...,T, voidaan esittdd monomien my,my, ..., m, potenssien tuloina. Toisin
sanoen kaikille x; saadaan jokin kaava z; = mi{™" - my"*---m,"". Titen luku y; =
h{"" - hy™* -+ hy'?, eli y; on ykkdsenjuurien tulo ja siten myds ykkosenjuuri. Siis on
sellaiset b; € Z, ettd y; = £ jokaisella i. Koska luvut hy, ho, . .., h, ovat permutaatio
luvuista 1,&,...,&P~L niin téstd seuraa, ettd homomorfismi

¢ L — LIPL, ¢(21, 22, - - 2n) = bi21 + bazo + -+ + bp2y
on joukon D rajoittumassa bijektio. Nimittéin laatan vektoreilla vg,vy,...,v,_1 arvo

gﬁ(vi) on ykkésenjuuri h;, 1. -
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Koska Lee-pallossa on mukana jokainen luonnollisen kannan alkioe;, i€ {1,...,n},
niin se generoi Abelin ryhméin Z". Jos siis Lee-pallo on alkuluvun kokoinen, niin
Lauseen 47 perusteella kaikki laatoitukset ovat periodisia ja Lauseen 51 perusteella
ainakin osa laatoituksista on ristikollisia.

Seuraus 52. Olkoon n,e > 1 ja |S(n,e)| = p alkuluku. Télloin jokainen PL(n,e)-
koodi on vahvasti p-periodinen. Lisiksi, on olemassa PL(n,e)-koodi jos ja vain jos
on olemassa lineaarinen PL(n,e)-koodi

Todistus. Lauseen 47 mukaan PL(n,e)-koodi on p-periodinen jokaiseen suuntaan,
eli vahvasti p-periodinen. Lisiksi 0 € S(n,e) ja Lee-pallo generoi koko avaruuden
Z", silla avaruuden Z" luonnollinen kanta ey, ... e, kuuluu joukkoon S(n,e). m

Lihteessd [15] osoitetaan, ettd kaksisiteiselld Lee-pallolla ei ole olemassa ristikol-
lista laatoitusta, ja tdten Golomb-Welch konjektuuri pitee Lee-koodeille PL(n, 2),
kun |S(n,2)| = 2n? + 2n + 1 on alkuluku. Todistus on jaettu kolmeen tapaukseen:
ulottuvuuden n kolmen jakojainnoksille osoitetaan erikseen, ettei ristikollista laatoi-
tusta ole. Ohitetaan todistus sen pituuden vuoksi. Useimmissa todistuksissa tapaus
S(n,2) on osoittautunut téarkeimmiksi, joten tulos luo hyvééd pohjaa Golomb-Welch
konjektuurille. Kuitenkaan ei tiedeti, onko 2n?+2n-+1 alkuluku direttdmin monella
kokonaisluvulla n.

Lause 53. Olkoon n > 3. Talldin ei ole olemassa ristikollista laatoitusta kaksisd-
teiselld Lee-palloilla S(n,2). Lisiksi jos kaksisdteisen Lee-pallon koko |S(n,2)| =
2n? + 2n + 1 on alkuluku, niin tdlléin ei ole olemassa laatoitusta kaksisdteiselld
Lee-pallolla.

6l7|8|9 112jo(1|2)3)4|5(6
12)314(5|6)7[8|9 1120 |1
g 112{0 |1 |2]3)4 |5|6}7[E8|9
4(5|6]7|8|9 1j12(0|1|2]3]4
12{0)1[|2]3]4(5|6}7|&|D 112
7|89 112{0 121334 |5 |67
213)4|5(6)7 |89 112|012
112{0|1]|2]13)4 |5 |67 (8|90
5|67 |89 1120 (1]|2]3]4|5
o(1|2]3]4|>|(6)7 |89 1120
8|9 110 |1(2]3)4 |5 (678
3l4|5|6]7|8|9pMI1120|1({2]3
1112|0(1|2}3]4|5|6]7|8[9pM1

Kuva 5: Esimerkin 54 homomorfismi ¢ : Z? — Z;3. Konfiguraation ¢ = ¢ 1(0)
pisteet ovat keltaisella.

Esimerkki 54. Osoitetaan, ettd laatalla S(2,2) on olemassa ristikollinen konfigu-
raatio sopivalla homomorfismilla. Seurauksen 52 perusteella riittda 16ytdda homo-
morfismi Z" — G, jonka restriktio S(n,e) — G on bijektio. Koska laatan ko-
ko |S(2,2)] = 13 on alkuluku, niin joukoksi G kelpaa joukko Z;3. Olkoon ¢ :
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Z? — 73, d(x,y) = x + by (mod 13). Nyt funktio ¢ on homomorfismi ja sen re-
striktio S(2,2) — Zi3 on bijektio. Kyseinen konfiguraatio on homomorfismin ydin

Supp(f.) = Ker(¢).

Lause 51 luo pohjaa seuraavalle konjektuurille:

Konjektuuri 55. Olkoon D = {vy = 0,v1,vs,...,v,_1} laatta, jonka koko |D| =p
on alkuluku ja vektorit vi,vs,...,v,_1 sellaisia, ettd ne generoivat Abelin ryhmdn
7" yhteenlaskun suhteen. Tdlloin kaikki konfiguraatiot, jotka laatoittavat avarvuden
Z" laatoilla D, ovat ristikollisia.

Seuraavaksi saadaan tulos, ettd konjektuuria ratkaistaessa voi tarkastella tietyn-
laista kappaletta.

Lause 56. Olkoon p jokin alkuluku ja D,y = {0,ei,...,e,_1} semiristilaatta.
Jos jokainen avaruuden ZP~1 laatoitus semiristeilld D,y on ristikollinen, niin tdl-
l6in jokainen avaruuden Z" laatoitus laatalle D = {0,vy,...,v,1}, jossa vektorit
{v1,v9,...,v,_1} generoivat avaruuden 7", on ristikollinen.

Todistus. Olkoon ¢ konfiguraatio, joka laatoittaa avaruuden Z" laatoilla D. Nay-
tetddn, ettd konfiguraatiolla ¢ voidaan muodostaa konfiguraatio ¢y, joka laatoittaa
avaruuden ZP~! semiristeilld D,,_;.

Olkoon ¢ : ZP~1 — Z™ se homomorfismi, jolla

p—1
(1’1,[1}2, RN ,l’p_l) — E ZT;V;.
i=1
Koska vektorit {vy,vs,...,v,-1} generoivat avaruuden Z", niin homomorfismi ¢

on surjektiivinen. Olkoon ¢y konfiguraatio, jolla

Supp(co) = ¢~ (Supp(c)).

Koska tarkalleen yksi vektori joukosta {z,z +v1,..., +v,_1} kuuluu joukkoon
Supp(c) kaikilla € Z", niin vain yksi vektori joukosta {z,x +e;,....x + €, 1}
kuuluu joukkoon Supp(cy) kaikilla z € ZP~!. Titen konfiguraatio ¢y on avaruuden
7ZP~1 laatoitus semiristeilld, ja siten ¢ on ristikollinen.

Koska homomorfismi ¢ on surjektiivinen, niin ¢(Supp(cg)) = Supp(c). Koska
Supp(cg) on ryhmén ZP~! aliryhmi, niin myos Supp(c) on ryhmén Z" aliryhmé.
Téaten konfiguraatio ¢ on ristikollinen. O]

Lisaé tietoa konjektuurista ja sithen liittyvistd lauseista 16ytyy artikkelin |6] kap-
paleesta 5.

4.3 Saikeet

Kappaleen ldhteend toimii [2].

Olkoon u € R™ jokin nollasta eroava vektori ja H, = {v € Z"|(v,u) < 0}
avoin diskreetti puoliavaruus suuntaan u. Merkinnilld (v,u) tarkoitetaan sisdtu-
loa. Siirtoaliavaruus X on deterministinen suuntaan u, jos kaikilla ¢, € X pétee
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Kuva 6: Virjatyt pisteet kuuluvat avoimeen 2-ulotteiseen diskreettiin puoliavaruu-
teen H, [2|.

¢ lg,= ¢ lg,= ¢ = ¢, eli puoliavaruuden H, sisélto yksikésitteisesti méarittaa
konfiguraation sisillon koko avaruudelle Z™. Deterministisyytta ja pian méariteltya
ekspansiivisuutta voidaan kiyttda tutkittaessa, onko jokin siirtoaliavaruus X &érel-
linen eli vahvasti periodinen.

Joukko A C Z" koodaa joukon B C Z" siirtoaliavaruudessa X, jos kaikilla ¢, ¢ €
Xpiteec| A= | A= c| B = | B. Todistetaan seuraavaksi, ettd jos jokin
joukko A C Z" koodaa pisteen t € Z", niin tilléin on olemassa jokin &irellinen
joukko Ay C A, joka koodaa pisteen t [7].

Lemma 57. Olkoon X jokin n-ulotteinen stirtoaliavaruus ja A C Z". Jos jollain
t € Z" ja kaikilla ¢, € X pitee ¢ [a= ¢ [a= ¢ = ¢, niin on olemassa jokin
ddrellinen joukko Ag C A, jolla pitee ¢ [a,= ¢ [a,= & = ¢;:

Todistus. Tehd&dén vastaoletus: ei ole olemassa &darellistd joukkoa Agy. Valitaan jo-
kaista m > 0 kohti sellaiset konfiguraatiot x,,, y,, € X, ettd x,,(t) # ym(t), mutta
Tm(v) = ym(v) kaikilla v € A, joilla [v| < m. Koska X on kompakti, niin jokin

0SaJONO Ty, Tpnys Tings - - - SUppenee kohti jotain konfiguraatiota ' € X. Samoin
Ymys Yma Yms» - - - Suppenee kohti jotain konfiguraatiota y' € X. Nyt 2/(t) # ¢/'(t),
mutta 2’ (v) = ¢/ (v) kaikilla v € A, mikd on ristiriita. O

Nyt edellisen lemman perusteella saadaan helposti, ettd jos puoliavaruus H,
koodaa jonkin pisteen sen ulkopuolelta, niin se koodaa koko avaruuden Z".

Lemma 58. Olkoon X jokin n-ulotteinen siirtoaliavaruus jo u € R, u # 0. Jos
jollain t € 7" \ Hy ja kaikilla ¢, € X pdtee ¢ [g,= ¢ [g,= & = ¢, niin tdlldin
kaikilla ¢, € X pétee ¢ [g,= ¢ [g,= ¢ =, eli X on deterministinen suuntaan u.

Todistus. Olkoon v € Z™ mielivaltainen alkio ja Aqg C H, darellinen joukko, joka
koodaa pisteen t € 7" \ H,.
Jos (v,u) < (t,u), niin

¢ la,= ¢ TH=> Tt—(€) [H,= Tt—0 () TH, = Tt—0(C)t = Tt—o ()t = v = €,

Jos (v,u) > (t,u), niin ¢, = ¢, jos ¢ [,_, (4= € [n_o(40)- JOS (@,u) > 0 jollain
a € 13_y(Ap), niin selvitetddn alkiot 7, (Ap). Koska Ay on dérellinen ja Ay C Hy,
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niin jollain m € R, pétee (a,u) < —m kaikillaa € Ay. Siis (v,u)/m askeleen jilkeen
kaikki selvitettévit alkiot kuuluvat puoliavaruuteen H,, jolloin ¢, = c,.
Koska v € Z™ oli mielivaltainen, niin ¢ = ¢. H

Nyt seuraavassa lemmassa riittaé tarkastella vain, ettd puoliavaruus koodaa pis-
teen 0.

Lemma 59. Olkoot X jokin n-ulotteinen siirtoaliavaruus, Laurentin polynomi f €
Per(X) sellainen, ettd 0 € Supp(f) jau € R" jokin sellainen nollasta eroava vektori,
etti —Supp(f) \ {0} C H,. Tdlloin X on deterministinen suuntaan u.

Todistus. Olkoon ¢, € X sellaiset konfiguraatiot, ettd ¢ [y,= ¢ [pg,. Koska f(x)
periodisoi konfiguraatiot ¢ ja ¢/, niin on olemassa sellainen t € —H,, ettd t on
konfiguraatioiden f - c ja f - yhteinen periodi. Olkoon g(z) = f(z)- (z* — 1), jolloin
g(x) € Ann(c), g(z) € Ann(c) ja yhd —Supp(g) \ {0} C H,. Nyt saadaan

0= (gC)o - Z GuC—y Z gv v

vESupp(g) vESupp(g)

Kun v # 0, niin —v € H,, jolloin ¢_, = ¢_,. Saadaan

Z GuC = Z ngva

veSupp(g)\{0} veSupp(g)\{0}

ja yhdistdmaélla edelld olevat yhtdlot saadaan

goco — gocp = 0.

Nyt jakamalla yhtdlon molemmat puolet luvulla gy # 0 saadaan ¢y = ¢g. Edellisen
lemman perusteella ¢ = ¢/, ja siten X on deterministinen suuntaan . O

Kun siirtoaliavaruus on deterministinen suuntaan u ja —u, niin (n—1)-ulotteinen
aliavaruus S = (u)* = {v € R"|(u,v) = 0} on ekspansiivinen siirtoaliavaruudelle
X. Muuten se on epdekspansiivinen. Lemman 57 perusteella konfiguraation sisilto
rajallisella etdisyydelld ekspansiivisesta avaruudesta méarittda yksikasitteisesti koko
konfiguraation. Toisin sanoen on olemassa jokin 0 > 0 siten, ettéd kaikilla ¢, ¢ € X
patee

c|B=d |B=c=/{,

jossa B ={veZ"||(v,u)] <d}.

Lause 60. [17] Siirtoaliavaruus, joka on deterministinen jokaiseen suuntaan, on
adrellinen ja siten sisdltdd vain vahvasti periodisia konfiguraatioita.

Todistetaan seuraavaksi, ettd Lausesta 27 saatavalla Laurentin polynomilla f(z)=
(1 —1)--- (@'~ —1) € Ann(X) voidaan niyttii lineaarisen aliavaruuden (u)* olevan
ekspansiivinen, jos (u,t;) # 0 kaikilla i € {1,...,m}.

Lemma 61. Olkoon X jokin n-ulotteinen siirtoaliavaruus ja olkoon f(x) = (x%

1)---(xtm—1) € Ann(X). Olkoon S C R™ jokin (n—1)-ulotteinen lineaarinen aliava-

ruus. Jost; ¢ S kaikillai € {1,...,m}, niin S on ekspansiivinen siirtoaliavaruudelle
X.
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Todistus. Olkoon u € R™ sellainen, ettd S = (u)*. Koska z* —1 = —z*(z~* — 1), niin
vektorin ¢; voi korvata vektorilla —¢; annihilaattorissa f(z) = (z** —1)--- ('~ —1).

Voidaan siis olettaa, ettd (u,t;) > 0 kaikilla i € {1,...,m}, silla kaikki vektorit
t;, joilla (u,t;) < 0 korvataan vektorilla —t;. Mutta nyt 0 € Supp(f) ja —Supp(f) \
{0} C H,. Nyt siis Lemman 59 perusteella siirtoaliavaruus X on deterministinen
suuntaan u. Mutta koska myds S = (—u)*, niin X on myos deterministinen suuntaan
—u. Téten S on ekspansiivinen siirtoaliavaruudelle X. O

Seuraava lause on kappaleen pailause, jota kiytetdin myohemmin méaritellyissa
S-séikeissa. Silld saadaan riittéva ehto ekspansiivisuuteen periodisoivien polynomien
avulla. Seuraavassa todistuksessa kiytetddn sitd tulosta ldhteesta [18], etta siirtoa-
liavaruus, jossa on vain vahvasti periodisia konfiguraatioita on darellinen.

Lause 62. Olkoon X jokin n-ulotteinen siirtoaliavaruus ja olkoon S avaruuden R™
aito lineaarinen aliovaruus. Jos f € Per(X) on sellainen, ettd

Supp(f) N S = {0},

nin on olemassa pareittain lineaarisesti risppumattomat tq, ... .1, € Z" siten, ettd
t; ¢ S kaikillai € {1,...,m} ja (x* —1)--- (x* — 1) € Ann(X). Erityisesti jos S
on (n — 1) ulotteinen, niin S on ekspansiivinen siirtoaliavarvudelle X .

Todistus. Todistetaan ensin, ettd on olemassa sellainen g € Ann(X), jolle pitee
Supp(g) NS = {0}. Joukko Y = {fc|c € X} on siirtoaliavaruus, johon kuuluu vain
vahvasti periodisia konfiguraatioita, ja on siten direllinen. Koska S on aito aliava-
ruus, niin on olemassa jokin yksikkokoordinaattivektori e;, joka ei sisilly avaruuteen
S. Koska siirtoaliavaruus Y on dérellinen joukko vahvasti periodisia konfiguraatioi-
ta, niin niilld on jokin yhteinen periodi suuntaan e = e;. Tdmé&n periodin moninkerta
on my®6s siirtoaliavaruuden Y periodi, joten on olemassa mielivaltaisen suuria koko-
naislukuja k, joilla (z*¢ — 1)f(z) € Ann(X). Koska e ¢ S, niin tarpeeksi suurella
kokonaisluvulla k pitee Supp(z* f) NS = @. Titen siis jollain g(z) = (z* — 1) f(z)
pétee Supp(g) NS = {0} ja g € Ann(X).

Nyt Lauseen 27 mukaan annihilaattorilla g ja vektorillau = 0 € Supp(g) saadaan
haluttu differenssiannihilaattori (z* — 1)--- (2 — 1), silld u; —u ¢ S koska u; €
Supp(g) \ {u}. Nyt edellisen Lemman 61 avulla saadaan, ettd S on ekspansiivinen
siirtoaliavaruudelle X. O

Edelliset lauseet suoraan antavat seuraavan yksinkertaisen seurauksen. Se de-
monstroi hyvin edellisen menetelmén tehokkuutta.

Seuraus 63. Olkoon X jokin n-ulotteinen siirtoaliavaruus siten, ettd jokaista nol-
lasta eroavaa w € R™ kohti on olemassa f € Per(X) ja v € Supp(f) siten, ettd
(v,u) # (V' ,u) kaikilla v’ € Supp(f) \ {v}. Talloin X on ddrellinen ja siten sisdltdd
vain vahvasti periodisia konfiguraatioita.

Todistus. Valitaan jokaista (n — 1)-ulotteista aliavaruutta S kohti sellainen u € R”,
ettd S = (u)* ja olkoot f ja v kuten ylli. Nyt 7% f(x) € Per(X) ja Supp(z~?f(z))N
S = {0}. Nyt Lauseen 62 perusteella aliavaruus S on ekspansiivinen siirtoaliavaruu-
delle X. Koska u oli mielivaltainen, niin Lauseen 60 perusteella siirtoaliavaruus X
on ddrellinen ja siten sisdltda vain vahvasti periodisia konfiguraatioita. O]
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Seuraavaksi esitelladn tapa kiyttad Lausetta 62 periodisoijaihanteen avulla. Kos-
ka periodisoijaihanne on suljettu yhteen- ja kertolaskun suhteen, niin periodisoijasta
f voidaan yrittdd 16ytéad sellainen lineaarikombinaatio, ettd Supp(z* f(z)+z® f(z)+
- txtnf(z))N S = {0}

Tarkemmin ottaen olkoon S C R" jokin aliavaruus. Laurentin polynomia f kut-
sutaan S-sdikeeksi mikéli Supp(f) C S. Koska S-siikeiden joukko on suljettu tulon
ja summan suhteen, niin S-sdikeet muodostavat Laurentin polynomien alirenkaan.
Laurentin polynomin f restriktiolla aliavaruuteen S tarkoitetaan S-sdiettd

> fur®,

ueSupp(f)NS

ja sitd merkitdin merkinnilla f [ S. Olkoon [ jokin Laurentin polynomien ihanne.
Joukko I | S sisédltdd kaikki ihanteen [ alkioiden restriktiot aliavaruuteen S. Siis
se sisaltda kaikki f [ S, missd f € I. Joukko I [ S on my6s S-sdikeiden renkaan
ihanne. Laurentin polynomin f kaikkien translaatioiden restriktioita aliavaruuteen
S kutsutaan sen S-sdikeiksi. Joukko sisiltid siis S-siikeet ' f(z) | S ylit € Z™ .

Nyt Lauseen 62 ehto Supp(f) NS = {0} jollain f € Per(X) tarkoittaa yksin-
kertaisesti sitd, ettd monomi 1 = f [ S € Per(X) [ S. Télloin Per(X) | S on koko
S-siikeiden muodostama rengas. Kdytannossa tdmén ehdon varmistaminen periodi-
soijaihanteelle Per(X) tehddén nollasta eroavan monomin etsimisesté periodisoijien
S-séikeiden lineaarikombinaationa.

Todistetaan seuraavaksi S-séikeilld, ettd Lee-pallon S(3,2) muodostama siirtoa-
liavaruus 732y on vahvasti periodinen. Jaetaan todistus kolmeen esimerkkiin: en-
simmaéisessa todistetddn kaikille Lee-palloille piatevd ominaisuus, toisessa todistetaan
kaksiséteiselle Lee-pallolle jokin ominaisuus ja viimeisessd esimerkissi todistetaan
vield loput tarvittavat ominaisuudet Lee-pallolle S(3,2). Ensimmaéisessi esimerkissa
Lee-pallon S(n,e) pisteet te - e; antavat yksistddn monta S-sdiettd, johon kuuluu
vain monomi x+¢¢::

Esimerkki 64. Todistetaan, ettd PL(n,e)-koodit, joissa n > 2 ja e > 1 ovat de-
terministisid suuntaan u = (uq, ug, ..., u,) € R", kun jollain k € {1,2,... n} pitee
lug| > |u;| kaikilla 7 € {1,...,n} ja j # k.

Koska Lee-pallo on symmetrinen akselien e; suhteen, niin voidaan olettaa, etta
u; > 0 kaikilla 7 € {1,2,...,n} ja voidaan myds olettaa, ettdi k = 1. Koska (u)t =
{a -uw)t, missd a € R\ {0}, niin voidaan olettaa, ettd u; = 1 ja 0 < u; < 1, kun
i€{2,...,n}.

Nyt e-e; on ainoa Lee-pallon S(n, e) piste, jolla (u,e-e;) = e. Nimittdin olkoon
v € S(n,e) jokin muu piste kuin e - e;. Télloin

<'U'7'U>:1‘01+U2U2+“~+Unvn<‘Ul‘+‘?}2‘+---+‘vn‘§€

Lee-pallon miiritelméin perusteella. Tasolle (u) — e kuuluu siis vain yksi piste Lee-
pallosta S(n,e), joten PL(n, e)-koodit ovat deterministisid suuntaan w.

Néytetaan, ettd Lee-pallo S(n,2) on deterministinen suuntaan v = (1,1,...,1)
kun n > 2:
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Esimerkki 65. Olkoot v = (1,1,...,1), ja & = (z1,29,...,2,), ja olkoon S hy-
pertaso (u)*. Huomaa, ettii Lee-pallon S(n,e) eriis (n — 1)-ulotteinen sivutahko on
samansuuntainen kuin hypertaso S ja (u,v)* = e taltioi sen uloimman osan. Tés-
sé esimerkissd kuitenkin tarvitaan vain sisempié osia. Lee-pallosta S(n,2) saadaan
erityisesti S-sdikeet

fl@)=1+ ) wa;' ja
1<i,j<n
i#]

jotka ovat vastaavasti tasoilla (u,v) =0 ja (u,v) = 1. Néistd saadaan S-sdie
(o' + )t + ot g(e) — flx) = (n = 1),
joka on nollasta eroava monomi.

Osoitetaan, ettd PL(3,2)-koodit ovat periodisia. On todistettu, ettd PL(3,2)-
koodeja ei ole olemassa, mutta koska tassi tutkielmassa sallitaan siirtoaliavaruuden
olevan tyhjé joukko, niin silloin tdmé tyhja joukko tdyttdd periodisuuden maééaritel-
mén. Edellisissd esimerkeissé todistettiin vektorin w tapaukset (1,1,1) ja (1,a,b),
jossa 0 < a,b < 1, joten jiljelle jad vain todistettavaksi tapaus (1,1,c¢), jossa
0<ec<.

Kuva 7: Esimerkin 66 tapaus v = (1, 1,0).

Esimerkki 66. Olkoot z = (z,y, z) € Z* ja taso S = (u)t. Oletetaan, etti vekto-
rilla = (uy, ug, u3) pitee u; = uy = 1 sekd 0 < ug < 1. Olkoon ug ensin erisuuri
kuin % tai 0. Talloin on helppo osoittaa, ettd Lee-pallo S(3,2) on deterministinen
suuntaan u ratkaisemalla yhtdlo 1.2 +1-y+usg- 2z = ug, jossa 0 < |z| +|y| + |z < 2.
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Nimittiin talld yhtalolld on vain yksi ratkaisu (0,0, 1), joten tasolla (u)* — uz on
vain yksi piste Lee-pallosta S(3,2).

Olkoon seuraavaksi us = 0. Talloin Laurentin polynomilla fg(32) on erityisesti
S-siikeet

f@)=aly+ oyt 22+ 1424 22
g@) =z ot oz tyzt Fy+yz,
h(z) = 2% + zy + 97,

jotka ovat tasoilla (u,v) =0, (u,v) =1 ja (u,v) = 2 vastaavasti. Muodostetaan uusi
S-séie
k() =22z 4+ 1+ 2)h(x) — o 2yg(x) =2+ 1+ 2

Nyt
f@) =27y hiz) — (2 + 27 k(z) = -2,

joten nollasta eroava monomi kuuluu S-séikeisiin ja siten Lee-pallo S(3,2) on deter-
ministinen suuntaan u.

Olkoon viimeiseksi vield us = % Nyt saadaan tasoja (u,v) = 2 ja (u,v) =
vastaavat S-siikeet

N

f(@) =2 +ay + 9",
g(x) =xz+yz

ja
fl@) —zzg(z) = ",

joten nollasta eroava monomi kuuluu S-siikeisiin.
Lee-pallon S(3,2) muodostama siirtoaliavaruus on siis deterministinen jokaiseen
suuntaan ja siten vahvasti periodinen.

Huomautus 67. Olkoot x1,zs, ..., x, kokonaislukumuuttujia ja olkoon ¢ sellainen
reaaliluku, ettd yhtalolld x1 + x2¢ = ¢, jossa 0 < Zle |z;] < 2, on vain yksi
ratkaisu muuttujilla z; ja x,. Tall6in yhtalolla x4 + -+ + z,_1 + ,q = ¢, jossa 0 <
Yoo lwil <2, on vain yksi ratkaisu muuttujilla @y, 2o, ..., z,. Samalla siis saatiin
todistettua, ettd kun n > 3, niin Lee-pallo S(n,2) on deterministinen suuntaan
u = (up,ug,...,u,), kun w3 = -+ = up,y = 1 ja u, # 0, sekd u, # % Namé
erikoistapaukset jaavit erikseen todistettaviksi.

Vield on jaljelld tutkittavana voiko S-sdikeilld todistaa Lee-pallojen S(n,2) vah-
van periodisuuden. Mikili tAméa osoittautuisi todeksi, niin tdma todistaisi Golomb-
Welch konjektuurit ekvivalenteiksi siteelld 2. Lauseen 53 perusteella ei kuitenkaan
ole olemassa ristikollista laatoitusta sdteelld 2, mikd on vahvempi muoto vahvasta
periodisuudesta. Mikili viela taméan lisdksi todistettaisiin, ettd siteen 2 periodiset
laatoitukset implikoisivat ristikollisia laatoituksia, niin Golomb-Welch konjektuuri
pitéisi paikkansa séteelld 2.
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4.4 Ylarajoja

Tassd kappaleessa esitellidn lyhyesti ylarajoja ilman todistuksia. Kiinnostunut lu-
kija voi katsoa lisdtietoa alla annetuista ldhteistd. Golomb ja Welch néyttivit kon-
jektuurin tueksi, ettd ei ole olemassa PL(3,2)-koodia, ja ettd jokaista n > 3 kohti
on olemassa jokin sellainen ylaraja e,, ettd PL(n,e)-koodeja ei ole olemassa, kun
e > ey.

Lause 68. [13] Olkoon n > 3. On olemassa jokin luku e, siten, ettd ei ole olemassa
PL(n,e)-koodia kun e > e,,.

Esitellddn seuraavaksi Post’n raja ja sen jélkeen Lepiston raja PL(n, e, ¢)-koodeille:

Lause 69. [19/ Olkoon n,e,q € N sellaiset, ettd n > 6,e > */7571 — %\/5 — % ja
q > 2e+ 1. Tallgin ei ole olemassa PL(n, e, q)-koodia

Lause 70. [14] Olkoon n,e,q € N sellaiset, etti n < (e + 2)*/2.1, e > 285 ja
q > 2e+ 1. Tallgin ei ole olemassa PL(n, e, q)-koodia.

Teoksessa [1] esiteltiin yldraja tdydellisille Lee-koodeille kiiyttéen lineaarista op-
timointia:

Lause 71. [1] Olkoon e > 18 ja 3e + 21 < n < %62 — 20. Tdlloin ei ole olemassa
PL(n, e)-koodia.

Post’n ja Lepiston rajat voidaan todistaa patevin myos PL(n, e)-koodeille. Naméa
kolme edellistd rajaa yhdistdmélld saadaan seuraavanlainen raja téydellisille Lee-
koodeille:

Lause 72. [1] Ei ole olemassa PL(n,e)-koodia, kun n ja e toteuttavat jonkin seu-
raavista neljista ehdosta:

e 3<n<74ja max{%in—% 2—%,2}§6, tas

o 75 <n <405 ja max {18,v2n + 40} < e < 22 taj Ln — 32— 1 <e, tai
o406§n§876ja\/2n+40§e§”_721tai285§e, tai
e 876 <n ja+2n+40 <e.
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5 Yhteenveto

Welch-Golomb konjektuuria ei vield ole ratkaistu monista tutkimuksista huolimatta.
Téassé tutkielmassa perehdyttiin algebrallisiin tapoihin ldhestyd konjektuuria.
Polynomisella menetelmalld saatiin selville “rajahtdneiden” laattojen yhteys laa-
toituksiin ja millaisia rajoituksia tastd saadaan paiteltyd. Myos valttamaton ehto
algebrallisen laatan nollakohdille esiteltiin. Téastd edettiin alkulukujen kokoisiin laat-
toihin ja niiden yhteydestéd periodisuuteen ja ristikolliseen laatoitukseen.
S-siikeilld tutkittiin deterministisyytta laatan periodisoijaihanteen avulla ja esi-
merkeilld niytettiin sen sovellusmahdollisuuksia. Muun muassa siirtolaatoitus Lee-
pallolla S(3,2) on aina vahvasti periodinen. My6s yldrajoja esiteltiin lyhyesti.
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