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Tiivistelma

Differentiaaliyhtdlot ovat laajasti kiyytossé eri tieteenaloilla, ja niiden ratkaisemiseen
tarvitaan usein erilaisia numeerisia menetelmié. #-menetelmét ovat suoraviivaisia
numeerisia menetelmié, jotka arvioivat ratkaisuja iteratiivisesti ottamalla askelia
derivaatan suuntaan. Naistd tunnetuimpia menetelmia ovat eksplisiittinen Eulerin
menetelma, implisiittinen Eulerin menetelmé seké trapetsimenetelmé. -menetelmét
karsivit kuitenkin tarkkuusongelmista, varsinkin kun niitd sovelletaan numeerisesti
vaikeasti laskettaviin differentiaaliyhtéloihin. Rungen-Kuttan menetelméit taas ar-
vioivat differentiaaliyhtélon ratkaisua monessa pisteessé kullakin askeleella ja tarjoa-
vat siten yleensé tarkempia tuloksia. Yleisimmét Rungen-Kuttan menetelmét ovat
toisen asteen Rungen—Kuttan menetelmét ja neljannen asteen Rungen-Kuttan me-
netelmat.

Asiasanat: differentiaaliyhtélot, numeeriset menetelmét, Eulerin menetelmét, Rungen—
Kuttan menetelmét

1 Johdanto

Differentiaaliyhtélot ovat tarkeitéd tyokaluja dynaamisten systeemien mallintamises-
sa lukuisilla tieteenaloilla. Ne kuvaavat funktioiden ja nédiden derivaattojen yhteyttéa
ja soveltuvat siten suureiden muutosten tutkimiseen tietylld ajanjaksolla [5]. Vaik-
ka joihinkin differentiaaliyhtdl6ihin 16ytyy myos analyyttinen ratkaisu, on olemassa
paljon tosielamén ongelmia jotka ovat ratkaistavissa vain numeerisilla menetelmilla
[1]. My6s kankeat differentiaaliyhtdlot (eli differentiaaliyhtélot, joiden numeerisessa
ratkaisemisessa on haasteita) ovat yleisié, jolloin oikean numeerisen menetelmén va-
litseminen on erityisen tarkedd. Tassa tutkielmassa késitelldédn keskeisimpid numee-
risia menetelmié differentiaaliyhtéldiden ratkaisemiseen, kuten Eulerin menetelmia
ja Rungen-Kuttan menetelmid, mukaan lukien aiemman implisiittisid muotoja.

Tutkielman tavoitteena on tutkia ndiden menetelmien teoreettista pohjaa se-
ka esitelld niiden toimintaa kiytdnnossa. Menetelmien tarkkuutta ja laskentatehoa
vertaillaan yksinkertaista esimerkkia kiayttamaélld. Tutkielmassa sivutaan myos me-
netelmien kiytannon sovelluksia.

2 Differentiaaliyhtalon stabiilisuus

Numeeristen menetelmien tehokkuuden tutkimisen kannalta on tidrked ymmértaa
differentiaaliyhtdloiden stabiilisuuden kasite. Yksinkertaisesti sanottuna alkuarvo-
tehtava on stabiili, jos sen pitkdaikainen kaytos ei riipu merkittévasti sen alkuar-
voista [3].



Maaritelma 2.1. Yhtilon
y'(t) = f(t,y(t)) (1)

ratkaisu y kaikilla ¢ > 0 on stabiili, jos kaikilla € > 0 on olemassa sellainen ¢ > 0,
ettd jokainen yhtélon ratkaisu g, jolle patee

[y(0) = 9(0)[ <6

toteuttaa myos ehdon
ly(t) —9@t)| < e

kaikilla ¢ > 0. Yhtélon ratkaisu g on asymptoottisesti stabiili, jos se on stabiili ja
ly(t) —9(t)] =0,

kun t — oco. [1]

Asymptoottinen stabiilisuus on siis stabiilisuutta vahvempi termi: Yhtélon rat-
kaisu ei ole vain rajoitettu, vaan se myos suppenee tiettya pistetta kohti.

Esimerkki 2.1. Olkoon logistinen differentiaaliyht&lo

y'(t) = 2y(t) (1 —y(t)), (2)

missé y(0) = 1. Tutkielmassa ratkaistaan tétd alkuarvotehtévéd eri numeerisilla
menetelmilla.
Yhtélon tarkka arvo saadaan kaavasta y(t) = y2=z, joten tarkaksi arvoksi esim.

hetkella ¢ = 1 saadaan y(1) = H% ~ 0,880797. Tarkastellaan yhtélon tarkan
ratkaisun stabiilisuutta:
1
y(t):m—)L kunt%oo,

joten differentiaaliyhtélon ratkaisu on asymptoottisesti stabiili. Numeerisessa ana-
lyysissa tavoitteena on 16ytda vastaavasti kiyttaytyva numeerinen ratkaisu.

Jos taas tarkastellaan toista alkuarvotehtévad y' = ty(y — 2), y(0) = 2, ratkaisu
on y(t) = W(;_#)eﬂ Kun yo > 2, y(t) — oo, kun ¢ — oo. Ratkaisu kasvaa
rajatta, kun yo > 2, ja silla on singulariteetti, kun nimittaja on 0. Ongelman ratkaisu
y(0) = 2 on siis epéstabiili. [5]



3 0 -menetelmat

0-menetelmdt ovat ryhma numeerisia menetelmia tavallisten differentiaaliyhtéloiden
seké osittaisdifferentiaaliyhtéloiden alkuarvotehtévien ratkaisemiseen. f-menetelmét
saavat nimensé niissd kdytetysta parametrista 6 (theta), joka tyypillisesti saa arvon
valilta [0, 1]. 2]

Integroidaan yhtalod o' = f(¢,y(t)), y(to) = yo pisteiden y,, ja y, 1 valilld, mista
saadaan

Y(tni1) = y(tn) + /yn+1 f(t,y(t))dt, missin=0,..,N — 1. (3)

Yn

Soveltamalla numeerisen integroinnin sa&ntoa

/ "y & (1 0)y(ta) + Oytur)

Yn

saadaan #-menetelmien yleinen muoto

Y(tni1) = y(tn) + (1 = 0)f(tn, y(tn)) + 0 f (Ynr1, y(tni1))], (4)

kunn =0,..., N — 1 ja y(to) = vo- [2]

3.1 Eksplisiittinen Eulerin menetelméa

Tarkastellaan aluksi yksinkertaisinta f-menetelmaé eli eksplisiittistia Fulerin mene-
telmdd (usein vain Eulerin menetelmd). Menetelmén ideana on ottaa pienid aske-
leita derivaatan suuntaan jokaisessa pisteessd, jonka jéalkeen ratkaisua arvioidaan
iteratiivisesti eri ajankohdissa. Taméa on tutkielman menetelmista epétarkin, ja se
usein Kérsii stabiilisuusongelmista suurilla askelpituuksilla. Eksplisiittinen Eulerin
menetelma toimii kuitenkin pohjana monille tarkemmille numeerisille menetelmille,
kuten Rungen—Kuttan-menetelmille, joita késitellaan myohemmin téssa tutkielmas-
sa. 2]

Eulerin menetelméad kiytetddn mm. astrofysiikassa taivaankappaleiden kaytok-
sen mallintamisessa seké yksinkertaisissa mekaanisissa jarjestelmissé, kuten partik-
kelien liikkeen mallintamisessa gravitaation vaikutuksen alaisena [7].

Menetelméan kaava saadaan, kun § = 0. Soveltamalla numeerisen integroinnin
suorakaidekaavaa

Tn+1
| stwde = byl

kaavaan (3) saadaan eksplisiittinen FEulerin menetelma:
Y(tnir) = y(ty) + hf(tn,y(t)), missan=0,..,N—1.[2] (5)
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Esimerkki 3.1. Ratkaistaan esimerkin 2.1 mukainen differentiaaliyhtlo ¢’ = 2y(1—
y) = f(t,y) eksplisiittiselld Eulerin menetelmaélla. Saadaan

Ynt1l = Yn + hf(tna yn) =Yn+ thn(l - yn)'

Lasketaan yhtélo kidyttamalld askelpituutta h=1:

v =vo+ hf(to,yo) = 0,5+ (2-0,5(1 —-0,5)) =1
Y=y +hf(t,) =14+(2-1(1-1)) =1
Ys = Y2+ hf(ta, o) =1+ (2-1(1—1)) = 1.

Yhtélon oikeat ratkaisut ovat y; ~ 0, 880797, 1o ~ 0, 982014 ja y3 ~ 0,997527. Huo-
mataan, ettd y:n arvo pysyy samana vaiheittain. Tamé on ddrimméinen esimerkki
eksplisiittisen Eulerin menetelmén tarkkuuden rajallisuudesta suurta askelpituutta
kaytettiessa.

On monia tapoja parantaa Fulerin menetelmén tarkkuutta. Yksinkertaisin tapa
on pienemmaén askelpituuden kéytto, jonka tuloksia tarkastellaan myohemmin téssa
tutkielmassa. Kehittyneempi tapa valttaa epatarkkoja tuloksia Eulerin menetelmél-
14 on adaptiivisen askelpituuden kaytto [5]. Télloin funktion arvoa verrataan jokai-
sella askeleella tarkkaan arvoon ja lasketun virheen perusteella askelpituutta saa-
detddn seuraavaa iteraatiota varten. Jos virhe on suuri, askelpituutta lyhennetaéan.
Jos taas virhe on pieni, askelpituutta pidennetddn. Téméa on erityisen hyodyllista
tapauksissa, joissa funktion arvojen muutosnopeus vaihtelee radikaalisti.

3.2 Implisiittinen Eulerin menetelma

Implisitttinen Fulerin menetelmd on eksplisiittistd Eulerin menetelméda monimut-

kaisempi, mutta soveltuu yleensd paremmin kankeiden differentiaaliyhtaloiden rat-

kaisemiseen [5]. Menetelméssé seuraavan askeleen arvot lasketaan seké nykyisen etta

seuraavan askelen arvon perusteella. Témén takia menetelméa kutsutaan implisiit-

tiseksi; se vaatii implisiittisen ratkaisun termin y,,; méérittdmiseen [2].
Menetelmén kaava saadaan, kun 6 = 1:

Y(tn1) = y(tn) + h[(1 = 0) f(tn, y(tn)) + Of (Yns1, y(tni1))],
joten

Yntl = Yn + hf(tn+17 yn+1)' (6)

Huomataan, etté seuraavan askeleen arvo 1,1 esiintyy molemmilla puolilla yh-
taloa, joten yhtalo taytyy ratkaista implisiittisesti kdyttden nykyisen askeleen arvon
Yn ja seuraavan askeleen arvon y,.; suhdetta.



Esimerkki 3.2. Approksimoidaan kaavan (2) mukaista differentiaaliyhtaloa kayt-
tden implisiittistd Eulerin menetelmaé.

Sijoittamalla 2y(1 — y) implisiittisen Eulerin menetelmén vektorimuotoon saa-
daan

Yn+1 = Yn + 2hyn+1(1 - yn+1>
— Yn+1 = Yn + 2hyn+1 - 2h(yn+1>2
= 2hypi1® — Yns1(2h — 1) — 5, = 0.

Kyseessa on siis toisen asteen yhtélo, joka voidaan ratkaista toisen asteen yhtéalon
ratkaisukaavalla:

2h — 1+ \/(2h — 1) + 8hy,
Yn+1 = Ah .

Lasketaan kolme iteraatiota implisiittista kaavaa kayttéen:

2144/ 12+ 8y

= - ~ 0,809017 (tai y; ~ —0,3090)
1+ /T 78 0,80901..

gy — LEVIE — ~ 0,933380 (tai y» ~ —0, 4334)
1+ /178 0,03335..

gy — LEVLE = ~ 0,977455 (tai y ~ —0,4775).

Muistetaan yhtalon oikeat ratkaisut y; ~ 0, 880797, y» ~ 0,982014 ja y3 ~ 0,997527.
Huomataan, ettda implisiittinen Eulerin menetelmé antaa huomattavasti tarkempia
arvoja kuin eksplisiittinen Eulerin menetelmé samaa askelpituutta kaytettaessa.

Téamén esimerkin ratkaiseminen implisiittiselld kaavalla on suhteellisen helppoa
johtuen termistd —2h(y,41)?, koska yhtilo voidaan ratkaista toisen asteen yhtélén
ratkaisukaavalla. Kaikissa tapauksissa taméa ei kuitenkaan ole mahdollista, koska
yhtélosta ei valttaméatta tule toisen asteen yhtaloa. Talloin sen voi ratkaista itera-
tiivisesti esimerkiksi Newtonin menetelméd kiyttamalld [5].

3.3 Trapetsimenetelma

Kolmantena keskeisend 6-menetelméané on trapetsimenetelmd, joka saadaan kaavasta

(4), kun § = 1:
s = v L) + F e, )] o

Kaavasta havaitaan, ettd trapetsimenetelmé on myos implisiittinen menetelmé. 6-
menetelmé on siis eksplisiittinen, kun ¢ = 0, ja implisiittinen, kun 0 < 6 < 1 [2].
Vaikka 6 saa yleensé arvon 0, % tai 1, voi se myds saada muita arvoja vélilta [0, 1].
Naméa menetelmét ovat kuitenkin tdmaéan tutkielman aiherajauksen ulkopuolella.
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Esimerkki 3.3. Approksimoidaan yhtélod (2) kolme iteraatiota trapetsimenetel-
mélla:

1
Y= yo + E[Qyo(l — o) + 2y1(1 — y1)]
1 1 1
S 2
— N 2+2( 2)+?/1 Y1
3
yfz—:ylzizo,%ﬁoza
4 2
1
Yo = Y1 + 5[2%(1 — 1) + 2y2(1 — 1))

Yo=Y+ Y1 — Y1 Y1+ Y2 — Yo
2 = 0,98204... = y» = /0, 98204... ~ 0, 990985

1
Ys = Y2 + 5[23/2(1 —y2) + 2y3(1 — y3)]

y3:y2+y2—y2~y2+y3—y§
y3 = 0,9999... = y3 = 1/0,9999... =~ 0,999959.

Yhtalon oikeat ratkaisut ovat y; ~ 0,880797, yo ~ 0,982014 ja y3 ~ 0,997527.
Huomataan, ettd trapetsimenetelméd on tésséd esimerkissd tarkin #-menetelmista.
On kuitenkin térked painottaa, ettd kyseessd on vain yksi esimerkki tietynlaista
differentiaaliyhtdloéd ja suurta askelpituutta kiayttdmalla. Vastaus tarkimman nu-
meerisen menetelmén kysymykseen riippuu sovellettavasta differentiaaliyhtalosta ja
sen ominaisuuksista.

4 Rungen—Kuttan menetelmat

Eulerin menetelmat ovat tarkkuudeltaan yksiasteisia ja niissé funktiota f arvioidaan
vain kerran pisteessi (t,,y(t,)). Rungen—Kuttan menetelmilld pyritddn saamaan
tarkempia tuloksia arvioimalla funktion f arvoja pisteiden (¢, y(t,)) ja (tni1, Y(tni1))
valilla [2|. TAma4 tekee siis Rungen-Kuttan menetelmistd monimutkaisemman ja sa-
malla laskennallisesti kalliimman.

Rungen-Kuttan menetelmét soveltuvat erityisesti tekniikan alan ongelmiin ja
virtauksien simulointiin esim. aerodynamiikassa ja hydrondynamiikassa. Hyva esi-
merkki nestevirtauksen mallintamisesta 16ytyy ldhteesta [6].

4.1 Toisen asteen Rungen—Kuttan menetelmat

Yleisimmat Rungen—Kuttan menetelmien muodot ovat toisen asteen ja neljannen
asteen Rungen-Kuttan menetelméryhmat. Toisen asteen Rungen-Kuttan menetel-



miéd on lukuisia, mutta tassé tutkielmassa kéasitelladn Heunin menetelmdd. Tarkoi-
tuksena on konstruoida toisen asteen menetelmé, joten aloitetaan Taylorin laajen-

nuksella 9

-+ ) = (1) + by (1) + o 1)

Sijoitetaan yhtélon (1) oikea puoli ja derivoitu oikea puoli yhtdloon:
y'(t) = filt,y) + f,(t, )y (1)
= filt,y) + (6 ) f (L, y).
Nyt Taylorin laajennuksesta tulee
2

y(t+h)=yt) +hf(t,y) + %[ft(ta y)+ fu(ty) f(ty)]

= y(0) + 5 F(t) + 1 (w) + BAlt) + 1y (6 0) (6 )]

Koska
f+hy+k)=f(t,y)+hfilt,y)+ f(t,v)k+ ...,

voidaan yhtélo (1) esittdd muodossa

ft+h,y+hf(ty) = f(t,y)+hft,y) +hfy(t,y)f(ty).

Siis saadaan

b+ ) = y(0) + 5 7t y) + 57+ by + (5,

miks voidaan esittdd numeerisena menetelmané

h
Ynt+1 = Yn + E(Kl + K2)7

Kl = f(tn7yn)7
K2:f(tn+h7yn+hK1)' [4]

missa

Esimerkki 4.1. Lasketaan kaavaa (2) kolme iteraatiota tilla kaavalla. Saadaan

Ky = hf(tn,yn) = 2y(0)(1 — y(0)) =2-0,5(1 - 0,5) = 0,5

h K 0,5
Ky = hf(ta+ 5,4(0) + ) = £(0.5,0,5+ =) = f(0,5:0,75)

=2-0,75(1-0,75) = 0,375
y1 = y(0) + Ky = 0,5+ 0,375 = 0, 875.



to=1+h=2
Ki=h(t1,y1) = (2-y1 - (1 —y1)) = 0,21875...
h K 0,21875...
Ky = flti+ 5o + =) = £(1,5:0,875 + == =)
= £(1;5;0,109375...) = 2- 0,984375... - (1 — 0,984375...) = 0, 03076...

Yo = y1 + Ko = 0,875+ 0,03076... = 0,905762.

t3 == tQ + h = 3
K1 = hf(ta,ys) = 2ya(1 — ya) = 2+ 0,90576... - (1 — 0,90576...) = 0, 170714887...
h K 0,17071...
Ky = hf(ts + 5ye + =) = F(2,5:0,90576... + == =)
=2.0,99111...(1 — 0,99111...) = 0, 01760...
ys = yo + Ko = 0,90576... + 0,01760... ~ 0, 923366.

Kun tuloksia verrataan oikeisiin arvoihin y; ~ 0, 880797, v, ~ 0,982014 ja

ys ~ 0,997527, havaitaan, ettd Heunin menetelmé ei suurella askelpituudella suo-
riudu téstd tehtévistd hyvin. Yhtdlon (2) kankeasta luonteesta johtuen implisiit-
tiset #-menetelmét antavat tarkempia tuloksia askelpituudella h=1. Tamé saattaa
kuitenkin muuttua, kun askelpituutta pienennetaan.

4.2 Neljannen asteen Rungen—Kuttan menetelmat

Edellisen aliluvun tapaisella konstruoinnilla saadaan myos ryhmaé neljdnnen asteen
numeerisia menetelmia. Téssa tutkielmassa kasitellaan erdsta hyvin paljon kaytettya
neljannen asteen Rungen—Kuttan-menetelmaa:

K, K, Ks; K,

n:nh____a
Yn+1 y+[6+3+3+6]

missa,
Ky = f(tn, yn)
Ky = f(t, + gyn + gKl)
K3 = f(tn + gy + gKQ)

Ky = f(tn + h,yn + hK3).



Termien K ja K lisdksi menetelmé siis tarkentaa arviota askeleiden valilla lisaa-
mélld approksimointiin termit K3 ja K. Tamé tekee menetelmasta selvéisti myos
laskennallisesti kalliimman.

Esimerkki 4.2. Havainnollistetaan menetelmén kulkua laskemalla kaavan (2) mu-
kaista differentiaaliyhtéloa kolme iteraatiota.

tih=ty+h=0+1=1

K, =05
Ky, =0,375
o WK | 0,375
K th(to+§;y0+72) :f(0+§;0,5+T) = £(0,5;0,6875)
= 0,4296875
K= hf(to+hyyo+ Ks) = £(0+1;0,5 + 0,4206875) = £(1;0,9296875)
= (0.130737...

y12y0+(?+?+?+?)20,5+(—+ 5+ 3 + 5 )

~ 0, 873352.

K, Ky, Ks; K, 0,5 0,375 0,4296875 0,130737...
6

Ki = h(ty,y) = f(1,0.87335...) = 0,2212164...

h 0,2212164...

= f(1,5;0.983960...) = 0.031564...

)

h 0,031564...
Ky = hi(t+ 5, + Ka) = f(1+0.5,0,873352... + ===

= £(1,5;0,880134...) = 0, 197148...

)

0,197148...
Ky=hf(t1 +h,y1 + K3) = f(1+1,0,873352... + ’T
= £(2,1.070500...) = 0, 150942...
K, K, K; K
y2=y1+(?1+?2+?3+?4) =0,873352... + (
0,197148...  0,150942...

3 * 6

)

0,2212164... 0,031564...
6 - 3

) &~ 0.961302.



ty=to+h=2+1=3
K1 = hf(ts, y2) = £(2,0,961302...) = 0, 074400...
h hEK
Ko = hi(t+ 5,0+ Tl) = f(240,5;0,961302... +
= £(2,5;0,998502...) = 0,002990...

0, 074400...
— )

0,002990...

h hK
Ky =hf(ty+ =, y2 + 72) =0,1821... = f(240,5;0,961302... + )

2
= £(2,5;0,962797...) = 0, 071636...

Ky = hf(ta + h,yz + hi3) = f(2+1,0,961302... + 0,071636...)
= £(3,1,032939...) = 0, 068048...

B0 e Ky Ky 0074400, 0,002090..
=T g Ty Ty T g T 6 3
0.071636... 0,06804S...
T 4 ) & 0,987237.

Muistetaan edelleen oikeat arvot y; ~ 0,880797, 1, ~ 0,982014 ja
ys ~ 0,997527. Neljadnnen asteen Rungen-Kuttan menetelmét ovat tdmén tutkiel-
man tarkin joukko menetelmia, ja niitd yleenséd pidetadén riittdvéan tarkkoina kéy-
tannon laskentaan [1]|. Laskemalla esimerkkid kolme iteraatiota voidaan myos tode-
ta, ettd menetelma on laskennallisesti paljon monimutkaisempi verrattuna Eulerin
menetelmaén, jota tutkittiin ensimmaisena.

Tamaé el kuitenkaan ole Rungen-Kuttan menetelmista tarkin; on olemassa kor-
keamman asteen menetelmid ja adaptiivista askelpituutta hyodyntévid menetel-
mid, kuten Dormandin—Princen menetelméa. Témén lisdksi on myos implisiittisia
Rungen—Kuttan menetelmié, jotka soveltuvat hyvin kankeisiin tehtéviin. [5]
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5 Numeeristen menetelmien tulokset

Tarkastellaan numeeristen menetelmien tuloksia asymptoottisesti stabiilille diffe-
rentiaaliyhtéldlle (2), jossa on alkuehto y(0) = 3. Tutkielmaan on valittu tarkastel-
taviksi askelpituuksiksi 1, 0,1 ja 0,01.

t | Tarkka | Eks. Euler | Impl. Euler | Trapetsi | 2. asteen RK | 4. asteen RK
1 |0,880797 1,0 0,809017 | 0,866025 0,875000 0,873352
2 1 0,982014 1,0 0,933380 | 0,990985 0,905762 0,961302
3 1 0,997527 1,0 0,977455 | 0,999959 0,923366 0,987237
4 1 0,999665 1,0 0,992447 | 1,000000 0,935042 0,995751
5 1 0,999955 1,0 0,997478 | 1,000000 0,943446 0,998584
6 | 0,999994 1,0 0,999159 | 1,000000 0,949822 0,999528
7 1 0,999999 1,0 0,999720 | 1,000000 0,954845 0,999843
8 | 1,000000 1,0 0,999907 | 1,000000 0,958915 0,999948
9 | 1,000000 1,0 0,999969 | 1,000000 0,962285 0,999983
10 | 1,000000 1,0 0,999990 | 1,000000 0,965126 0,999994
Taulukko 1: Numeeristen menetelmien tulokset differentiaaliyhtélolle
y' = 2y(1 — y) alkuchdolla y(0) = 3 ja askelpituudella h=1
t Tarkka | Eks. Euler | Impl. Euler | Trapetsi | 2. asteen RK | 4. asteen RK
0,1 | 0,549834 | 0,550000 0,549510 | 0,549753 0,549875 0,549834
0,2 | 0,598688 | 0,559500 0,597604 | 0,598534 0,598761 0,598688
0,3 | 0,645656 | 0,647520 0,643487 | 0,645448 0,645746 0,645656
0,4 | 0,689975 | 0,693168 0,686528 | 0,689732 0,690059 0,689974
0,51 0,731059 | 0,735705 0,726287 | 0,730805 0,731117 0,731058
0,6 | 0,768525 | 0,774593 0,762505 | 0,768281 0,768540 0,768524
0,7 1 0,802183 | 0,809513 0,795090 | 0,801965 0,802143 0,802183
0,8 | 0,832018 | 0,840353 0,824084 | 0,831835 0,831916 0,832018
0,9 | 0,858149 | 0,867185 0,849635 | 0,858007 0,857987 0,858148
1,0 | 0,880797 | 0,890220 0,871963 | 0,880697 0,880582 0,880796

Taulukko 2: Numeeristen menetelmien tulokset differentiaaliyhtélolle
y' = 2y(1 — y) alkuehdolla y(0)
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t Tarkka | Eks. Euler | Impl. Euler | Trapetsi | 2. asteen RK | 4. asteen RK
0,01 | 0,504100 | 0,505000 0,505000 | 0,504100 0,505000 0,505000
0,02 | 0,509999 | 0,510000 0,509998 | 0,509999 0,509999 0,509999
0,03 | 0,514996 | 0,514998 0,514993 | 0,514995 0,514996 0,514996
0,04 | 0,519989 | 0,519993 0,519985 | 0,519989 0,519989 0,519989
0,05 | 0,524979 | 0,524985 0,524973 | 0,524979 0,524979 0,524979
0,06 | 0,529964 | 0,529973 0,529955 | 0,529964 0,529964 0,529964
0,07 | 0,534943 | 0,534955 0,534930 | 0,534942 0,534943 0,534943
0,08 | 0,539915 | 0,539930 0,539898 | 0,539914 0,539915 0,539915
0,09 | 0,544879 | 0,544898 0,544858 | 0,544878 0,544879 0,544879
0,10 | 0,549834 | 0,549858 0,549808 | 0,549833 0,549834 0,549834

Taulukko 3: Numeeristen menetelmien tulokset differentiaaliyhtélolle

y' = 2y(1 — y) alkuehdolla y(0) = 1 ja askelpituudella h=0,01

—o— Tarkka Eks. Euler —— Impl. Euler —=— Trapetsi 2. asteen RK-o--4. asteen RK

Kuva 1: Numeeristen menetelmien tulokset differentiaaliyhtélolle v/ = 2y(1 — )
alkuehdolla y(0) = 1 ja askelpituudella h=1

Huomataan, etta askelpituudella h=1 eksplisiittisen Eulerin menetelméan ratkai-
su pysyy arvossa 1. Neljannen asteen Rungen—Kuttan menetelmé on suurella askel-
pituudella huomattavasti Eulerin menetelmié tarkempi téssa esimerkissa. Toisaalta
voidaan myos todeta, etté toisen asteen Rungen-Kuttan menetelmalld on myo6s vai-
keuksia tarkkojen vastausten tuottamisessa kaytetylld askelpituudella.
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Kuva 2: Numeeristen menetelmien tulokset differentiaaliyhtalolle i = 2y(1 — y)
alkuehdolla y(0) = % ja askelpituudella h=0,1

Pienemmalla askelpituudella tarkkuuserot menetelmien vélilla pienenevit. Voi-
daan myos huomata, ettd implisiittiset #-menetelmét ovat kiayttokelpoisia menetel-
mia kankeiden differentiaaliyhtdloiden approksimointiin sopivaa askelpituutta kéy-
tettaessa.
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Kuva 3: Numeeristen menetelmien tulokset differentiaaliyhtélolle ' = 2y(1 — v)

alkuehdolla y(0) = % ja askelpituudella h=0,01

Askelpituudella h=0,01 menetelmien tulosten erot ovat kuuden desimaalin tark-
kuudella ldhes huomaamattomia. Tarpeeksi pienté askelpituutta kiytettiessd myos
eksplisiittinen Eulerin menetelmé tarjoaa riittdvan tarkkoja ratkaisuja joihinkin
kiyttotarkoituksiin. Yleisella tasolla Rungen—Kuttan menetelmét ovat kuitenkin
tarkimmat menetelmét tdmén esimerkin laskemisessa.
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6 Yhteenveto

Numeeriset menetelmét ovat valttdmattomia tyokaluja differentiaaliyhtéloiden rat-
kaisemisessa. Kankeat differentiaaliyhtélot ovat hyvin yleisid esimerkiksi kemian,
elektroniikan ja matemaattisen biologian aloilla, ja téllaisille yhtéloille analyyttis-
ten ratkaisujen 10ytdminen on usein hyvin vaikeaa [5]. T&lloin sopivan numeerisen
menetelmén ja askelpituuden valitseminen on erityisen téarkeéa.

Rungen—Kuttan menetelméat ovat useimmissa tapauksissa tarkempia kuin muut
téssd tutkielmassa esitetyt menetelmét. On kuitenkin tapauksia, joissa muun nu-
meerisen menetelméan valinta on suotuisaa. Implisiittinen Eulerin menetelma ja tra-
petsimenetelma soveltuvat hyvin kankeisiin differentiaaliyhtaléihin. Jos taas kysees-
sé on lineaarinen differentiaaliyhtélo, joka kayttaytyy odotetulla tavalla, eksplisiit-
tinen Eulerin menetelma voi tuottaa riittavéan tarkan ratkaisun. Myos laskennallisen
tehokkuuden kannalta Eulerin menetelmé on useimmiten parempi vaihtoehto. Toi-
saalta joissain tapauksissa tehtéville ei vaadita tarkkaa ratkaisua, jolloin kyseisen
menetelman kiyttdé on myds perusteltua.

Kaikki téassa tutkielmassa esitellyistd menetelmistd ovat numeerisen analyysin
alalla olennaisia. Vaikka numeerisilla menetelmilld on aina vahvuuksia ja heikkouk-
sia, kaikilla niilla on kidyttotarkoituksensa. Lopulta numeerisen menetelméan valin-
taan vaikuttavat monet asiat, kuten ratkaisun stabiilisuus, kiytettava askelpituus
ja tarkkuusvaatimukset.
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