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Matematiikka

Kesakuu 2024

Gammafunktiota sovelletaan useissa matematiikan osa-aloissa. Esimerkiksi Tu-
run yliopistossa funktiota kiytetddn kursseissa analyyttinen lukuteoria ja toden-
nékoisyyslaskennan jatkokurssi. Téassa tutkielmassa perehdytédn funktioon syvél-
lisemmin.

Tutkielman tarkoitus on luoda luontainen polku gammafunktion konstruoinnille
ja osoittaa joitain funktion kdytetyimpid ominaisuuksia. Tutkielmassa esiintyvin
gammafunktion méadritelman loysi saksalaismatemaatikko Karl Weierstrass. Lu-
vussa kolme esitetddn méadritelméan ldheisesti yhdistetty Weierstrassin tekijaha-
jotelmalause, joka on algebran peruslauseen yleistys ja merkittdva tulos itsessdén.
Viimeisessa luvussa todistetaan Stirlingin arvio ja tdmén avulla ndytetdén, ettd
Weierstrassin madritelméd gammafunktiolle on yhdenpitdvi yleisemméan Leonhard
Eulerin kehittdmén méiritelmén kanssa.
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MERKINTATAVOISTA

Tassé tutkielmassa kiytetdan seuraavia merkintoja:

N={1,23,...} luonnollisten lukujen joukko
neN luonnollinen luku
7 kokonaislukujen joukko
R reaalilukujen joukko
C kompleksilukujen joukko
Z2=x+ 1y kompleksinen muuttuja, missa
2€C, Rez=z€Rjalmz=yeR

C=E+1n kompleksinen muuttuja, missa
(eC, Re(=¢€eRjaIm(=nelR

arg z kompleksiluvun z argumentti
Arg 2z kompleksiluvun z argumentin padhaara
logz =In|z| +iargz kompleksinen logaritmi
Logz =In|z| +iArgz kompleksisen logaritmin paahaara
f(z) < g(2) f on asymptoottisesti pienempi tai yhtasuuri kuin g

Olkoon (ay)nen kompleksinen lukujono siis a, € C, Yn € N. Sanotaan, ettd
lim,, o a, = oo, kun lim,, ., |a,| = occ.

v



Sisallys

1

2

Johdanto
Adrettomiit tulot
Kanoniset tulot
Gammafunktio
Stirlingin arvio
Yhteenveto

Aputuloksia

10

18

19



1 Johdanto

Tutkielman keskeisin tavoite on luoda luontaiselta tuntuva polku gammafunktion
konstruktiolle. Gammafunktio on laajasti tunnettu ja kéytetty funktio, jolla on
sovelluksia statistiikassa, fysiikassa ja erityisesti analyyttisessa lukuteoriassa. Alku-
lukujen jakaumaan yhdistetyn Riemannin zeeta-funktion perustavanlaatuinen omi-
naisuus on sen gammafunktiolla saavutettu analyyttinen laajennus.

Gammafunktion tunnetuin ominaisuus on, ettd positiivisella kokonaislukusyot-
teella funktio tuottaa saman arvon kuin kertomafunktio syotteelld, joka on tarkalleen
yhden suurempi. Se voidaan siis nahdé kertomafunktion laajennuksena kompleksilu-
vuille. Tutkielmassa esitetty gammafunktion konstruointi alkaa yleisilla harkinnoilla
funktioista, joiden nollakohdat ovat periodisesti levittaytynyt kompleksitasolle, ja
jatkuu tavoitteella l1oytaa funktio, joka jakaa kertomafunktion kanssa saman funk-
tionaaliyhtélon.

Tutkielman ensimmaiset kaksi lukua esittavit tapoja tutkia aarettomia tuloja
ja tavan maaritelld funktio ddrettoméana tulona. Havaitaan ettd mielivaltaiselle
adaretonta lahestyvalle kompleksilukujonolle on olemassa tulo, joka saavuttaa arvon
nolla tarkalleen néissd lukujonon luvuissa. Luvussa kolme valitaan mukava peri-
odinen lukujono ja tutkitaan tdmén tulosta muodostuvaa funktiota. Tavoiteltua
funktionaaliyhtéloa jahdatessa paadytadn tutkielman nimifunktioon.

Viimeisessa kappaleessa esitetddn todistus skotlantilaismatemaatikon James Stir-
lingin 16ytdmésta arviosta gammafunktiolle. Arvion suhteellinen virhe ldhestyy nol-
laa syotteen kasvaessa suureksi, joka tekee siitd merkittavan tuloksen. Lisdksi Stirlin-
gin arviota soveltamalla osoitetaan, ettd tutkielmassa esitetty méaritelméa gamma-
funktiolle on yhdenpitéva yleisemmin esiintyvan Eulerin méaritelmén kanssa, jossa
funktio on kirjoitettu epéolellisena integraalina. Tutkielman péaasiallisena ldhteené
on kdytetty Lars Ahlforsin kirjaa Complex Analysis 3rd Edition [1].

2  Adrettomit tulot

Tassa luvussa tutustutaan maaritelladn, mita tarkoitetaan aérellisen tulon suppen-
emisella ja tdmén raja-arvolla. Halutaan pystyéa selvittamaén, koska ja mihin ndmé
suppenevat. Kysymykset ovat yllattavin helppoja monelle opiskelijalle, silla ne
saadaan redusoitua vastaaviin tuttuihin sarjaongelmiin.

Asretén kompleksinen tulo II,2, a, lasketaan ottamalla raja-arvo osatuloista
Py = Hﬁ:[:l a, ja tdmén sanotaan suppenevan, kun raja-arvo on aarellinen nollasta
eroava luku. Nollatulot on ajateltava hajaantuvan, jotta voidaan rakentaa hyva
teoria adrettomille tuloille. Jos nollatulot luettaisiin suppeneviksi, niin suppenevia
tuloja koskevien lauseiden pitéisi puhua myos esimerkiksi tulosta [~ n. T&améa
tulo kayttaytyy kuitenkin niin epdmukavasti, ettd mitdén vahvaa lausetta ei voida
muodostaa.

Tarkoituksena on kuitenkin pystyé kirjoittamaan nollan saavuttavia funktioita
tulomuodossa, joten sanotaan etta tulo P suppenee, kun siita poistamalla dérellisen
monta nollatekijad muodostaa tulon P’, jonka raja-arvo on aarellinen nollasta eroava
luku. Seuraavan lauseen myo6téa tuloja harvoin evaluoidaan suoraan.



Lause 2.1.

oo o0
Tulo H an, Suppenee jos ja vain jos sarja ZLog an Suppenee
n=1 n=1

Lisdiksi, kun sarja ) " Loga, suppenee kohti lukua S, niin tulo []°_, a, suppenee
kohti lukua €. Samoin kun I1,2, an suppenee kohti lukua P, niin )~ Loga,
suppenee kohti lukua Log P — k2w, missi k € 7.

Todistus. " <= " Merkitadn Sy = 2521 Loga, ja Py = Hfjﬂ a, ja oletetaan, etta
Sy — S. Nahdaan heti
N
e = 1] an = P,
n=1

siis
lim Py = hm eI = ¢,
— 00 — 00

" — " Merkitddn Py = HN a, ja oletetaan, ettd Py — P, jolloin =5 By 4

n=1

ja Log — 0. On oltava hieman varovainen, koska yleensé ) Loga, # Log I]an.
On kultenkm olemassa sellainen k(N) € N| ettd

P
Log — Z Loga,, — Log P + k(N )2mi (1)

merkitdan Sy = ij:l Log a,, ja saadaan

Pri1 P

Log —5~ — Log ?N = Syt — Sy +i27[k(N + 1) — k(N)]

P Py
— i27[k(N + 1) — k(N)] = Log ]]le — Lo g? — Log ay41

PN+1

= [27[k(N +1) — k(N)]| < |Log |+|Log—| + |Logani1] — 0.

Siis kun N on tarpeeksi suuri, k(N) = k: on vakio, joten (1) voidaan kirjoittaa
uudelleen

P
Log — Z Loga, — Log P + k2mi

N
— ZLog a, — Log P — k2mi

n=1

siis sarja suppenee ja kohti odotettua lukua. O]

Y114 oli helpompaa merkitd tuloa [ 7, a,, mutta usein ajatellaan tuloa mielum-
min muodossa [[)~_, 1 + a,, missd a,, = a, — 1. Tulon suppeneminen vaatii, etti
a, — 1, jolloin a,, — 0. Seuraavat lauseet motivoivat tdmén muutoksen.
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Lemma 2.2.

ZLog(l—Fan)i:) Zan$
n=1 n=1

Todistus. Viite seuraa vertailutestista ja logaritmin Taylorin kehitelmésté. Olettaen
etta toinen sarjoista suppenee, niin a,, — 0, joten

Log(1
lim 208U+ @n)

n—00 A,

= 1.

]

Seuraus 2.3. Tulon itseinen suppeneminen on ekvivalenttia vastaavan sarjan it-
seisen suppenemisen kanssa, siis

[T +anl) = > Log(l + |an]) L = > lan| |
n=1 n=1 n=1
Todistus. Lause (2.1) ja lemma (2.2) O
Seuraus 2.4. . -
S [Loganl L = [ laal |
n=1 n=1
Todistus. Véite seuraa suoraan epayhtélosta Log |a,| < | Log ay|. O

3 Kanoniset tulot

Lukuteoriassa on usein helpompaa harkita lukua alkulukutekijoidensa tulona ja
analogisesti funktioteoriassa on hedelmallistd pohtia funktioita nollakohtiensa tu-
lona. Tunnetusti polynomit voidaan kirjoittaa nollakohtiensa tulona p(z) = c¢(z —
ar)(z—asg)...(z—a,), missi termit (z—a,,) voidaan ndhd4 toimivan samassa roolissa
kuin alkuluvut kokonaisluvun alkulukuhajotelmassa. Téssd luvussa laajennetaan
idea kokonaisille funktiolle.

Kun halutaan harkita funktiota, jolla on dédreton méara nollia, joudutaan huole-
htimaan tulon suppenemisesta. Té&ta varten tulon termeistd jaetaan tekijat —a,,
pois, jolloin termit saavat muodon (1 — z/a,,), ja usein ndmé joudutaan viela ker-
tomaan sopivalla funktiolla suppenemisen saavuttamiseksi. Polynomien tulomuo-
dossa esiintyva vakio ¢ pitdd myos korvata jollakin kokonaisella funktiolla, mutta
tdma voidaan rajata olevan aina itseisarvoltaan nollaa aidosti suurempi, joten nol-
lakohdat saadaan kuitenkin eristettya omaan tuloonsa.

Sanotaan ettd funktio f on kokonainen, jos se on holomorfinen koko komplek-
sitasossa. Esimerkkejd kokonaisista funktioista ovat polynomit, e, sin z ja kahden
kokonaisen funktion kompositio.

Lause 3.1. Jos g on kokonainen ja f(z) = e93) | niin f on kokonainen ja aina
nollasta eroava. Vastaavasti jos f on kokonainen ja aina nollasta eroava, niin
f(2) = €93 missi g on kokonainen



Todistus. Lauseen ensimmaéinen implikaatio seuraa suoraan siité, etta kahden kokon-
aisen funktion kompositio on kokonainen ja e* # 0 kaikille z. Jaljelle jad todistaa,
ettd jos f on kokonainen ja aina nollasta eroava, niin f(z) = e9®*), missid g on
kokonainen.

Olkoon f nollasta aina eroava kokonainen funktio. Nyt, f?/ = diz log f on kokon-
ainen. Merkitdan tatd nimelld g. Huomataan,

d

— (2)e™#®) = fl(2)e™#® — g'(2)e 9D f(2) = 0

— f(2) = Ced®)

siirretdan vakio funktion g sisélle, niin saadaan haluttu tulos. O

Voidaan laajentaa ideaa yleisemmélle funktiolle. Olkoon f kokonainen funktio,
jolla on &arellinen méaara nollia: m nollaa origossa ja N nollaa origon ulkopuolella
ai,as,...,ay. Yksinkertaisin ndmé nollakohdat omaava funktio nayttda seuraavalta

S(-7),

n=1

Kerrotaan tulo aina nollasta eroavalla kokonaisella funktiolla e9(*), niin saadaan
kuvailtua yleinen funktio samoilla nollilla

o= T (1= 2)

Kun yritetddn yleistaé ajatus funktiolle f, jolla on déreton méira nollia, joudu-
taan huolestumaan tulon 72, (1~ ) suppenemisesta. Tiedetéén seurauksen (2.3)
nojalla, ettd tulo suppenee itseisesti jos ja vain jos summa Zn 1 ] | suppenee. Kun
tdma péatee, suppeneminen on jopa tasaista jokaisessa sulJetussa kiekossa |z| < R.
Yleisesséa tapauksessa tulo ei kuitenkaan suppene, joten on lisattava aputekijoita,
jotka saavat suppenemisen tapahtumaan.

Lause 3.2. Olkoon (a,)neny mielivaltainen jono kompleksilukuja, jolle a, # 0 Vn ja
lim,, o0 @, = 00. Tdlldin on olemassa sellaiset polynomit p,(z), ettd

ﬁ (1 - :—n) ern(2) 2)

n=1
suppenee itseisesti missd tahansa suljetussa kiekossa |z| < R.

Todistus. Lauseen (2.1) nojalla tulo (2) suppenee yhdessé sarjan >~ r,(z) kanssa,
missa

rm(2) = Log (1 - i) + pa(2).

n

Kiinnitetddn side R ja huomataan: koska lim, . a, = oo, niin |a,| < R vain
adrellisen monelle alkiolle a,,. Voidaan siis suppenemista héiritseméatta harkita vain
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sarjan termeja joilla |a,| > R, jolloin \é\ < 1 ja logaritmi voidaan kehittaa Taylorin

sarjaksi
z <1/ 2\"
L 1l——) == - — .
() -2 (@)

k=1

Idea on valita p,(z) logaritmisarjan osasummaksi, jolloin r,(z) on suppenevan sarjan
loppuosa, ja taten pieni. Valitaan

ja tutkitaan jaannostermia

k:Nn+1

o e eeqqes . 1 1 . . . 00 n o __
Kéyttamalla arviota ¢ < N, 71 Ja geometrisen sarjan summakaavaa Y ¢" =

q™/(1 — q) saadaan termeille r,(z) ylaraja

|7“n(z)|§anJrl i (|a—}i’)k

k=Nn+1 (3)

B 1 (i)]\/n-l-l (1_£)—1
© Na+ 1\ ay ||

valitsemalla N,, = n saadaan

n=1 n=1

missé ¢ = max,, |(1 — R/|an|) " | ja oikeanpuoleinen sarja on suppeneva geometrinen
sarja. Lemman (2) nojalla tulo suppenee itseisesti. O

Suorana seurauksena saadaan

Lause 3.3 (Weierstrassin tekijahajotelmalause). Mielivaltaiselle ddretonta lahestyvdille
lukujonolle (a,)nen on olemassa kokonainen funktio f siten etti f(a,) =0, Vn € N.
Lisiksi jokainen kokonainen funktio, jolla on tarkalleen ndmd nollat ja kertalukua
m oleva nolla origossa voidaan kirjoittaa muodossa

_met@ TT (1= 2 ) em 3 (@) ot an ()™ 4
ey =T 1= ) e , (@)
missd g on kokonainen, a, # 0 ja N, joitain kokonaislukuja.

Seuraus 3.4. Jos F' on meromorfinen koko kompleksitasossa, niin se voidaan kir-

joittaa kahden kokonaisen funktion f ja g osamddrind F(z) = chg))

>



Todistus. Olkoon F meromorfinen. T4&lloin on lauseen (3.3) nojalla on olemassa
kokonainen funktio f, jonka nollat ovat funktion F' navat, jolloin F(z)f(z) = g(z)

on kokonainen. Siis F(z) = ggzg on kahden kokonaisen funktion osamé&érs. O

Seuraavaksi tarkastellaan mukavaa tapausta, jossa tulo suppenee jo valinnalla
N,, = N kaikilla n € N. Talloin tulo voidaan kirjoittaa muodossa

fz) = 2mes ﬁ <1 — ai) eﬁ"‘%(ﬁ)z—h.—k%(ﬁ)]\]’ )

missd N ei enédd riipu indeksistd n. Tapaus vastaa sitd, ettéd sarja

00 1 R N+1

; N+1 (|an|>
suppenee. Tai yhtdpitavisti sitd, ettd y -, W suppenee. Jos N on pienin
kokonaisluku jolla tdmé& toteutuu, sanotaan, etté déreton tulo yhtaléssa (5) on luku-
jonoon (a,)nen yhdistetty kanoninen tulo ja N tdmén tulon genus suomenkielisen
termin puuttuessa.

Jos vield g(z) saadaan redusoitua astelukua ¢ olevaksi polynomiksi, sanotaan

funktiolla f olevan dérellinen genus ja tdmén arvon olevan max{q, N}. Eli funktio,
jolla on genus = 1 on joko muotoa

Czme* ﬁ (1 — ai) ean

n=1
tal
it z
CzMme** (1 — —) )

Esimerkki 3.5. Koetetaan muodostaa funktion sin 7z kanoninen tulomuoto. Funk-
tion nollakohtien joukko on kokonaisluvut. Joten funktio tulee nayttdméan seu-

raavalta .
e (1 _ _> p(z)
neL
n#0
Tiedetddn, ettd harmoninen sarja Z% hajaantuu, joten p(z) = 0 ei kdy, mutta

yliharmoninen sarja tunnetusti suppenee, joten valitaan N = 1 ja tulo saadaan

muotoon -
i — 5e9(2) | | (1 — _> . 6
sinmz = ze - e ( )

Jaljelle jaa selvittad mysteerifunktio g(z). Otetaan tulon logaritmin derivaatta, niin
paastadn tarkastelemaan funktiota ldhempéaa

d2

] logsinmz = wcot 2

=—+g +Z(2_n —).

nez
n#0




Kayttamalla kirjassa [1] todistettua cotangentin yhtaloa

1 1 1
t = - E —
mcot Tz z+ (z_n—i—n)

nez
n#0

padtellaan, ettd ¢'(z) = 0, siis g on vakio. Jaetaan yhtalo (6) puolittain muuttujalla
z ja annetaan z — 0

sinmz z z
1 — — 1i 9(z) _ n — g(2)
lim —W—ilr%e ||<1 )6 e .

z—0 z n
neZ
n#0
Siis
. ¥ z
sinmz = ﬂzH <1 — —) en.
n
nez
n#0

Téten funktiolla sin 7z on genus 1. Voidaan vield uudelleenjérjestiaé tulo kertomalla
—n ja n termit yhdesséa, niin saadaan esitys

sinmz =72 ﬁ (1 - Z—Z) . (7)

4 Gammafunktio

Tarpeellinen teoria on kehitelty, joten voidaan aloittaa gammafunktion konstruointi.
Esimerkissé (3.5) 16ydettiin sinifunktiolle nollakohdistaan koostuva tuloesitys. Kéy-
daan nyt prosessi toiseen suuntaan. Valitaan yksinkertainen joukko nollia, muo-
dostetaan niisté tulo ja katsotaan, jos pééstéisiin johonkin mukavaan funktioon.
Annetaan funktion nimeksi G. Olkoon G nolla negatiivisissa kokonaisluvuissa.
Pédtetddn ettéd funktion nollaton osa on vakiofunktio 1 ja esimerkin (3.5) tapaisesti
lisdtdsn tuloon aputekijiat e */™ suppenemista varten. Paddytdsn funktioon

G(z) = ﬁ <1 + %) e/,

On selvid, ettd G(—z) = 0, kun z on positiivinen kokonaisluku ja tulo 2G(2)G(—z)
on nolla kaikilla n € Z. Kun maéritelméat avataan auki, nahdaén, etté

AG()C(—2) = 2 ﬁ (1 _ Z—Q) _ snmz (8)

™

Origon nolla ilmaistiin kertomalla G(z)G(—z) funktiolla z, mutta tamé ei ole
tarpeellista. Koska Z_o 4+ 1 = Z<p, voidaan siirtdd funktion G(z) syotteitd yhdelld
ja saavuttaa origon nolla ilman lisdtermié. Siis funktiolla G(z — 1) on kaikki samat
nollakohdat kuin funktiolla G(z), mutta myds yksi lisdd kun z = 0, joten lauseen
(3.1) nojalla

G(z—1) = 229 G(2),

7



missé ehdottavasti nimetty (z) on kokonainen. Sovelletaan esimerkisté (3.5) tuttua
tekniikka ottamalla logaritmiset derivaatat puolittain, jolloin padstddn tutkimaan
eksponentissa olevaa funktiota paremmin. Saadaan

(D)) o

n=1

Sarjat suppenevat itseisesti, joten voidaan muotoilla vasemmanpuolista sarjaa sum-
maamalla ensimméinen termi erikseen

i(ﬁ_%)zé_ljti(niz—nil). (10)

n=1 n=1

Vaihdetaan yhtélon (9) vasen pouli yhtélon (10) oikean puolen kanssa ja eristetaéan
v/ (z) siirtamélld muut termit toiselle puolelle.

= 1 1 = 1 1
/ :_1 _ _ _
e +Z:1(n+z n+1) Zl<n+z n)
' L "~ (11)
:—1 _ =
+;<n n+1) 0

missd sarjojen itseinen suppeneminen perustelee uudelleenjirjestdmisen. Osoitet-
tiin, ettd 7/(2) = 0 ja téten v on vakio ja funktiolla G patee funktionaaliyhtélo G(z—
1) = z¢"G(z). Hyddynnetddn tétd vakion + arvon selvittdmiseen. Mé&éritelméasta
ndhdéaén, ettd G(0) = 1 = e7G(1), josta saadaan

e’ =G(1) = ﬁ <1 + 1) e~ln (12)

n

n=1

N
. 1
— —y = 1\}5%0 5_1 (Log(n +1) — Logn — E)

N
. 1
= A}l_lgo (Log(N +1)— E ﬁ)

n=1

N—o0
n=1

N
1
— v =1li — —Log(N +1) | ~0.57722.
= (324 o)
Vakio on tunnettu nimelld Eulerin-Mascheronin vakio ja laskusta nahdain, etta
tatd on hyvé ajatella médreend sille, kuinka paljon funktion 1/z naiivi ylasumma
yliarvioi kuvaajan alla olevaa pinta-alaa valilla [1, co).

Jos merkitédén H(z) = €7*G(z), niin zH(z) = H(z—1) ja vihdoin méarittelemalld

1
T(z) =
(2) zH(2)
saadaan erityisen kaunis funktionaaliyht&lo
2(z) =T'(z+1). (13)

Avaamalla funktiot H ja G saadaan gammafunktion eksplisiittinen méaritelma.

8



Maaritelméa 4.1 (Gammafunktio).

D(z) = ﬁ (1 + 3)_1 e/ (14)

n

Tapa jolla I" konstruoitiin, kertoo sen olevan meromorfinen ja silld olevan navat
tarkalleen ei-positiivisissa kokonaisluvuissa. Napojen residyt saadaan funktionaali-
yhtéloa soveltamalla

' M(z+n+1)
Res(I', —n) = lim (2 +n)[(z) = A1) . crn—1)

) r() e
—n(l—n)(2—mn)...(=1) n!

Eulerin peilauslause saadaan hyodyntamaélld yhtaloa (8)

sin 7wz

=2G(2)G(—%) = zH(2)H(—=)

™

josta seuraa

Lemma 4.2 (Eulerin peilauskaava).
m

[(2)[(1 - z) =

sinmz
Saavutettujen tulosten avulla voidaan tehda johtopaételmia gammafunktion saa-
mista arvoista joissain pisteissd. Yhtalosta (12) ndhdéén, etta I'(1) = 1. Funktionaa-
liyhtéloa (13) soveltamalla saadaan yhteys kertomafunktioon eli I'(n) = (n — 1)!
kaikilla n € N... Asettamalla z = 1/2 yhtéloon (4.2) selvitetdén, ettd I'(5) = /7.
Huomataan, ettd funktioilla I'(2z) ja T'(2)T'(z + 1/2) on samat navat, silla

{-n/2|neN}={-n|neN}u{—-(n+1/2)|neN}

Siis lauseen (3.3) ja seurauksen (3.4) nojalla ef*)T'(22) = I'(2)I'(241/2), missé f(2)
on kokonainen. Yhtélo tunnetaan Legendren duplikaatiokaavana. Osoittautuu, etté
ef?) = 21722 /7 mutta tdmin todistamiseen tarvitaan gammafunktion logaritmin
toista derivaattaa, jota kutsutaan trigammafunktioksi.

Maéritelmésté (4.1) laskemalla saadaan

d d 1 = /z z
%logF(z) = (1og; —vz—k; <ﬁ —log(1 + E))

1 — (1 1
- - _ i 15
z Py—i_;(n n—l—z) (15)
2 o &9]

d 1 1 1
— @logF(z) = ;—i_;—(n%—z)? _Z—(n—l—z)Q'

n=0

Trigammafunktio esitettyné ollaan valmiita osoittamaan
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Lause 4.3 (Legendren duplikaatiokaava).

D(2)[(z + 1/2) = 21" %/7(22). (16)

Todistus. Aloitetaan ottamalla logaritmin toinen derivaatta vasemmasta puolesta.

d? d? > > 1
log T logI'(z +1/2)
ong (2) + d2og (z+1/2) nZ%n—i-z +nZ: (n+2z+1/2)?
— 4
(S te S s
> 1 d2
— = =92 _logT(22).

2
— (n+22)° dz
Integroimalla yht&lo puolittain kahdesti ja soveltamalla sitten puolittain eksponent-
tifunktiota saadaan
D(2)[(z 4+ 1/2) = et (22). (17)

Asettamalla z = 1/2 saadaan /7 = e”/2*? ja asettamalla z = 1 saadaan 1 /7 = et

Néistd konstruoidaan yhtaloryhmé

2logm = af2 + — (0TS (18)
log5 +5logm=a+b b= ;logm +log2
Sijoittamalla luvut a ja b yhtdloon (17) saadaan haluttu tulos. O

5 Stirlingin arvio

Monissa gammafunktion sovelluksissa on téarkeda tietdd, miten funktio kéyttaytyy
suurilla syotteilla. Funktion eksplisiittinen méaritelmé voi olla kuitenkin vaikeakayt-
toinen tahan tehtavaan. Tassd luvussa esitetddn skotlantilaismatemaatikon James
Stirlingin kehittdmé arvio gammafunktiolle, joka mahdollistaa tarkan estimaatin
saamisen kun z on suuri.

Lause 5.1 (Stirlingin arvio). Kun Rez > 0, niin

o= () (10 (1))

Todistus. Todistuksen idea ldhtee trigammafunktiosta. Muistetaan funktion sarjae-
sitys

Py =y
0 —_—
a2 08 “—~(z+n)’
Tavoite on muuttaa diskreetti sarja joksikin jatkuvaksi funktioksi. Tarvitaan siis
funktio jolla on residyt 1/(z+ v)? pisteissid v € Z<q ja jokin sopiva integroimispolku.

Maaritellaan -
$(C) = ?ji—& (19)
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huom. ¢ on muuttujan { = £ + in funktio, z on téssa vain parametri. Laskemalla
nahdaan oS T2
Res(mcotz,0) = limmzcot mz = lim ————— =1
20 z—0 sin(nz) /72

Koska cot 72 on jaksollinen ja sisdltda yhden navan periodissaan, niin kaikilla navoilla
on sama residy. Kunhan napa ei ole péillekkiin funktion 1/(z + ¢)? navan kanssa
Res(4,v) = 1/(z + v)?. Sopivaa integrointipolkua varten piirretéiéin suorakulmio
K, jossa vasen reuna kulkee imaginaériakselia pitkin —2Y — ¢} ja yldreuna kulkee
suoraan iY — n+1/24 Y.

Im

1Y

n In+1

_iv'\

Kuva 1: Suorakulmio K.

Idea on antaa suorakulmion kasvaa darettoméan kokoiseksi ja todistaa, etta asymp-
toottisesti neljastd integraalipolun suorasta vain imaginaériakselia pitkin kulkeva
suora vaikuttaa integraaliin ollenkaan. T&lloin integraali koko polun ympéri (jonka
tiedetdan jo olevan melkein yhtésuuri trigamma funktion kanssa) on yhtésuuri vii-
vaintegraalin kanssa imaginédariakselin yli. Tarkemmin

n+1/2—iY  n+1/24iY iy
T Y A B A CCRL 20)
—iY n+1/2—iY  n+1/2+iY
1 +iY
— Jim Jim o 00 = Jm i [ 600 2

Y14 madritelty (19) ¢ funktio omaa navan origossa ja integrointipolku menee
suoraan origon lapi. On siis tarkasteltava epéoleellista integraalia, jossa integroin-
tipolku kiertda origon e séteiselld puoliympyrélla. Puoliympyra voisi kiertda origon

11



vasemmalta tai oikealta. Valitaan se kiertamaéan oikealta ja nimitetdan tama inte-
graalin padarvoksi.

Kuva 2: Uusi integrointipolku, jossa origon kiertdvan puoliympyran sdde lahestyy
nollaa.

Tasta aiheutuu se, ettd integraaliin lasketaan mukaan puolet origon navan residysta.
Siis yhtdlon (21) vasen puoli on ennestddn tuttu trigammafunktio, miinus yksi
lisdtermi ﬁ

Yhtéalon oikea puoli on helpommin késiteltava objekti, joten yhtdsuuruuden todis-
taminen (siis yhtédlon (20) todistaminen) on ensimméinen tehtéva Stirlingin arvion
todistamiseen.

Lahtokohta on yhtéalo

1 1 - 1
PL.V. o— £¢(C)d( =52 + Z T (22)

v=0

Integrointipolun vaakasuorilla janoilla cot 7{ lahestyy =44, kun suorakulmio kasvaa.
Erityisesti silloin ¢({) — 0, joten integraali naitd pitkin ldhestyy nollaa. Jokaisella
mahdollisella oikeanpuoleisella pystysuoralla, missé reaaliosa & = n + 1/2, funktio
cot m( on rajattu. Koska cot w( on jaksollinen, raja on sama kaikilla n. Siis itseisarvo
integraalista oikean janan yli on vakiokerrointa vailla

’C ’ .
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Maééritelldan uusi nelikulmion muotoinen integrointipolku P(R), jonka kulmapis-
teet ovat (n+1/2)—iR, (n+1/2)+iR, —R+iR ja —R—iR. Kun annetaan R — oo,
niin integraali oikeanpuoleisen janan yli samaistuu integraaliin (23). Tehtavina on
osoittaa, ettd integraali muita janoja pitkin ldhestyy nollaa, jolloin integraali koko
polun ympéri on sama integraalin (23) kanssa. Erityisesti talloin haluttu integraali
saadaan ratkaistua residylaskennalla. Lisdtty osa saadaan osoitettua nollaksi kéyt-
tamalld ylaarviota | [ ‘ < LM, missé M on funktion f arvoista supremum ja L on
integrointipolun pituus

—R+iR ; oR
/ i 5 < 5 — 0
¢ + 2] IR+ y|
(n+1/2)+iR
—R—IR

dn 2R
< — 0
/ IC+ 22 7 |R+ )

—R+iR
(n41/2)—iR ]
R
[ v
¢ + 2| R+
—R—1R

kun R — oo.
Residylaskennan helpottamiseksi tehdadn huomio, ettd integrointipolulla ¢ =
n+1/2+in, joten ( =2n+1—( ja

[ e ) o
C+2> (C+2)2n+1-¢+2)

E=n+1/2 E=n+1/2
Integroitavan funktion navat ovat pisteet (; = —z ja (o = Z + 2n + 1. Kuitenkin,

koska Rez > 0 ja Re( < 2n+ 1, niin napa (, ei kuulu integroimistien sisdalueeseen,
joten

dn 1
=2m lim (( + 2
| T i e
&=n+1/2 (24>
B 2m
S 2n4 1+ 22
Siis yhtalosséd (22) integraalin ja téten halutun summan tarkasteleminen redusoituu
imaginééariakselia pitkin kulkevan kiyréintegraalin | £=0 #(¢)d( tarkastelemiseen.
Kéyttden identiteetteja cot(—z) = — cot(z) ja coth(z) = icot(iz) voidaan kir-
joittaa integraali muodossa

— 0, kun n — oc.

1 [ 1 [ 1 1
_ d¢ = = t i - d
271 J oo PO 2/0 cor {(2'77+2)2 (in—22] "
1 [ , —4inz
= 5/0 cot 7TZ’I'/ . md’r] (25)
o 2nz
= — th —dn.
/o ORI e
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Kéaannetaan merkki, niin integraali on haluttuun kiertosuuntaan. Viimein identi-
teettid coth 2 = 1+ 2/(e** — 1) soveltamalla voidaan kirjoittaa trigamma muodossa

2

d 1 < dnz dn < 2nz
—logD —————dn.
g2 ol =55+ /0 (2 + 222 (e — 1) /0 2+ 222

1 1 < dnz dn
— S+ — d
et G

(26)

missd ensimmaisen rivin oikeanpuolimmaisin integraali evaluoitiin substituutiolla
u = 1n?+2%. Esityksen ensimmiiset kaksi termi ovat jopa lukiolaisille tutun nikéisii
ja integraalitermi suppenee erittdin nopeasti. Tarkoitus on 16ytdd gammafunktion
esitys, joten (26) pitaé vield integroida kahdesti ja syottééd eksponenttifunktioon.
Oletuksella Re z > 0 voidaan integroida yhtalo puolittain muuttujan z suhteen

d 1 < dnz dn
dzlogF() C’+logz——+// 772+2’2 627rn_1dz
dn
_0+1ogz——+/ / +22 e s — 1(*) (27)

dn
=C+1 - —
+logz 2z /0 n? +z2e27”1—1

Kohdassa (x) n suhteinen integraali suppenee tasaisesti jokaisessa kompaktissa os-
ajoukossa D C {x+iy € C |z > 0}, joten z suhteinen integraali voidaan siirtdé sen
sisélle.

Jos integroidaan heti uudestaan ilman kikkailua, niin termi 1/(n*+22) integroituu
funktioksi arctan(z/n), jonka arvot eivét ole yksikésitteisid. Voidaan vélttyd talta
osittaisintegroimalla

< 2n dn 1 [ 22—n? o
/0 n? 4 22 2™ — | - ;/0 (2 + 22)2 Log(1 — ")dn, (28)

missi termi jota derivoitiin oli 2n/(n*+ z?) ja termi jota integroitiin oli 1/(e*™ —1).
Kun (28) integroidaan muuttujan z suhteen saadaan

1 [ z
=—= Log(1 — e *™)dn.
7T/0 e og( )dn

Eli log gamma saa muodon

z 1
2 + 22 LOg 1— e—27r77

1 1 [
logT'(z) = Cy + C1 2z + (z - —) log z + —/ dn,  (30)
2 ™Jo M

missé C7 on kohdan (27) C' — 1. Integrointijarjestyksen muuttaminen on sallittua,
koska (28) suppenee tasaisesti. Seuraava tavoite on ratkaista parametrit C; ja Cs.
Néamé saadaan selvitettyd funktionaaliyhtéloitd soveltamalla, mutta ennen tétda on
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todistettava, ettd yhtdlon (30) integraali on erittdin merkitykseton. Nimetddn inte-

graali
1 [~ =z 1
J(z) = —/0 - log = 6727md77' (31)

Kun yhtélod katsoo, on helposti uskottavissa, ettd J(z) — 0, kun z — oo olet-
taen, ettd z ei ole imaginadriakselin lahettyvilla. Tehdadn vaitteestd tdsmaéllinen.
Oletetaan, ettd Rez > ¢ > 0. Voidaan jakaa integraali kahteen osaan

21/2 |
dn. 2
/ /I/zﬁ/ 77+z2 T (32)

Integraalissa J; pétee n < |z/2|, joten |n? + 22| > 2> — [n]* > |2 — |2/2|* = 3|22

Siis
Al = 32| / &1 6_27”7

Integroitava funktio ldhestyy eksponentiaalisella nopeudella funktiota logl = 0,
joten integraali suppenee (tésté tarkempi todistus aputuloksissa). Taten Ji(z) — 0
kun z — oo.

Integraalissa Jo pitee n > |z/2|, joten |n? + 2

1 [ 1
Jo| < — log ———.
] ﬂc//Q ©8 1 —e2m

z

2| =z —in|- |z +in| > c|z|. Siis

Integraali suppenee, joten |Jo| — 0, kun z — oco. Vakion C} arvo voidaan selvittda
funktionaaliyhtdlolld log I'(z + 1) = log z + log I'(z). Siis

Co+Ciz+Cr+ (2+1/2)log(z+ 1)+ J(2 + 1)

=Cy+Ciz+ (z+1/2)logz + J(2), (33)
joka sievenee muotoon
Cr=—(2+1/2)log(1 +1/2) + J(2) — J(z + 1).
Kun paastetdan z — oo, niin ndhdaan, ettd ¢y = —1. Vakio C; saadaan selvitettya

ottamalla logaritmi Eulerin peilauslauseesta I'(2)I'(1 — z) = 7/ sinwz. Valitsemalla
z = 1/2 + iy saadaan

205 — 1 + iy Log(1/2 + iy) — iy Log(1/2 — iy) + J(1/2 + 1y) + J(1/2 — 1y)
= Logm — Log cosh wy + k271,

34)

missd k € Z. Valitsemalla y = 0 voidaan soveltaa tietoa I'(1/2) = /7, niin saadaan
Logm = Logm — Logcosh 0 + k2mt — k= 0.
Pédstetddn y — oo, niin J(1/2 + iy) ja J(1/2 —iy) — 0. Sievennetéén logaritmit

yhdeksi termiksi
: 1/2 + iy . 1—2iy —2
Log ——| = L — (-1
Zy{ Ogl/Q—iy} Zy{ Og( L =2y ( ))}

2
=7 ,+ L 1-—
37 |:7TZ+ og( 1 —22’3/)} ,
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jolloin voidaan selvemmin kirjoittaa logaritmi Taylorin kehitelménd. Summataan
ensimmainen termi erikseen

2 1 = 2"
iy |mi+ Log (1 - — oy +1- S T (35
Y {WH Og( 1—2@)] LT T Ty, Zy;;n(l—zzyﬁ (35)

Jéljelle jaaville sarjalle saadaan majorantti

WY | <1 g =
2Zy 2 T

ly|"

= —— — 0,kun y — o0.
lyl =1

Viimeinen yhtélon (34) termi saa muodon

—27ryn
Log cosh my = Log(e™(1 + e *™)) — Log 2 = my — Log 2 + Z (—1)"*H,
n=1
Oikeanpuoleiselle sarjalle saadaan majorantti
0 e—2myn e—2my
—1)" rmnl — 50, k —
Eli kun y — oo, yhtdlo (34) saa muodon
20 — 1 —my+ 1+ € (y) = Logm — my + Log 2 + e3(y)
1
= (= 3 Log 27.
Siis yhtélo (30) saa muodon
1 1
logT'(2) = 5 Log2m — z + (z - 5) Log z + J(z). (36)

Kun tama syotetadn eksponenttifunktiolle, saadaan

D(z) = @ (z) 7). (37)

Tiedetédén jo, ettd J(z) — 0, kun z — oo, mutta voidaan vield kysyé kuinka nopeasti
tdmé tapahtuu. Kayttamaélla aiempaa paloittelua ndhdaén, etta

4 1
< z
’J1<Z)| 37T| |C < Z

Hantédintegraalin laskeminen on tyoladmpaé

1 [~ 1
| J2(2)] < —/| Log T— = dn-

e z/2|
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Erotetaan logaritmit toisistaan. Logaritmi 1 on nolla, joten saadaan

co 0 _2mnn

(2] < /| " Log(1 — ey = /| > -

% %

dn.

Monotonisen konvergenssin lauseen nojalla saadaan siirtdé integraali sarjan sisélle

e~ Tlzn el

—7|z|n -
<<Z < ¢ — <

= |Jy(2 |<<Z

Siis J(2)
1

el(z) =

= Ji(2) + Jo(2) = O(1/z) ja téaten Taylorin kehitelmélld n&dhddan, ettd
+0(1/z

/z), joten (37) saa halutun muodon

I(2) = @ (Z) (1 +0 (%)) (38)

Useimmissa Gammafunktion sovelluksissa funktiosta kiytetdan esitysté

I(z) = /0 ety (39)

joka voidaan osoittaa olevan yhdenpitava tutkielmassa esitetyn méaritelméan kanssa.
Tama voidaan saavuttaa Stirlingin arviolla.
Merkitéén toistaiseksi F'(z fo e~tt*1dt. Osittaisintegroimalla nihdéiin, etta

F(z+1) = / e 'trdt = z/ e 't = 2F(2).
0 0

Siis I toteuttaa gammafunktion madrittavin funktionaaliyhtélon ja siksi F'(z)/T'(2) =
F(z+1)/T'(z +1). Eli funktio F'(2)/I'(2) on 1-jaksollinen. Kun x > 0, molemmat
F ja T ovat holomorfisia ja nollasta eroavia, siis F(2)/I'(z) = e9%*), missd g(z) on
kokonainen. Kertomalla yht&lo puolittain funktiolla I'(z) ja evaluoimalla yht&lo, kun
z = 1 nihd&én, ettéd e9) = 1 kaikilla z € N. Pit#i vield osoittaa, ettd F/(z)/I'(z) on
rajoitettu, niin Liouvillen lauseen nojalla funktio on vakiofunktio ja téssé tapauk-
sessa 1.

Tiedetéén jo, ettd funktio on 1-periodinen, joten riittdé osoittaa, ettd funktio on
rajoitettu, kun 1 < z < 2. Selvésti

|F(2)] < /UOO e " ldt = F(x) # oo.

Yee)

> m |2 > /2 |z|1/2 2> Vore 2 >0

2|12 e

Stirlingin arviolla

IP(2)| =

@

Siis F' on rajoitettu, I' on alhaalta rajoitettu, joten F(( )) on rajoitettu ja taten vakio-

funktio. Siis I'(z) = F(z) pisteissé, missd molemmat ovat mééritelty.
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6 Yhteenveto

Loydettiin, ettd daretonta lahestyvalla lukujonolla (ay, )nen, @, # 0 Vn € N on perhe
kokonaisia funktioita, jotka ovat muotoa

oo
zmeg(z) H (1 — i) eﬁ"'%(ﬁ)%—ﬁ(ﬁ)]\[n
n=1 an
Néma saavat kaikki arvokseen nolla, kun 2z on jokin lukujonon jasen.

Pohdittiin yksinkertaista tapausta, jossa a, = —n, josta saatiin funktion G(z)
méaaritelmé. Yrittamalld sieventdd tamaéan funktionaaliyhtédlod 16ydettiin Eulerin—
Mascheronin vakio v ja tutkielman padtavoite gammafunktio I'; jolle pétee identi-
teetti 2I'(2) = I'(z 4+ 1).

Lopuksi osoitettiin joitain gammafunktion identiteettejé, sen tunnettuja arvoja
ja Stirlingin arvio, joka antaa yksinkertaisen tavan laskea erittdin hyvéin estimaatin
gammafunktiolle isoilla syotteilld. Stirlingin arviolla saatiin tutkielmassa esitetty
gammafunktion maaritelma yhdistettyd maéritelméén, joka on kirjallisuudessa yleisempi.
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7 Aputuloksia

Lemma 7.1. Jos f ja g ovat kokonaisia, niin f o g on kokonainen.

Todistus. Merkitdan h = f o g ja 2 = x 4+ 1y. Koska f, g kokonaisia, tiedetaéan

or _of
oxr Oy
99 _ 99
oxr Oy

Laskemalla nahd&an

Oh _0f0g _0f .09 _ 0f
oy 090y 0g dxr  Ox
O

Lemma 7.2. Jos g on kokonainen ja aina nollasta eroava, niin i on kokonainen.

Todistus. Valitaan f = i ja g kokonainen ja aina nollasta eroava. Nyt f: C\{0} —
C on kokonainen, joten f o g kokonainen (7.1). ]

Lemma 7.3.

ﬁ(u%):NH

n=1

Todistus. Merkitaan tuloa Py

al 1 al n+1
LogPN:ZLog 1+ﬁ :ZLog -
n=1

n=1

N
= ZLog(n + 1) — Logn = Log(N + 1)
n=1

— PN:N+1

Lemma 7.4. Integraali

/ < Anz dn
0 (772 + 22)2 e2m™m — 1

suppenee tasaisesti, kun z € D, missi D C {x +iy € C | x > 0} on kompakti.

Todistus. Nimetadn lemman integraali f, ja maaritellddn f, osaintegraalina

fn(2)2/0n< Anz dn

772 + 22)2 e2mn _ 1

Nyt
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1f(2) = fo(2)] =

/OO 4nz dn < /°° An dn
n (n2 + 22)2 e2mm 1| — n |Z|3 e2™m — 1

< — — dn.
N |Z’3/n e — 1 7

Koska D on kompakti, 1/|z|® saavuttaa maksiminsa ja sitd voidaan ajatella vakiona.
Integraali léihestyy nollaa, kun n — oo, joten mille tahansa e voidaan valita N, s.e.
Sﬁfoo dn < € kaikille z € D jan > N. O

(40)

n 627rn 1

Lemma 7.5. Integraal

> 1

suppenee.

Todistus. Ensin huomataan

[e%9) 1 B (o9 [eS) o

Integraali nollasta on tietenkin nolla, niin tarkastellaan vain oikeanpuoleista itne-
graalia. Huomataan, ettd selvasti jonkin &érellisen vélin jélkeen voidaan kayttda
logaritmin Taylorin kehitelméa.

) co X _2mnn
/ log(1 — e ?™dn = C — / Z ‘ : (42)
0 0

n
n=1

Maaritelladn fy integroitavan sarjan osasummaksi. Nama fy integroituvia ja fyiq >
J +
fn ja tietenkin fy — integroitavaa sarjaa, joten monotonisen konvergenssin lauseen

nojalla voidaan vaihtaa integraalin ja summan jérjestysta. Jatetddn vakio C' huomioimatta

ja katsotaan vain integraalia

oo X e—2mmn [ -9 - 0
/0 ; —Z / o Z / —QZZ o Z 27rn2' (43)

n=1

Harmoninen sarja tunnetusti suppenee, joten lemma on todistettu. ]
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