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Bunch=rypis(joukko satunnaismuutujia tietyssi kontekstissa)
Contextuality-by-Default: standardikontekstuaalisuus
Quantum contextuality: kvanttikontekstuaalisuus
Quantum entanglement: lomittuminen

Coupling: kytkenta

Connection: liitos

Coupling event: kytkentatapahtuma

Content: sisilto

Context: konteksti

Co-occur: tapahtua samanaikaisesti

(Non)locality: (epd)lokaalisuus

Stochastically unrelated: stokastisesti erillinen
Self-coupling: Itseis-kytkenta



1 Johdanto

Standardikontekstuaalisuusteoria (Contextuality-by-Default theory) on standardin
todennikdisyysteorian mukainen teoria, joka huomioi eksplisiittisesti ja oletusar-
voisesti useiden erillisten todenndkdéisyysavaruuksien tarpeen silloin, kun tarkastel-
laan tilastollisesti erillisié kokeita. Teorian motivaationa on toiminut psykologian ja
kvanttifysiikan ongelmat, etenkin kvanttikontekstuaalisuuden kuvaaminen. Teorian
kehitys on ldhtenyt psykologian alalta, mutta myos kvanttifysiikka on sen térkea
sovelluskohde, koska kvanttifysiikan puolelta 16ytyy aineistoja, joita on todella han-
kala mallintaa muilla tavoilla kontekstuaalisuutta kiyttamattd. Lahtokohtana on
satunnaismuuttujien maaritteleminen sen perusteella, mitd mitataan ja missd olo-
suhteissa mittaus tapahtuu. Tarkeimpéané téssd on mittausolosuhteiden erottelu eri
konteksteihin. Standardikontekstuaalisuusteoria, kiytetdan téstd jatkossa kompak-
timpaa CbD-teoria lyhennettd, jakaa satunnaismuuttujat toisistaan erillisiin kon-
teksteihin, joiden vilille ei voida muodostaa yhteisjakaumia. Perinteinen todenné-
koisyysteoria ei vastaavasti tarkkaan madritd milloin satunnaismuuttujille voidaan
maéadritelld yhteisjakauma ja milloin ei. Tdma tarkennus antaa paremmat tyokalut
tilastollisen riippuvuuden mallintamiseen hankalissa erikoistapauksissa, esimerkiksi
juuri kvanttifysiikan alalla.

Tarkoituksena on luoda R-ohjelmisto, jolla voidaan tarkastella havaintoaineiston
kontekstuaalisuutta niin sanottujen dikotomisten syklisten systeemien tapauksessa.
Tama voidaan suorittaa ainakin kahdella eri tavalla, ja tarkoituksena on vertailla
ndiden tapojen tehokkuutta eri tapauksissa generoituja aineistoja hyviksi kiyttéen.

Luvussa kaksi esitelldén varsinainen standardikonteksuaalisuusteoria (CbD) péé-
piirteisesti menematta vield yksityiskohtiin. Luvussa kolme kiydiin tarvittavia pe-
rusasioita lapi, jotta varsinaiseen teoriaan padstdan sisille. Ehkd tarkeimpand asiana
on se, miten teoria poikkeaa perinteisestd todennikoisyysteoriasta. Tilastotieteelli-
nen riippuvuus tullaan médrittdmaian hieman normaalista poikkeavalla tavalla. Lu-
vussa nelja tutustutaan joihinkin kvanttimekaniikan asioihin. Vaikka tamé& ei ole
varsinaisen mielenkiinnon kohteena, kisittelemme asioita, jotka auttavat ymmaérta-
méadn kasiteltdvaid teoriaa. Kvanttimekaanisten aineistojen kiyttiytyminen saattaa
olla erittdin outoa verrattaessa mihinkdan muualla tavattaviin aineistoihin. Tamén
vuoksi on hyva kisitelld hieman kvanttimekaniikan perusasioita liittyen kyseiseen
ongelmaan, jota pyritdan mallintamaan. Luvussa viisi ja kuusi késitellddn konteks-
ti ja kytkennét, jotka ovat harvinaisempia tyokaluja joita kiytetddn CbD-teoriassa.
Varsinainen teoria funktioineen esitetdén ja todistetaan luvussa seitsemén, ja luvus-
sa kahdeksan padstddn kdytdnnon testaukseen generoiduilla aineistoilla.

Téssa tyossa kiytetyt koodit on kirjoitettu R-ohjelmistolla, ja kaikki ndma koodit
16ytyvéat liitteend tyon loppuosasta.



2 Standardikontekstuaalisuusteoria

Standardikontekstuaalisuusteoria on tilastotieteellinen mallinnustapa, jota kiyte-
tdan muun muassa mallintamaan kvanttitason kontekstuaalisuutta. Tarkemmin ky-
seessd on normaalista poikkeava lahestymistapa todennéikoisyysteoriaan. Perinteinen
Kolmogorovin todennakoisyysteoria ei anna riittavid tyokaluja madradmasan milloin
satunnaismuuttujilla on yhteisjakauma. Varsinkin kvanttimekaniikan kannalta tar-
vitsemme tarkemmat méaarittelyt sille, milloin satunnaismuuttujilla on yhteisjakau-
ma, milloin ei. Mité se tarkoittaa, ettd kahdella satunnaismuuttujalla ei ole olemassa
vhteisjakaumaa, ja miten muuttujien vilinen korrelaatio liittyy tdhin. Kyseessd on
siis vaihtoehtoinen teoreettinen pohja todennakoisyysteorialle, mitd voidaan pitda
laajennuksena tai tarkennuksena Kolmogorovin todennédkoisyysteorialle. Teoriaa ei
siten voida todistaa tai kumota empiiriselld datalla. Kyseessi ei ole luonnon ilmiota
kuvaava malli, vaan teoreettinen pohja todennikdisyysteorialle.

Teorian varsinaiselle tarpeelle ldhtokohtana on kvanttimekaniikan ja klassisen
fysiikan vilinen ristiriita, mikd hankaloittaa huomattavasti esimerkiksi tilastollista
mallintamista kvanttifysiikan tutkimuksissa. Vaikka tdmé& on térkein sovelluskoh-
de teorialle, se ei tarkoita ettei sitd hyodynnettiisi kvanttimekaniikan ulkopuolella.
Epéikontekstuaalisuuden suhteen kvanttifysiikan puolella ongelmana voi olla esimer-
kiksi kokeellinen mittaus lomittuneista hiukkasista. Saadaan aineisto, jossa on kaksi
satunnaismuuttujaa, jotka joko korreloivat vahvasti tai ovat jopa taydellisesti toi-
sistaan riippuvia. Tilastotieteiliji normaalisti paittelee, ettd muuttujien vililla on
joko syy-seuraussuhde tai on olemassa jokin taustamuuttuja joka selittda riippuvuu-
den. Tosin samanaikaisissa spin-mittauksissa syy-seuraussuhde, eli suora vaikutus,
on mahdoton klassisessa mielessé, koska tieto tai "vaikutus” ei voi kulkea valoa
nopeampaa. Tamaén takia klassiset fyysikot kannattavat taustamuuttujamalleja se-
littdmaan korrelaatiota. Kvanttifysiikan teorian mukaan taas taustamuuttujat eivét
riitd selittdmaéin havaintoja, mikd johtuu kvanttikontekstuaalisuudesta.

Yksinkertaisissa tilanteissa havaitut korrelaatiot olisivat viela selitettdvissa sa-
masta ldhteestd tulevien hiukkasten kantaman informaation avulla, mutta timé ei
endd valttamatta toimi kun yhdistetddn korrelaatiot eri asetuksilla tehdyilld kokeil-
la. CbD-teoria antaa tavan vastata tdhin ongelmaan, tai ainakin antaa jirkevin ta-
van mallintaa ilmiété ilman, ettd todennéikdisyyslaskennan sdintja tarvitsee muut-
taa. Epdkontekstuaalinen vaikutus voidaan kuvata kiyttden kytkentéd, jolloin mate-
maattisesti ’kierretddn” kvantti- ja klassisen fysiikan vilinen ristiriita, tai tarkemmin
sanottuna ristiriidan aiheuttamat mallinnusongelmat. FEpdkontekstuaalisuutta voi-
daan etsid ja mitata tilastotieteen keinoin, ilman etta fyysikot syyttavit meitd luon-
nonlakien rikkomisesta. Uuden mallinnustavan kiyttidminen tuntuu myos jotenkin
luonnolliselta, koska kvanttifysiikassa esiintyvit vaikutukset voivat olla hyvin taval-
lisesta poikkeavia. Koska kuvataan asioita, joihin ei olla makrotasolla térmétty, on
loogista etteivat vanhat metodit valttdmatta suoraan sovellu.

CbD-teoria mallintaa satunnaismuuttujia, jotka on mééritelty niiden kontekstin
(context) ja sisdllon (content) avulla. Sisdltd madrittaa sen, mitd satunnaismuuttu-
ja kuvaa. Kontekstilla rajataan muuttujien vélistd riippuvuutta, siten ettd satun-
naismuuttujat voivat olla yhteisjakautuneita vain jos ne jakavat saman kontekstin.
Koemittauksessa sisallon siis madrittad se mitd mitataan, ja kontekstin maarittaa



se minkilaisissa olosuhteissa mittaus tapahtuu. Teoria siis késittelee toisistaan ti-
lastollisesti erillisid satunnaismuuttujien "ryppéitd” (bunch), jossa ryppéiden sisilld
muuttujat voivat olla riippuvaisia toisistaan. Naitd ryppéita, eli konteksteja, yhdis-
tavit toisiinsa muuttujat, jotka omaavan saman siséallon.

Ennen kuin péistédn itse varsinaiseen teoriaan, kiymme lipi sen osa-alueita.
Teoria kayttdd hyvaksi kytkentdja, minka lisdksi kasitteet kuten konteksti ja kon-
tekstuaalisuus pitda madritelld. Kdymme myos lapi pintapuolisesti kvanttimekanii-
kan teorioita ja tuloksia, koska tdméa tarvitaan selittimé&dn motivaatiota teorian
taustalla, tai ainakin teorian logiikan ymmértdminen vaatii tutustumista joihinkin
kvanttimekaniikan ilmidihin. Tietyt kvanttimekaniikan asiat sotivat tavallista deter-
ministista logiikkaa vastaan, joten ndma asiat taytyy ottaa erityisesti huomioon. Sité
ennen kiymme ldpi todenndkdéisyysteorian perusteita korrelaation, riippumattomuu-
den ja yhteisjakaumien osalta, koska naihin perusasioihin tdytyy menni normaalia
syvemmalle laajentaen joitain perusteoreettisia tyokaluja. Néitd perusasioita késitel-
1a4n juuri siksi, ettd niihin kohdistuu jokin muutos. MyShemmin soveltavassa osassa
kiytetddn suoraviivaista bootstrap-otantaa ja lasketaan Bonferroni-korjattuja luot-
tamusvileja. Koska néité ei kiytetd normaalista poikkeavalla tavalla, nama oletetaan
tutuiksi, ja siksi niiden teoriaa ei késitelld erikseen. [12],[13]



3 Tilastollinen riippuvuus, riippumattomuus ja yh-
teisjakaumat

Maéritellidn ensin joitain tilastotieteellisid termejé, jotta voidaan kisitelld varsi-
naista teoriaa. Yleisesti tilastotieteellisié teorioita sovelletaan johonkin kiytidnnon
ongelmaan, ja katsotaan miten saadaan aikaan hyodyllisid tuloksia. Deterministises-
ti méidritettyja tapahtumia mallinnetaan jollain todennikoéisyysmallilla. Kvanttify-
siikan tapauksessa kaytettavit tilastotieteelliset teoriat ovat “sotkeutuneet” osaksi
itse ongelmaa, jolloin tilastotieteellisten perusteorioiden maérittely tulee tarkeéksi.
Kvanttifysiikan rakennetta voidaan pitdd “epéselvina” tai ainakin sitd yritetddn nyt
kuvata jollain tavalla. Voimme luoda jollekin ilmidlle todennékoisyyksiin perustuvan
rakenteen, teemme sen perusteella mittauksia, ja ndiden perusteella saamme vaikka
aikaiseksi todennikdisyyksiin perustuvan mallin, joka selittdd osan maailmankaik-
keuden rakenteesta. Téssé ajatusmallissa voidaan havaita mahdollinen kehdpéitel-
mé, silld kvanttitasolla systeemissé voi olla aitoa satunnaisuutta. Kun sovitetaan eri
tilastotieteellisii malleja, voivat ndma vaikuttaa oletuksiin mallinnettavan ilmion ra-
kenteesta. Meidan on lukittava tarkkaan kiytettavit todennikdisyysteorian menetel-
mat ja maaritelmat, kun kvanttimekaniikan rakenteita mallinnetaan. Taméan takia
eri menetelmid ei voida mielivaltaisesti kiayttda kdytdnnon mittaustuloksia tutkit-
taessa.

Perinteinen utilitaristinen tilastotieteen soveltaminen ei nyt ole soveliasta, eli
ei riitd ettd saadaan "hyodyllisid”, mutta epaeksakteja tuloksia. Esimerkkiné tasta
toimii juuri lomittuneiden hiukkasten tapaus. Taustamuuttujien kiytto noudattaa
klassisen fysiikan ndkemysté ja suora syy-seuraussuhde puoltaa kvanttifysiikan kan-
taa. Malleja ei voida kiyttda vain konkreettisten tulosten mallintamiseen. Varsinkin
kun klassinen fysiikka tulkitsee maailman deterministiseksi ja kvanttifysiikka taas
mahdollistaa oikean satunnaisuuden. Tamén takia kdytetyt tilastotieteelliset mallit
voivat tietyssd mielessa vaikuttaa jopa sithen miten satunnaisuus méaritetaan.

3.1 Kvanttikorrelaatio

Kvanttifysiikassa (kvantti)korrelaatiolla tarkoitetaan kahden muuttujan tulon odo-
tusarvoa. Odotusarvoa kiytetddn korrelaation mittana, koska sen ddriarvot anta-
vat sopivasti joko 1 tai —1, riippuen havaintoparin tuloksesta. Esimerkiksi spin-
mittauksissa saadaan tuloksena joko ylos tai alas, jota merkitdan vastaavasti arvoil-
la 1 ja —1. Nyt saman suuntaiset spinit saavat tulona arvon yksi, ja vastakkaissuun-
taiset arvot saavat tulon arvon miinus yksi. Tatd pidetddn riittdvina korrelaation
mittana. Yleisemmin

(AB)=1x1xPA=1,B=1)+1x(-1)x P(A=1,B=-1)
+(-1)x1xPA=-1,B=1)4+(-1)x (1) x P(A=-1,B = —1),
tai kun oletetaan muuttujien dikotomisuus:

(ABy=Pi1+P1_1—P_1—Pq;.
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Monesti kiinnostuksen kohteena on dikotomiset muuttujat, jotka ovat taydelli-
sesti korreloituneita. Tosin voi olla esimerkiksi mittavirheen aiheuttamaa heittoa,
jolloin liikutaan &ériarvojen vililld. Vaikka kvanttikorrelaatio poikkeaa tavallisesti
korrelaatiosta, néilld ei ole eroa, kun muuttujien A ja B odotusarvot ovat nollia.

3.2 Tilastotieteellinen riippumattomuus

Perinteinen todennékoisyysteorian médritelma tilastotieteelliselle riippumattomuu-
delle ei ole riittdva, tai tehokas, kasiteltdvien kvanttiteorian ongelmien kannalta.
Tarkemmin sanoen se ei kerro milloin pitéisi olettaa riippumattomuus ja milloin yh-
teisjakaumaa ei ole olemassa. Moderni todennékoisyysteoria perustuu pitkalti 1930-
luvulla Andrey Kolmogorovin kehittdmiin aksioomiin, jotka luovat mittateoriaan
perustuvan pohjan todennékoisyyslaskennalle. Kritiikkind Kolmogrovin mallille voi-
daan sanoa, ettd se pitda tilastollista riippumattomuutta matemaattisena sattuma-
na, eikd fundamentaalisena suhteena. Jos teet taniddn nopanheittokokeen, ja seuraa-
vana paivani toisen vastaavan kokeen, ei ole jiarkevid testata kokeiden riippumat-
tomuutta riippumattomien tapahtumien kertolaskusddnnolld. Piin vastoin, kokeet
tiedetdan rakenteellisesti toisistaan riippumattomiksi, eikd niille ole jarkevid aset-
taa yhteisjakaumaa, miké tarvittaisiin kertolaskusdannon kiayttoon. Nyt on tehtava
selvd ero tilastollisen riippumattomuuden (stochastic independence) ja stokastisen
erillisyyden (stochastic unrelatedness) kanssa. Jotta muuttujat olisivat tilastollisesti
riippumattomia, on niiden matemaattisesti kuuluttava samaan avaruuteen. Toisin
sanoen mittausten tapauksessa, niiden tdytyy tapahtua samanaikaisesti tai muu-
ten olla jotenkin liitettdvissad toisiinsa. Satunnaismuuttujia, joilla ei ole tekemista
toistensa kanssa, eli stokastisesti erillisia satunnaismuuttujia, ilmenee myo6s tieten-
kin perinteisessd Kolmogrovilaisessa todennékoisyysteoriassa, mutta niiden vélille
ei ole madritelty minkdénlaisia kytkoksia tai funktioita.[4],[7],[9]

Esimerkki 1. Nopan heitto

Otetaan esimerkiksi pari yksinkertaista nopanheittokoetta. Ensiksi heitetddn yh-
td noppaa monta kertaa perdkkdin. Tuloksista saadaan kaksi satunnaismuuttujaa
seuraavasti:

. {1 jos silméluku on pariton

0 muulloin

B {1 jos silmédluku on nelja tai suurempi

0 muulloin

Nyt muuttujat selvésti tapahtuvat samanaikaisesti(co-occur), koska ne kuvaa-
vat samaa nopan heittoa. Muuttujille A ja B saadaan mittausarvot aina parittain
samanaikaisesti. Toisin ajatellen muuttujat ovat saman taustamuuttujan Z funk-
tioita, joka téssd tapauksessa on nopanheiton tulos. Joka tapauksessa havaintojen
perusteella voidaan arvioida todenndkéisyydet P(A = 1N B = 1), P(A = 1) ja
P(B = 1). Jos yhteistodennikoisyys saadaan yksittéisten todennékoisyyksien tulo-
na, voidaan todeta muuttujat toisistaan riippumattomiksi. Tata riippumattomuutta



ei voida todeta ennalta, silld se riippuu nopan painotuksesta. Painottamattoman no-
pan tapauksessa A ja B ovat tilastollisesti riippuvia. Riippumattomuus taas tulisi
esimerkiksi nopalla joka on painotettu tavalla:

silméluku 1 2 3 4 5 6
todennikéisyys : 0 %L }1 i i 0

Sama logiikka pétee jos heitetddn kahta noppaa samaan aikaan, ja otetaan mit-
taukset A ja B eri nopista. Mittaukset tapahtuvat yhdessé parittain, voidaan niille
luoda yhteisjakauma ja saadaan riippuvuus selville kertolaskusdannon avulla. Toi-
saalta voidaan erottaa heitot eri aikoihin. Muuttuja A mittaa maanantaina heitet-
tyjen noppien tuloksia, ja muuttuja B saa arvot tiistain heitoista. Edelleen saa-
daan laskettua P(A = 1) ja P(B = 1), mutta nyt emme voi estimoida arvoa
P(A = 1N B = 1). Muuttujia A ja B ei ole mitattu pareittain, eikii koeasetelma
tarjoa mitdan selvad tapaa mikd maanantain heitto liitetdan mihin tiistain heittoon.
Muuttujilla ei siis ole olemassa yhteisjakaumaa, niitd ei voida esittdd saman taus-
tamuuttujan funktiona. Tosin nyt voidaan todeta, ettd muuttujat ovat toisistaan
riippumattomat a priori. Téten voidaan viittad P(A =1NB =1),P(A =1) olevan
tulosddnnon mukainen muuttujien konstruktion takia. Téaté ei tarvitse empiirisesti
todistaa, eikd tatd voi empiiriselld datalla osoittaa vaédrdksi. Jos ndmi muuttujat
sattuvat korreloimaan, se ei vaikuta a priori tietoon, ettd muuttujilla ei ole mitdan
tekemistd toisensa kanssa, eli mahdollinen otoskorrelaatio on vain sattumaa.

Nyt jossain tapauksessa riippumattomuuden oletus mahdollistaa kertolaskusaén-
non paikkansapitdvyyden ja toisessa tapauksessa kertolaskusainto madrittad riippu-
mattomuuden. Tamé epikohta saadaan poistettua CbD-teorian mallissa, jossa tul-
kitaan tilastollinen riippumattomuus mahdolliseksi vain muuttujille, joille on maa-
riteltavissa yhteisjakauma. Muuttujat, jotka sijaitsevat eri mitta-avaruuksissa, eivit
voi olla tilastollisesti riippuvaisia tai riippumattomia. Niilla ei ole luontaista maéari-
teltya yhteisjakaumaa.|7]



4 Kvanttimekaniikan katselmus

Kvanttimekaniikan teoriat ja ongelmat eivit itse ole timéan tyon pddpainona tai tar-
koituksena. Kvanttifysiikka on téssd tyossd mielenkiinnon kohteena oleva sovellus-
kohde, joten on tarpeellista tutustua hieman kvanttimekaniikan saloihin, jotta itse
tutkittavan teorian tarkoitus selvenisi. Kvanttimekaniikkaa voidaan pitdd ainoana
alueena jossa havaitaan aitoa epdkontekstuaalisuutta. Teoria voidaan toki esittda
puhtaasti matemaatisena konstruktiona, mutta jos halutaan jokin kiytdnnon so-
vellus teorialle, tarvitsee meidén késitelld kvanttifysiikan aineistoja tai generoida
vastaavanlaisia aineistoja, jotka kiyttaytyvit hyvin erikoisella tavalla.

Lahtokohtana on klassisten fyysikoiden ja kvanttifyysikoiden vilinen filosofinen
kiista siité, ettd onko todellisuus deterministinen vaiko todennakoisyyksiin pohjautu-
va. Tasta paadytdan sithen, etté tilastotieteilijit joutuvat mallintamaan satunnais-
muuttujien vilistd voimakasta korrelaatiota, kun fyysikot ovat tietyissa tapauksissa
voineet todeta ndmaé téiysin toisistaan riippumattomiksi, ja kieltivit tausta- ja piilo-
muuttujien kdyton. Varsinkin silloin, kun ei voida vedota samasta lahteestd saatuun
informaatioon. Taten siis mielenkiinnon varsinaisena kohteena ei ole itse kvanttiteo-
ria, vaan kvanttiteorian ja klassisen fysiikan vélinen ristiriita. Siis tilastotieteilijén
kannalta juuri ristirildan aiheuttamat mallinnusongelmat nousevat mielenkiinnon
kohteeksi.

Huomioitavaa on, ettd keskustelu kvanttifysiikan ja klassisen fysiikan vililla on
hyvin teoreettista ja jokseenkin joustavaa tai ristiriitaista. Monia teorioita ei ole
todistettu ja niille yleensd 16ytyy vain tukevaa todistusaineistoa. Eri fyysikot voi-
vat suosia hieman eri teorioita, joten ei voida antaa vahvoja véiitteitd siitd, mita
kvanttifyysikot ovat mieltd tastd asiata ja mitd klassisen fysiikka viittaa tésta on-
gelmasta. Esimerkiksi ongelma tiedon teleportaatiosta, joka esiintyy lomittuneiden
hiukkasten kanssa, on yleisesti kvanttifysiikan kannalta pidetty todellisena ilmitné.
Toisaalta osa kvanttifyysikoista ovat sitd mielté, ettd varsinaista informaatiota ei vé-
lity lomittuneiden hiukkasten vililld. Moneen kvanttifysiikan teoriaan 16ytyy vaih-
toehtoisia teorioita, joten jokaista seuraavaa viitettd kvanttifysiikasta ei voida ottaa
universaalina totuutena fyysikoiden keskuudessa. Tamai ei poista tarvetta reaalisten
mittaustulosten mallinnukseen.

4.1 Heisenbergin epitarkkuusperiaate

Vuonna 1927 Werner Heisenberg esitti kuuluisan kvanttimekaniikan perusperiaa-
teteorian, joka tunnetaan Heisenbergin epatarkkuusperiaatteena. Teorian mukaan
kvanttimekaniikassa joitain observaabelipareja ei voida samanaikaisesti maarittaa
adrettomin tarkasti. Esimerkkind téllaisesta parista toimii hiukkasen paikka x ja
liikeméaéréd p. Jos hiukkasen paikka halutaan méarittia tarkasti, silloin liikem&drian
epavarmuus kasvaa samassa suhteessa. Tadmé ominaisuus noudattaa kaavaa:

040p > 57

jossa h on Planckin vakio. Tdmé& ei ainoastaan vaikuta mittaustulosten tarkkuuk-
siin, vaan myds kuinka suuria vaihteluita arvot voivat saada kiytdnnossd. On teo-
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rioitu, ettd tdmén periaatteen mukainen kiytds estdd muun muassa neutronitdhtia
luhistumasta.

Kiinnostuksen kohteena on nyt ensin mainitut kiytdnnon mittaukset. Kvantti-
fysiikan ja klassisen fysiikan ndkdkulmasta 16ytyy eri selitykset ilmiolle. Niin kuin
aikaisemmin todettiin, kvanttimekaniikan nidkokulmasta todellisuus perustuu osit-
tain todennakoisyyksiin, eli aitoa satunnaisuutta on olemassa. Hiukkasen paikan
epavarmuus ei ole suoranaisesti tiedon puutetta hiukkasen paikasta, vaan hiukkasen
sijainti voi oikeasti olla jakautunut tietylle alueella samanaikaisesti. Alkeishiukka-
nen voi sijaita monessa eri paikassa samanaikaisesti. Tatd systeemin ominaisuutta
kutsutaan kvanttisuperpositioksi. Kun hiukkasen paikka mitataan tai maéritetdin,
hiukkanen pakotetaan ilmaantumaan johonkin, mikd muuttaa hiukkasen tilaa. Pai-
kan mittaukset eivit siis ole vain "kuvia” siitd missd hiukkanen kulkee, vaan aktiivi-
sia muutoksia hiukkasen olotilaan. Vastaavasti klassinen deterministinen nikékulma
olettaa, ettd hiukkasella on aina tietty paikka ja lilkemé&ard. Heisenbergin epatark-
kuusperiaate on tistd nakokulmasta tilastotieteellinen mittausongelma, eikd molem-
pia arvoja vain pystytd mittaamaan tarkasti samanaikaisesti. Deterministinen né-
kékanta sanoo, etta tarkat arvot x ja p ovat olemassa, mutta nykyisilld mittauksilla
tulee epdvarmuutta o, ja o, verran. Kvanttimekaniikan mukaan o, ja o, kuvaavat
hiukkasen oikeaa olotilaa, ja mitatut arvot x ja p ovat pakotettuja tiloja, jotka ei-
vit vastaa hiukkasen oikeaa alkuperiisté tilaa, vaan ovat tiloja joihin alkuperdinen
superpositiotila luhistuu. Liikemé&ra ja sijainti eivét ole ainoita hiukkasen ominai-
suuksia jotka voivat olla superpositiotilassa. Esimerkiksi hiukkasen spin on yleinen
mittauskohde kvanttifyysikan tutkimuksissa. [14] [15]

4.2 Lomittuneet hiukkaset ja tiedon teleportaatio

Kvanttimekaniikassa lomittuminen on kahden tai useamman kvanttisysteemin, esi-
merkiksi hiukkasen, vilinen ominaisuus. Kyseessd on tietynlainen epdklassinen kor-
relaatio. Kun hiukkasen jokin ennalta médrddmatén ominaisuus mitataan, tullaan
samalla madrdnneeksi sen lomittuneen parin vastaava ominaisuus. Kyseessd on niin
sanottu tiedon teleportaatio, koska vaikutus on viliton etdisyydestid riippumatta.
Lomittuneita hiukkasia ei pida ajatella kahtena hiukkasena, jotka ovat jotenkin liit-
tyneet toisiinsa jonkin ominaisuuden vaikutuksesta. Kyseisid hiukkasia olisi parempi
tarkastella osina yhdestd ja samasta entiteetistd. Lomittunutta systeemid ei voida
kuvata molempien hiukkasten kvanttitilojen summana, vaan molemmat ovat osia
samasta yhtenéisestd kvanttitilasta, joka on jakautunut kahteen eri paikkaan. Mi-
tattaessa tiettyjd ominaisuuksia, kuten sijaintia, momenttia tai spinid, hiukkasten
tilat nadiden osalta ovat superpositiotilassa, jossa hiukkaset saavat monia arvoja sa-
manaikaisesti. Yhtd hiukkasta mitattaessa superpositiotila luhistuu yhdeksi tilak-
si, josta saadaan mittaustulos. Lomittuneessa tapauksessa molemmat hiukkaset lu-
histuvat samanaikaisesti ja saavat korreloivat arvot. Esimerkiksi spin-mittauksissa
hiukkasten superpositiot voivat luhistua tietyn akselin suuntaan aina vastakkaisiksi
spinneiksi. Téarkeinta téssd ominaisuudessa on juuri samanaikaisuus kahdessa eri si-
jainnissa. Kuten sanottu, edes informaatio ei klassisessa mielessi saisi litkkkua valoa
nopeampaa, mutta nyt on havaittavissa vilitén vaikutus valoa nopeampaa kahden
pisteen vililla. Toisaalta vaikka fyysikot eivit usko varsinaista informaation siirty-



mistd tapahtuvan lomittuneiden hiukkasten valilld, voi kvanttitilan muutos tapah-
tua valittomaésti etdisyydesta riippumatta, ja kvanttikorrelaatiota ja sen mahdollis-
ta hyddyntamista pidetdan laajemmin todellisena. Kvanttikorrelaation tutkimuksen
alkuaikoina yksi tdrkeimmistd kysymyksisté oli, onko vaikutus vélitén vai valon no-
peutta hitaampi. Nykyisilld testeilld on lomittuneet hiukkaset voitu mitata riittavin
suurella tarkkuudella ja etdisyydelld toisistaan, jotta korrelaatiota ei voida suoraan
selittda valon nopeudella kulkevalla tiedon siirrolla.

Superpositiotila on tilastotieteen nidkokulmasta filosofisesti mielenkiintoinen il-
mi6. Yleisesti tilastotiede kiasittelee reaalimaailman asioita luoden niille malleja,
mittareita ja arvioita. Tarkoituksena on saada malleja ja tuloksia, jotka ovat hyodyl-
lisid. Tilastotieteelliset mallit ovat usein epieksakteja, esimerkiksi luonnossa olevien
kukkien terdlehtien pituuksia voidaan tarkastella normaalijakauman avulla. Voidaan
saada nétti sopiva jakauma, ja sen avulla joitain hyodyllisid estimaatteja. Tosin nor-
maalijakauma ei ole eksaktisti oikein, jos oletetaan ettei jokin jumala revi kukkien
terdlehtien mittoja jostain konkreettisesta jakaumasta. Samoin kolikon heitto voi-
daan tilastotieteessd kuvata ”fifty-fifty”-tyylisesti, mutta luonnossa ei luultavasti ole,
eikd tule olemaan, yhtadn téydellisesti tasapainotettua kolikkoa. Samoin maailman-
kaikkeuden synnyn ja mahdollisen lopun vélilld tapahtuneet kolikon heitot eivit valt-
tdméttd mene kruunan ja klaavan vililld tasan. Metafyysisesti tdtd voidaan ajatella
Platonin ideaopin kannalta. Platonilaisen ajattelun kannalta teoreettiset jakaumat
ovat todellisia, ja reaalimaailman jakaumia seuraavat ilmiot ovat vain vaaristymia
naistd. Moderni luonnontiede tosin noudattelee enemmaén Aristoteleen ajatustapaa,
missd painotetaan reaalimaailman ilmididen tutkimista. Tilastotieteelliset aineistot
ovat todellisuutta, ja tilastotieteen mallit ovat teoreettisia arvioita, joiden halutaan
olevan hyddyllisid, mutta niiden ei tarvitse olla eksakteja.

Kvanttimekaniikka kd&ntda tdmén ympéri. Alkeishiukkanen voi sijaita monessa
paikkaa saman aikaisesti. Kaksoisrakokokeessa hiukkanen voi kulkea kahdesta vilista
samanaikaisesti. Kyseessd on todellinen reaalimaailman jakautuma. Reaalimaailman
tapahtumat eiviat vain noudata suurin piirtein jotain teoreettista jakaumaa, tai ta-
pahdu tietylla arvioidulla todennikoisyydella. Alkeishiukkasilla on superpositiotila
oikeana olotilanaan. Nyt tilastotieteen tekniikat mallintavat todellista reaalimaail-
man rakennetta, olettaen kvanttiteorian paikkansa pitdvyyden. Jos alkeishiukkasen
superpositiotilaa mallinnetaan jakaumalla, kysymyksend ei ole onko jakauma tark-
ka, harhainen tai hyodyllinen. Kysymyksena on, onko jakauma oikea eksakti rakenne
superpositiotilalle. Todennékéisyysteoriaa ei voida vain soveltaa kvanttimekaniikan
tutkimustuloksiin, koska kvanttimekaniikan maailmankuva ei ole deterministinen,
vaan perustuu todennékoisyyksiin. Tamén takia perinteinen tilastotieteen filosofia
ei sovi kvanttiteoreettisiin ongelmiin, tai ainakin vaaditaan tarkempaa paiatoksente-
koa siitd miten eri teorioita sovelletaan. [14] [15]

4.3 Taustamuuttujamallit

Niin kuin edelld todettiin, kvanttifysiikka pitda todellisuutta todennékoisyyksiin pe-
rustuvana. Heisenbergin epitarkkuusperiaate on tastd hyva esimerkki, koska tdma
pakottaa epdvarmuuden, jota ei voida koskaan deterministisesti selittad. Klassiset
fyysikot tosin uskovat, ettd kvanttimekaniikka on puutteellinen teoria. Kaikelle epé-



varmuudelle 10ytyy deterministinen pohja, mutta sitd vain ei vield tunneta. Esi-
merkiksi hiukkasen sijainnin vaihtelua voidaan ajatella kaasupilvend. Pilven jokai-
sella hiukkasella on tarkka deterministinen sijainti ja liikemadréd, vaikka niitd ei
paljaalla silmélld ndhdé, tai ei pystytd kaikkia saman aikaisesti tarkkaan mittaa-
maan. Kuuluisin haaste kvanttimekaniikan teorian luonnetta vastaan on Einstein-
Podolsky-Rosen-paradoksi (EPR-paradoksi). Tamé yrittdd perustella kvanttimeka-
niikan epataydellisyyttao].

Taustamuuttujamallit ovat deterministisia selityksid kvanttimekaniikan ilmi6il-
le. Yksi kuuluisimmista néistd malleista on De Broglie-Bohm-teoria. Teoria liittda
partikkeleihin ohjaavan aallon, joka selittdd sen kiytoksen. Téallainen taustamuut-
tujamalli, jos sellainen osoittautuisi paikkansa pitéviksi, kumoaisi tdssi mielessa
kvanttimekaniikan ja klassisen fysiikan ristiriidan. Ristiriitana siis maailmankaik-
keuden rakenteen deterministisyys, ei nyt puututa kvanttigravitaatioon tai muihin
ongelmiin. Jos jokin sopiva taustamuuttujamalli on olemassa, niin silloin kvanttie-
palokaalisuus voidaan mallintaa taustamuuttujien avulla, jolloin ei tarvita mitdén
CbD-teorian tapaista ratkaisua. Spin-mittauksissa voitaisiin kdiyttid taustamuuttu-
jia kuvaamaan lomittuneiden hiukkasten korrelaatiota[5].

4.4 Kochen-Speckerin lause ja Bellin lause

Muun muassa EPR-paradoksi aiheutti ja aiheuttaa keskustelua kvanttiteorian tay-
dellisyydestda. Mahdollisen sopivan taustamuuttujateorian olemassaolo luo suuria
metafyysisid kysymyksid. Yksi ensimmaisistd vastauksista taustamuuttujamallien
olemassaoloon antoi John Bell. Bellin lause perustelee, miksi lokaali taustamuuttu-
jamalli ei sovi selittdméan kvanttimekaniikan tuloksia. Bell kehitti joukon epayhta-
16itd, mitd lokaalisten determinististen taustamuuttujamallien pitdad noudattaa. Tal-
14 tavoin metafyysinen ongelma saadaan siirrettya fysikaalisesti testattavaksi. Kéy-
tdnnon kokeet antavat todistusaineistoa sille, ettd kvanttimekaaninen kiytos rikkoo
Bellin epayhtalditid, minkd takia taustalla ei voi olla lokaali taustamuuttujamalli.
Bellin teoriaan on esitetty porsaanreikid, mutta ainakin osa ndistd on onnistuttu
sulkemaan.

Seuraajana Bellin teorialle esitettiin Kochen—Speckerin lause. Missa Bell kaytti
lokaalisuuden tuottamaa rajoitusta hyviksi, Kochen-Speckerin lause kiyttda kon-
tekstuaalisuutta laajempana rajoitteena, eikd suoranaisesti kdyty lokaalisuutta hy-
vikseen. Kochen-Speckerin lause perustelee, miksi mitddn epikontekstuaalista taus-
tamuuttujateoriaa ei voida kiyttad kuvaamaan kvanttimekaniikkaa kolmen tai useam-
man ulottuvuuden Hilbertin avaruudessal|5],|11].

4.5 Legget-Garg ja KCBS

Bellin epéyhtéldiden jilkeen on johdettu muitakin uudempia epiyhtaloité, joita on
kiiytetty taustamuuttujamallien sopimattomuuden perusteluun eri kiytdnnoén ko-
keiden avulla. Tunnetuimpia néista ovat Legget—Garg-epayhtilot ja Klyachko-Can—
Binicioglu-Shumvosky-epédyhtélot, joita vastaavaan periaatteeseen itse ChD-teorian
yhtélot osittain perustuvat, silla LG- ja KCBS-epayhtilot ovat ndiden epayhtéldiden
erikoistapauksia. Yksinkertaisin esimerkki LG-epéayhtalostéa(Legget—Garg) on tapaus
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kolmesta perédkkiisestd dikotomisesta(Q € {—1, 1}) mittauksesta, jotka suoritetaan
perikkiin, ajankohtina t; < ty < t3. Oletetaan, ettd mittaukset ajankohtina t; ja
ts korreloivat tdydellisesti(Cy3 = 1). Nyt saadaan toiselle mittaukselle kolme eri
vaihtoehtoa. Voi olla ettd (', = Cy3 = 1, jolloin kaikki kolme mittausta saavat ai-
na saman arvon, eli saadaan mittaustulokset (1,1,1) tai (—1, —1, —1). Mahdollisesti
C12 = Cy3 = —1, jolloin mittaustulos vaihtuu kahdesti, eli saadaan tulokset (1, —1,1)
tai (—1,1, —1). On my6s mahdollista, etti toinen mittaus ei korreloi ensimmaéisen ja
kolmannen mittauksen kanssa. Ensimméinen ja kolmas mittaus saavat aina saman
arvon, mutta toinen mittaustulos on riippumaton. Méaéritellddn R = C1o+ Coz — (i3,
joka saa éskeisissd tapauksissa arvot R = 1,—1,—3. Téstad padstidn epayhtaloon
R = C15 + Cs3 — (13 < 1. Tdhén systeemiin kuuluu oletukset, ettd muuttujilla Q);
on aina olemassa tdsmaillinen arvo, sekd ettd tehdyt mittaukset eivat muuta tata
arvoa, tai tulevia arvoja. Jos kyseistd LG-epéayhtéloa jossain tapauksessa rikotaan,
voidaan olettaa ettd niita oletuksia ei noudateta.

Idea KCBS-epéyhtélon takana on yhta yksinkertainen. Olkoon numerot aq, as, as,
ay ja as kaikki joko 1 tai —1. Nyt aina péitee, etta

a1as + aoas + asay + azas + asa; = —3.

Jos nyt oletetaan, ettd meilld on vastaavasti viisi dikotomista tulosta eri mittauk-
sista, ja oletetaan ndiden kaikille kombinaatiolle olevan mééritelty yhteisjakauma.
Ottamalla ylld olevasta epayhtdlostd puolittain odotusarvo, padstidn seuraavaan
kvanttikorrelaatioiden epayhtiloon

<CL16L2> + <CL2(13> + <(136L4> + <CL4CL5> + <CL5CL1> 2 —3.

Epéayhtalon rikkominen tarkoittaisi, ettd mittauksille ei voida maarittda yhteisja-
kaumaa.

Tallaista kiytostd voidaan havainnollistaa yksinkertaisella kolikonheittokokeella.
Meilld on kolme kolikkoa, ja aina kun kahta niista heitetdin samanaikaisesti, saavat
ne eri tuloksen. Kolikot ovat siis pareittain keskendin tdydellisen negatiivisesti kor-
reloituneita. Mitd tapahtuu kun kaikki kolme kolikkoa heitetddn saman aikaisesti?
Taytyy tapahtua jotain aikaisemmasta poikkeavaa. Kolmella kolikolla myos pétee:

<a1a2) + <CLQCL3> + <a3(l1> 2 —1.

Kolme kolikkoa ei voi samanaikaisesti saada keskendin poikkeavat tulokset. Jos
pareittain heitettyna kolikot rikkovat kyseistd epayhtéloa, niiden kiytos tdytyy muut-
tua kun ne heitetdin samanaikaisesti. Tédten kolikoille ei voida mairittdd sopivaa
yhteisjakaumaa parittaisten testien perusteella. [10]
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5 Konteksti

Kontekstilla tarkoitetaan eri olosuhteita tai tilanteita, joissa mittauksia suoritetaan.
Maéritelladn satunnaismuuttujat ja tutkimusasetelma siten, etti satunnaismuuttu-
jat, olkoon ndma sitten mittauksia tai kysymyksid, mitataan aina tietyssa konteks-
tissa. Olkoon @ joukko erilaisia suoritettavia mittauksia, C' joukko eri kontekste-
ja. Merkitadn varsinaisia satunnaismuuttujia Rg. Satunnaismuuttujat identifioidaan
silld, mikd mittaus ¢ € () on kyseessé ja missa kontekstissa ¢ € C' se on suoritettu.

Mittaukset () voivat olla esimerkiksi psykologisessa tutkimuksessa kysyttyja ky-
symyksié ja kontekstit C' = {1,2} voisivat kuvata suoritettiinko kysely koehenki-
161ta kirjallisesti vai suullisesti. I[deana on ettd mittaukset suoritetaan ryhmissa tai
pareittain, eli samalta henkil6ltd kysytddn vaikka kolme kysymysta ja saadaan ha-
vaintoarvot muuttujille (R}, RS, R}). Nimi mittaukset selvisti riippuvat toisistaan
ja niilld on olemassa yhteisjakauma ja mittausten joukkoa voidaan késitelld yhte-
nd satunnaismuuttujana. Nyt meilld on téissd esimerkissd kaiken kaikkiaan kuusi
satunnaismuuttujaa:

1 1 1 2 2 2
Rl? R27 R37 R17 R27 R37

selvemmin merkittyné:
(R, Ry, Ry), (Ri, B3, RS).

Maarataan, ettd kontekstien vililld ei ole yhteisjakaumia. Oletetaan ettd ¢ = 1 tar-
koittaa suullista kyselytutkimusta ja ¢ = 2 kirjallista, ja joka henkil6lle kysymykset
esitetfifin vain toisessa muodossa. Nyt siis todennikoisyydelld, ettd [R} = z, R2 = 9]
ei ole olemassa mitadn jarkevida tulkintaa, koska téallaista tapausta ei ole olemassa
kyseisessa tutkimuksessa. Toisaalta voitaisiin samalta henkil6ltd kysyd ensimmaéi-
nen kysymys suullisesti ja toinen kirjallisesti, jolloin voitaisiin tulkita namé toi-
sistaan riippuviksi. Tdman takia onkin tédrkedd painottaa, ettd alussa méadrattiin
kontekstit toisistaan eridviksi. Esimerkin tapauksessa kysymykset suoritetaan yh-
deltad henkil6lta aina kaikki joko kirjallisesti tai suullisesti. Téstd varsinainen teoria
saa osittain nimensi, silld kontekstuaalisuus muodostuu triviaalisti, kun satunnais-
muuttujat madritellidn talla tavalla. Tarkemmin sanottuna teorian nimi tulee siité,
ettd jokainen mittaus voidaan ajatella tapahtuvan omassa kontekstissaan. Yleen-
sd kontekstien vilistd erillisyytta ei tarvitse keinotekoisesti pakottaa, vaan monesti
se kuuluu rakenteellisesti mittaukseen. Esimerkiksi potilailta tehtaviltd mittauksilta
kontekstina voisi olla se, onko potilaalle annettu liddkettd vai lumeldikettd. Kon-
tekstit ovat nyt keskendin toistensa poissulkevat, ja yhteistodennikoisyydet ovat
nyt ei-médriteltyjé, jos ajatellaan sekd lddkkeen ettd lumeldikkeen antaminen sa-
malle potilaalle mahdottomaksi tapaukseksi.|12],[13]
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6 Kytkennat

Kytkenta on kahden tai useamman satunnaismuuttujan yhdistelma, jonka tarkoituk-
sena on yleensd havainnoida niiden jakaumien samankaltaisuuksia tai itse muuttu-
jien vilistd yhteytta. Kytkennét ovat joskus itse kiinnostuksen kohteena, jos ne sopi-
vat rakenteellisesti tutkimuksen aiheena olevan riippuvuuden havainnointiin. Useim-
min tosin kytkentdji kiytetdin vain teknisené vilineend, silld ne osoittautuvat hyo-
dyllisiksi tyokaluiksi monissa todistuksissa. Taman tyon osalta kytkentoja kiytetadn
hyodyksi siten, ettd kontekstien vélille voidaan pakottaa yhteisjakauma, vaikka sel-
laisia ei ole maaritelty. Ndin voidaan kuvata kvanttikontekstuaalisuutta, kuitenkin
erottuen normaalista lineaarisesta riippuvuudesta. Kuten ennalta sanottu, konteks-
tien vililla ei ole stokastista riippumattomuutta, eikd varsinaisia yhteisjakaumia.
Kytkennélla luotu mielivaltainen yhteisjakauma ei muuta tatd ominaisuutta.

Kun kaksi satunnaismuuttujaa kytketdan pariksi, luodaan muuttujista ensin sa-
moin jakautuneet kopiot ja ndmd muodostavat itse varsinaisen kytkennin. Satun-
naismuuttujista A ja B luodaan kopiot

I

A2 A BE2B,

jotka muodostavat kytkennéin (121, E), missi merkintd a 2 b tarkoittaa, ettd satun-
naismuuttujat ovat samoin jakautuneita. Kyseiset kopiot ovat muuttujien yksittai-
sid kopioita, eikd koko muuttujajoukkoa kopioida kerralla. Téaten vaikka kopiot ovat
samoin jakautuneita, kopioiden viliset yhteisjakaumat voivat erota alkuperiisten
muuttujien yhteisjakaumista. Samoin muuttujien tapauksessa jossa ei ole maaritel-
ty yhteisjakaumaa, voidaan niiden kopioille valita sopiva yhteisjakauma. Yksinker-
taisin kytkenndn muoto on itseis-kytkenté(self-coupling), miké tarkoittaa suoraan
kopioiden luomista alkuperdisestd muuttujasta ja ndiden kytkennést. S|

6.1 Yhteneva ja epayhteneva liitos

Systeemissd samaa ominaisuutta kuvaavat muuttujat eri konteksteissa ovat aina
toisistaan stokastisesti erilliset ja ndmé satunnaismuuttujat on tarkoitus liittda kyt-
kenndilla. Systeemié, jonka kaikki samaan ominaisuuteen ¢ € @) liittyvat muuttujat
ovat samoin jakautuneita, kutsutaan yhtenevésti liitetyksi. Kytkent6ja tarkasteltaes-
sa yhtenevissi tapauksissa on mahdollista, ettd daritapauksessa kytketyt muuttujat
saavat tiysin samat arvot joka tilanteessa. T&lloin kyseessd olisi epakontekstuaali-
nen systeemi, jos kyseessé olisi kytkenta eri kontekstien vélilla. Tosin epayhtenevin
liitoksen tapauksessa ei ole mahdollista, ettd 16ytyy kytkennélld luotu yhteisjakau-
ma, jossa muuttujat saavat aina saman arvon. Koska muuttujilla on eri jakaumat
epayhtenevissa tapauksessa, ei niiden kaikille arvoille voi 10ytyd sopivia pareja.
Epiakontekstuaalisuuden osoittamiseksi halutaan 16ytaa kytkenté, joka osoittaisi
kontekstin merkitseméttomaéaksi, mutta tdméa onnistuu suoraan vain yhtenevissé ta-
pauksessa. Tama tulee ongelmalliseksi kiiytdnnon tutkimuksissa, silld teoreettisesti
yvhtenevissa tapauksissa usein tapahtuu koeasetelmiin liittyvid harhoja tai fyysisia
vaikutuksia, joiden takia muuttujien jakaumat eivit osu tdysin identtisiksi. Taméan
takia tdytyy loytad keino eridvien jakaumien sallimiseksi kontekstien vélilld, joten
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halutaan tapa osoittaa epakontekstuaalisuus myos epayhtenevissa systeemeissi. Ta-
mé onnistuu maksimaalisen kytkennéin avulla.|2],[8]

6.2 Maksimaalinen kytkenti

Olkoon X;,7 € I joukko diskreettejd satunnaismuuttujia. Muodostetaan kytkenté,
jossa nimi muuttujat vastaavat toisiaan maksimaalisesti. Olkoon (X,4 € T) joukon
X; kytkentd. Olkoon C kytkentitapahtuma, jonka sattuessa kytkenndn X,; muuttu-
jat saavat yhtd suuren arvon. Toisin sanoen:

CC{X,=X,Vijel}.

Oletetaan, ettd muuttujat X; saavat arvoja darellisestd joukosta E. Maaritelldan
todennikéisyysfunktio p;, arvolle x € E:

P(X; = x) = pi(x).

Kaikille 7,5 € T ja x € F saadaan

ja tastd saadaan kaikille 7 € I

P(X; =z,C <infp;(z)).

jel
Nyt summaamalla yli x € E:n, saadaan seuraava haluttu tulos.
Lause 1.

Jos C on diskreettien satunnaismuuttujien X;,7 € I, kytkentatapahtuma ja
muuttujat X; saavat arvoja darellisestd joukosta E, niin silloin

P(C) < Zlirgpi(x)-[S]

Seuraavaksi muodostetaan kytkentd kytkentdtapahtumalla C', jolla dskeinen lause
saa yhtasuuruuden. Tata tapausta kutsutaan maksimaaliseksi kytkennéksi, ja sa-
massa yhteydessda muuttujaa C' kutsutaan maksimaaliseksi kytkentdtapahtumaksi.
Maéritelliin maksimaalinen kytkentdtodennékoisyys:

ci= lerelﬂfpz(x)

zel

Asripdst ovat nyt triviaaleja tapauksia. Misritelldiin ettd jos ¢ = 0, niin X; ovat
toisistaan riippumattomat, ja C' = (). Jos taas ¢ = 1, niin méaritelliin etta X, ovat
keskenadn identtiset, ja C' on koko otosavaruus. Tarkastellaan seuraavaksi tapausta
0 < ¢ < 1. Olkoon I,V ja W;,i € I riippumattomia satunnaismuuttujia, siten etté
I €{0,1}, ja

P(I=1)=¢, P(V =) =infp;(z)/c

i€l
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ja
PW;=z) = (pi(z) —cP(V=2x))/(1 —¢),z € E.
Méaritelladn kaikille - € I, etta

X = V ojosI=1,
W; jos I = 0.

Tastd seuraa, ettd

P(X;=2)=PV =2)P(I =1)+ P(W, = 2)P(I = 0)

Nyt C' ={I =1} ja P(C) saa arvon c. Téstéd padstaan seuraavaan tulokseen.
Lause 2.

Oletetaan, ettd X; on joukko diskreettejd satunnaismuuttujia, jotka saavat ar-
voja ddrellisestd joukosta E. On olemassa maksimaalinen kytkenti, eli kytkenté
kytkentdtapahtuman C':n kanssa siten etté:

P(C) = infpi(a) [§

Esimerkki 2. Parittaiset fotonit

Kaydédan lapi esimerkki kvanttifysiikan puolelta, mikd havainnollistaa miksi kyt-
kentoja tai konteksteja on mielekista tai tarpeellista yleensikadn kdyttad. On suo-
ritettu koe, jossa kalsiumista on saatu ldhetettyd fotoneja pareittain eri suuntiin.
Molempiin suuntiin on asetettu mittalaitteet, joilla mitataan fotonien polarisaatio,
joka saa dikotomisen tuloksen riippuen mittauksen ortogonaalisesta kulmasta hiuk-
kasen liikkeeseen ndhden. Nyt kun mittalaitteet asetetaan samaan mittauskulmaan,
saavat laitteet pareittain aina saman tuloksen. Tadmé& ei pdde jos mittaukset suo-
ritetaan pareittain eri kulmissa. Jos ensimmadistd laitetta kiddnnetdin 30 astetta,
mittatulokset saavat saman arvon noin 75% todennikoisyydelld. Samoin jos ensim-
méinen laite pidetddn alkuperiisessd 0° kulmassa ja toinen laite kidnnetddn vaikka
—30° kulmaan. Jos taas ensimmainen laite pidetddn 30° kulmassa ja vastaavasti toi-
nen laite —30° kulmassa, saavat laitteet saman tuloksen 25% todennékoisyydella.
Téassd tapauksessa siis laitteiden kulmalla on yhteensd 60° ero.

Jos oletetaan hiukkasten kiyttaytyvan edelli mainitulla tavalla, voidaan systee-
mid mallintaa seuraavasti:

X = polarisaatio tapauksessa,missi mittauslaite on suorassa
Y = vasemman partikkelin polarisaatio, mittalaite on 30° kulmassa

7/ = oikean partikkelin polarisaatio, mittalaite on — 30° kulmassa
PY=X)=P(X=2)=3/4,P(Y =2)=1/4.
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Nyt todenndkoéisyyden laskusdannoilld saadaan:

PY=2)>PY =2X=2)
=P(Y =X =2)
=PY-X)—P(Y =X,X+2)
>P(Y =X)— P(X #2)
=P(Y=X)+P(X=2)-1,

ei PY =2)>P(Y =X)+ P(X =Z7)—1, josta seuraa 1/4 > 1/2. Empiirisista
faktoista padstidn nahtiviasti ristiriitaan kayttadmaélla perustodennikdisyys laskuja.
Todennékoisyyslaskennan kannalta tdstd tulee epdmukavaa, kun vield kvanttimeka-
niikan laskut ennustavat samat arvot:

P(Y = X) = cos?30° = 3/4
P(Y = Z) = cos*60° = 1/4.

Havaittu ristiriita tosin katoaa, kun pysytddn "mittaustasolla”, eli kun kasitel-
laén eri mittaus vaihtoehtoja erikseen. Késitellddn kolmea eri mittaustapaa, jossa
ensimmaisessé on laite yksi kulmassa, toisessa laite kaksi on kulmassa, ja tapaukses-
sa kolma molemmat mittauslaitteet on asetettu 30° kulmaan. Nyt voidaan tapausta
yksi mallintaa tavalla:

X1 = havaittu oikean partikkelin polarisaatio, kun laite on suorassa
Y] = havaittu vasemman partikkelin polarisaatio, mittalaite on 30° kulmassa.

Tiedetaén siis, ettd naméi saavat samoja arvoja 75% todennikoisyydelld. Tie-
detddn myos, ettd arvoja {1, —1} saadaan yhtd paljon molemmilla puolilla. Nyt
voidaan maaritelld yhteistodennédkoisyydet muuttujille seuraavasti:

PX;=-1Y1=-1)=(X; =11 =1)=3/8
P(X,=-1Y,=1)=(X,=1Y,=-1)=1/8.

Tama sopii tunnettujen todennikdisyyksien kanssa, silla

P(Y; = —1) = P(X, = —1)
—1/2.

Ja samoin

PYVi=X)=PX;=-1,V1=-1)+P(X;=1,Y1=1)
= 3/4.
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Téaysin vastaavat tulokset saadaan, kun mallinnetaan mittaus vaihtoehtoa kaksi,
missa

X, = havaittu vasemman partikkelin polarisaatio, kun laite on suorassa
Z = havaittu oikean partikkelin polarisaatio, mittalaite on — 30° kulmassa.

Viimeisend mittaus vaihtoehto kolme, jossa

{Y3 = havaittu vasemman partikkelin polarisaatio,mittalaite on 30° kulmassa

Z3 = havaittu oikean partikkelin polarisaatio, mittalaite on — 30° kulmassa.

Nyt mittaukset saavat samat arvot vain 25% todennakoisyydelld, mutta edelleen
arvoja {1,—1} saadaan keskiméirin yhtd paljon molemmilla mittalaitteilla. Nyt
vhteisjakaumat voidaan méarittaa:

P(Ys=-1,Z3=-1)=P(Ys=1,723=1) = 1/8
P(Ys=—-1,Z3=1)=P(Ys=1,73 = —1) = 1/8.

Myo6s tamé sopii yhteen tunnettujen todennékoéisyyksien kanssa. Jokainen eri
mittaustapa ollaan pystytty mallintamaan ilman ristiriitaa. Ristiriita syntyy kun
oletetaan, ettd partikkeleilla on polarisaatio suunnissa joissa niitd ei ole mitattu.
Nyt paastadan kasiksi kytkentoihin, ja miten niitd voidaan soveltaa kvanttimekaani-
sissa ongelmissa. Ollaan luotu parit (X1,Y)), (X2, Z2) ja (Y3, Z3). Nyt on osoitettu,
ettd ei ole olemassa kytkentdd (X, Y, Z), joka noudattaisi jokaisen muuttujan tunnet-
tuja todenniikoisyyksid. Toisin sanoen ei voida muodostaa yhteisjakaumaa (X,Y, Z)
siten, ettd

(X,Y) 2 (X1,Y1), (X,2) 2 (X, Z) ja (Y,Y) 2 (Ys, Zs).

Kvanttiteorian mukaan partikkelin polarisaatiota ei voida mitata monessa eri
kulmassa saman aikaisesti. Kyseisessd mittauksessa saadaan parittaisia arvoja vain,
koska mittauksessa kiytetddn kahta partikkelia kerralla. Havaittu ristiriita viittaa
siihen, ettd mikrotasolla polarisaatiota ei ole sellaisenaan olemassa, vaan se ilmaan-
tuu vain mittauksen yhteydessd makrotasolla. Samoin perinteinen Kolmogrovin ak-
sioomiin perustuva todennidkoisyyslaskenta toimii vain mittaustasolla. Téaten voi-
daan tulla perustellusti johtopaitokseen, ettd kvanttifysiikan mittauksissa voidaan
tarvita perinteisestd todennikdisyyslaskennasta poikkeavaa teoriaa. Yhtend ongel-
mana téssi ristiriidassa oli se, ettéd oletettiin ettei mittaus voi vaikuttaa toisen pa-
rin partikkelin mittaukseen. Tdma rikkoisi lokaalisuutta ja Einsteinin sdéntdja. On
kuitenkin matemaattisesti "helpompaa” hyviksya epilokaalisuus, kuin olettaa Kol-
mogrovin perusaksioomat vidriksi. [§]
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7 CBD

Maéritelladn tapa méadritelld epikontekstuaalisuus epdyhtenevissa syklisissé systee-
meissd. Meilld on dérellinen mitattavien objektien joukko @ = {q, ..., ¢n }, seké kon-
tekstien joukko C' = {¢y,...,cn}. Nyt C on koko kontekstien joukko, ja merkitain
Cylla témén osajoukkoa, joka sisdltdd kaikki g:n omaavat kontekstit. Muuttuja R
mittaa objektia ¢ kontekstissa ¢, ja R° on yhteisjakautunut joukko samanaikaises-
ti mitattuja arvoja objekteista () samassa kontekstissa. Eri konteksteissa mitatut
arvot ovat toisistaan stokastisesti erilliset, eiké niilld ole yhteisjakaumaa. Satunnais-
muuttujien joukko, joka kuvaa samaa objektia mitattuna eri konteksteissa, on liitos
{R; : ¢ € Cg}. Liitoksen alkiot ovat pareittain toisistaan riippumattomat. Koska
kyseessid on epdyhtenevi systeemi, voi liitoksen sisdlla muuttujilla olla keskendin
erilaiset jakaumat. Nyt kontekstien ja objektien joukot yhdessd muodostavat koko
systeemin {R°: c € C'}.

Nyt voidaan méiritelld kytkentd joukolle {Rg : ¢ € ¢ € Cy}, miki on yhteisja-
kautunut satunnaismuuttujien joukko S = {S; : ¢ € ¢ € C,}, ehdolla ettd kaikille
c € C pitee {S; : q € ¢} ~ {R; : q € c}, eli niilld on samat yhteisjakaumat. Jat-
kossa kiytetddn tarpeen tullen yksinkertaisempia merkint6ja, niin ettd mitattavan
objektin ¢; ja kontekstin c; tapauksessa merkitaan Ry = R;

7.1 Dikotomiset sykliset systeemit

Tarkennetaan nyt kdsiteltdvin systeemin rakennetta. Teoriaa halutaan sovelletta-
van nyt systeemeihin, jotka toteuttavat seuraavat kolme ehtoa. Ensin vaaditaan,
ettd jokaisessa kontekstissa esiintyy vain ja ainoastaan kaksi mitattavaa muuttujaa.
Toiseksi jokainen mitattava muuttuja esiintyy aina vain kahdessa eri kontekstissa,
ja kolmanneksi kaikki muuttujat saavat vain dikotomisia arvoja {—1,1}. Systeemi,
joka toteuttaa ndmé ehdot, on dikotominen syklinen systeemi.

Maéaritelma 1. Systeemien syklisyys

Dikotomisen syklisen systeemin muuttujat (), voidaan jéirjestaé yhteen tai useam-
paan sykliseen systeemiin ¢ — g2 — ... = qx — q1, siten etti jokainen peridkkiinen
alkiopari muodostaa yhdessd kontekstin. Muuttujaa £ kutsutaan syklisen systeemin
asteeksi. Jatkossa oletetaan, ettd kisiteltdvat systeemit voidaan asettaa aina yhteen
sykliseen systeemiin q; — q2 — ... = ¢, — q1.

7.2 Epakontekstuaalisuuden mallintaminen

CbD:n mukainen yleinen epédkontekstuaalisuus voidaan méaritelld seuraavasti. Sa-
tunnaismuuttujien systeemi {R; : q € c € C} on epidkontekstuaalinen, jos ja vain jos
silld on olemassa kytkentd {S¢ : ¢ € ¢ € O}, jonka jokainen liitos S, := {R; : ¢ € C,}
on alkuperdisen systeemin vastaavan liitoksen R, := {Rf : ¢ € C,} (pareittain) mak-
simaalinen kytkenta.

Jatkossa tarkastelemme kuitenkin vain syklisid systeemejé, joille epakontekstu-
aalisuusehto saadaan seuraavan lauseen mukaiseen yksinkertaiseen muotoon:

Lause 3. teorian syklisten systeemien pddlause|3]
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Astetta n > 1 oleva dikotominen syklinen systeemi on maéritelmén mukaan
epiakonteksuaalinen, jos ja vain jos

si((RiRjy), 1= [(R) — (B )]si=1,...,m) < 2n =2,

missa:

5121y 0y Tn) = E Iy
ly,.. ,lne{ 11} lp=—1

Lauseessa termi (R!R!, ) kuvaa kontekstin sisdistd kvanttikorrelaatiota. Samoin
1 — (R} — (RI™1)| kuvaa kontekstien vilisten kytkentdjen maksimaalisia mahdolli-
sia korrelaatioita. Yhtenevissi liitoksissa (R:) ja (R.™') ovat yht# suuret, joten kon-
tekstien vélinen termi tulee turhaksi, ja funktio sievenee muotoon s ((RiR!, ) : i =
1,...,n) < n—2. Kyseinen funktio esiintyy esimerkiksi Leggett—Garg-epéayhtaloissa.

Todistetaan seuraavaksi lause kiyttden apuna joukkoa aputuloksia, jotka 16yty-
viit liitteet osiosta. Olkoon {(Ri, R..;) :i = 1,...,n} konteksti, ja {(R", Rl) : i =
1,...,n} liitos annetuilla odotusarvoilla {(R{, Ri,,) :i=1,...,n} ja {(RI"", Rl :i =
1,...,n}. Lauseen 6 mukaan niille voidaan asettaa yhteisjakauma jos ja vain jos

s1((R:, §+1>, (szl,Ri) :1,..,n)<2n—2

Koska liitoksen (R!~', R!) muuttujat ovat dikotomisia 4-1-muuttujia, voidaan toden-
nikoisyys niiden yhtasuuruudelle ilmaista muodossa

P(R;™ =R;) = (L+(Ri"", R}))/2

Timé todenniikdisyys selvisti saa maksimaalisen arvonsa silloin kuin (R!™*, RY)
maksimoituu. Lemman 2 mukaan timin suurin mahdollinen arvo on 1 — [(R!™!) —
(RY)|. Funktion s;() méiiritelmisti seuraa, etti

Sl(<R§’ §+1>7<RZ ' RZ) XEL )<
s1((R, i), 1= (RTY) — (R 1 1,

Lause 4. Maksimaalisen kontekstuaalisuuden ehto yhtenevdssi tapauksessal3]

yeey) < 20— 2.

Astetta n > 1 oleva yhtenevi dikotominen systeemi on epédkonteksuaalinen, jos

si(RIRL,) :i=1,..,n) <n—2.

Todistetaan tama vastaavasti lahtemalls liikkelle lauseen 6 antamasta muodosta:

si({Ry, Ry), ..., (RY, R, 1,...,1) < 2n — 2.
Tésséd voidaan kayttda hyviksi funktion s; muotoa

k

s1(@1, o mn) = 3 il = 2[e1, oy > 0] min(|as], .. [24]),
i=1
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. 1,jos P on totta
jossa [P] = .
0, muulloin.

Téastd seuraa, etta

s1((R}, R}), ..., <R;},R7f),1,... 1) =
emin((| (R}, RY)], . |<R” R”>| 1
joten

s (RPRTY 1, 1) > 0]
)) ((R%,Ré>,~-~,<RZ,R’f’>) +n

si((RIRL):i=1,...,n) <n—2.
Lause 5. Maksimaalisen kontekstuaalisuuden ehto toisessa muodossa|3|

Edelld méiritetty CbD-teorian pédilause voidaan ilmaista myds muodossa:

si((RIR!, ) =i =1, Zy (R — (R <n—2,
Taméa voidaan johtaa alkuperiisesté lauseesta seuraavasti:

22> si((RERL,), 1 — [(RY) — (RIY] i =1,.m),

josta saadaan Lemman 1 mukaan, etti

2n — ((R;Rﬁﬁ ti=1,..n) +so(1 = (R — (RN 1i=1,...,n),
mista .
o1 (R — (B i = 1,m) 2 S0 (R — (R
= IR (R

mista lause seuraa.
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8 Sovellus

Seuraavaksi on tarkoituksena soveltaa CbD-teoriaa dataan R-ohjelmistolla. Tarkoi-
tuksena on pystyd havaitsemaan systeemin epikontekstuaalisuus matemaattisesti
havaintoaineistosta. Tdméa onnistuu menetelmélla, jossa tarkastetaan, rikkooko ai-
neisto paédlauseen epdyhtilon antaman rajan(Lause 5). Tamé voidaan tehdi esimer-
kiksi laskemalla padlauseen kaavan mukaisen arvon luottamusvili t-arvoja kayttéen,
tai kiytetddn bootstrap-menetelmié luottamusvilin saamiseen. Paiasiallinen keino
kuitenkin on laskea Bonferroni-korjattu 100(1 — «)% -luottamusvili aineistosta, ja
verrata tdmén alarajaa padyhtalon raja-arvoon n— 2. Koska mielenkiinnon kohteena
on itse menetelma, eikd esimerkiksi kvanttifysiikka, ei ole jarkevia tarkastella jouk-
koa kiytdnnon aineistoja. Tehokkaampi tarkastelu metodi on kdyttda simulointia
sopivien aineistojen luontiin, jotta saadaan erikokoisia aineistoja eri hajonnoilla, ja
voidaan mennd mielivaltaisen ldhelle haluttua raja-arvoa. Télloin voidaan tarkastella
metodin kyvykkyytté, koska luottamusvilit tuovat tietysti virhetté, ja kontekstuaa-
lisuus voi jadda havaitsematta, jos hajontaa on liian paljon liian ldhelld raja-arvoa.
Voidaan my6s valita aineiston koko laskuteholle sopivaksi.

8.1 Aineiston generointi

Generoidaan aineistoja kiyttden R-ohjelmistoa(koodi tutkielman lopussa). Luodaan
havaintoaineisto matriisina, jossa aina parittaiset sarakkeet kuvaavat saman kon-
tekstin mittauksia, ja ovat vahvasti negatiivisesti korreloituneita keskenédin. Nyt
Generaattori(cyc, n, gcor)-funktio luo meille n rivid pitkéin matriisin, jossa on cyc
kappaletta sarakepareja, jotka vastaavat tietyn kontekstin havaintoja, ja jossa toden-
nikoisyydella gcor parit saavat keskendan yhtiasuuret arvot. Esimerkiksi komennolla
Generaattori(5,10,0.9) saadaan aikaan taulukon yksi matriisi.

L L2l | B3l L4 Lsl L6l | L7 L8]] L9 [10]
] 1 1|1 1 ]-1 1]-1 1/|-1 1
2] -1 11 -1]-1 1|1 -1/|-1 1
3] 1 1|1 1]-1 1|1 1|1 -1
4] -1 1 ][-1 1|1 1|1 -1/|-1 1
5 -1 1 |-1 1 ]-1 1|1 1|1 -1
6] 1 -1]-1 1|1 -1|-1 1 |-1 1
7] -1 1 ]-1 1|1 -1|-1 1/|-1 1
8] -1 1|1 1]-1 1|1 1|1 -1
0] 1 1|1 1|1 -1|-1 1|1 -1
o, -1 1 |-1 1|1 1|1 -1/|-1 1

Taulukko 1: Generaattori(5,10,0.9) havaintomatriisi-A, pystyviivoilla toisistaan ero-
tetut osat ovat stokastisesti erillisié

Koska tarkoituksena on generoida mielenkiintoisia matriiseja, jotka voidaan ehka
todeta epdkontekstuaalisiksi, voidaan talld tavalla generoida ainoastaan dikotomisia
syklisid ryhmid, joissa on pariton méiré syklejd. Syynd tdhén on pidlauseen termi:
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lseenln €{=1,1} Tl =1

si((RIRL, ) i =1,..,n) = max > L(RERE,).
k

Maksimointioperaattori pakottaa summalle parittoman méaérén negatiivisia ker-
toimia. Téten tapauksessa, jossa on pariton méira vahvasti negatiivisesti korreloi-
tuneita pareja, saadaan kaikki negatiiviset kvanttikorrelaatiot kdfinnettyd positii-
visiksi. T&lloin on helppo 16ytaéd tapaus jossa epdyhtédlon (n — 2)-rajaa rikotaan.
Vastaavasti tapauksessa jossa korrelaatiot ovat positiivisia, maksimointi operaattori
pakottaa ainakin yhden negatiiviseksi, milloin summan on hankala rikkoa epayhtéa-
16n rajaa. Voidaan toki generoida erilaisia epayhtdlod rikkovia aineistoja, sekd pa-
rillisella méarilla pareja, etté yhdistelmélld positiivisia ja negatiivisia kvanttikorre-
laatiota. Funktiolla Generaattori2(A,r) voidaan matriisilta A vaihtaa r-kappaletta
muuttujia eri merkkisiksi eri konteksteissa. Néin esimerkiksi alkuperiinen A-matriisi
voidaan muokata komennolla Generaattori2(A,2) seuraavasti:

L G20 B3] L4 Lol el | L7l L8]] 9] [,10]
] -1 1 |-1 -1|-1 1]-1 1/]-1 -1
2] -1 1|1 1|1 1|1 -1]-1 -1
3] 1 1 |-1 -1|-1 1/]-1 1|1 1
4] -1 1 |-1 1|1 -1|1 -1]-1 -1
5,0 -1 1 |-1 -1|-1 1|1 1|1 1
6] 1 -1|-1 1|1 -1]|-1 1]-1 -1
7] -1 1 |-1 1|1 -1]-1 1/]-1 -1
8] -1 1 |-1 -1|-1 1/]-1 1|1 1
9] 1 -1|-1 1|1 -1]-1 1|1 1
mo,] -1 1 |-1 1|1 1|1 -1]-1 -1

Taulukko 2: Generaattori(A,2) muunnettu havaintomatriisi
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Niin pystytdan simuloimaan monipuolisesti erilaisia ja kokoisia matriiseja kon-
tekstuaalisuuden testaamista varten. Valitsemalla sopivat kvanttikorrelaatiot, on
mahdollista hallita kuinka lahelld (n — 2)-raja-arvoa liikutaan, sekd voidaan tar-
kastella kuinka paljon poikkeamaa yhtenevisté liitoksesta metodi sietda.

8.2 Kontekstuaalisuuden testaus

Generoitujen aineistojen kontekstuaalisuutta voidaan testata tutkimalla noudattaa-
ko, vai rikkooko se péilauseen raja-arvoa:

si((RIR,) i =1,..,n) = Y _|(R) — (R <n—2.
i=1

Kaytetadn testaukseen péilauseen jalkimmaistd muotoa. Testaus voidaan to-
teuttaa laskemalla ensin 100(1 — «)% luottamusvili halutulla alfatasolla epéyhté-
16n vasemmalle puolella. Tamé saadaan aikaiseksi laskemalla Bonferroni-korjatut
100(1 — a/n)% luottamusvilit, seki (RIR: ) ettd (RI) — (R -termeille. On huo-
mioitava, ettd vaikka luottamusvilit saadaan helpolla laskettua, funktio s () sisiltia
maksimointioperaattorin. Tamén takia haluttu minimiarvo ei aina loydy muuttujien
luottamusvélien reunoilta, ja erikoistapauksissa maksimointioperaattorin kiyttama
"strategia” voi vaihdella luottamusvéilin sisdlla. Tdméan takia R-ohjelmistolla pitdé
aina ratkaista maksimointiongelma siihen pystyvilld ohjelmalla, tai kiyttaé eksaktia
ratkaisua, miké itsessddn ei ole liian monimutkainen.

Kontekstuaalisuuden testaus onnistuu nyt raja(A,alfa)-funktiolla, missd A-
matriisista lasketaan padlauseen epayhtilon vasemman puolen alfa-tason luotta-
musvilin alaraja. Halutaan, ettd koko luottamusvili on raja-arvoa suurempi, joten
alaraja on nyt kiinnostuksen kohteena. Tutkitaan esimerkiksi generoitua havain-
toaineistoa b, joka on luotu komennolla Generaattori(7,10000,.91). Pariton syklien
madrd, suuri havaintojen maaré, sekd gcor-arvo ldhelld yhta, tarkoittaa ettd generoi-
tu aineisto luultavasti rikkoo epédyhtéaloa sopivalla alfatasolla. Jotta voidaan laskea
luottamusvili epayhtilon vasemmalle puolelle, tarvitaan muutama vélivaihe. Ensik-
si tarvitaan luottamusvilit sekd (RIR:. ), ettd (R!) — (RI™') termeille. Ensin voi-
daan laskea matriisista kvanttikorrelaatiot komennolla QC/(). Funktio laskee kahden
vektorin kvanttikorrelaation, seké keskihajonnan. Esimerkiksi QC'(b], 1], b, 2]) antaa
arvot:

[1] — 0.815600000 0.003878101.

Tatd hyodyntiden voidaan laskea kaikki matriisin kvanttikorrelaatioiden luotta-
musvélit komennolla luottamusv(b,0.00001), josta saadaan tuloste:

[1] —0.8381857 —0.7930143  —0.8442772  —0.7997228  — 0.8317023

6] — 0.7858977 —0.8429455  —0.7982545  —0.8397095  — 0.7946905
[11] —0.8431358 —0.7984642 —0.8355174  — 0.7900826,

jossa on kunkin kontekstin sisdisen kvanttikorrelaation luottamusvilin ala- ja ylira-
ja. Ensimmaéinen ja toinen arvo antavat ala- ja yldrajan ensimmaiselle kontekstille,
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ja pareittain niin edelleen. Rajoja laskittaessa kiytetddn normaaliapproksimaatiota,
joka aiheuttaa harhaa, mutta tdma ei ole merkityksellista tulosten kannalta. Vastaa-
vat arvot tarvitaan myos (RY) —(R:™') termeille. Nyt QC/() funktio korvataan QC?2()
funktiolla, seké varsinaiset luottamusvilit saadaan laskettua linkit()-funktiolla. Tés-
si tapauksessa linkit(b,0.0001) antaa luottamusvélit:

[1] 0.007461821 0.021338179 0.008382912  0.022817088  0.004925530

[6] 0.017074470 0.001628494 0.010771506  0.009942016  0.025257984
[11] 0.004635792  0.016564208  0.010573094  0.026226906.

Seuraavaksi halutaan laskea pédilauseen epayhtédlon vasemman puolen luottamus-
vilin alaraja. Kdytdnnossa tdmé saadaan etsimalld (RIR!, ;) termien luottamusvé-
lien sisdltd saatava pienin s; arvo ja vihentdmélld téstd luottamusvélien sallimat
mahdollisen suuret (R!) — (R:™') arvot. Esimerkki matriisista timi saadaan komen-
nolla raja(b,0.0001):

[1] 5.535748  5.000000,

eli alfatasolla 0.0001 luottamusvéli on kokonaisuudessaan suurempi kuin rajan—2 =
5, mikd tarkoittaa ettd systeemi on kontekstuaalinen. Koska kyseessa on tilastolli-
nen testaus, ei epikontekstuaalisuutta voida téalld todistaa, vaan aina jia alfatasos-
ta riippuen epivarmuutta. Tdmén takia halutaan alfataso mahdollisimman tiukaksi,
koska se etté aineisto rikkoo klassisen fysiikan lokaalisuutta 95% todennikoisyydelli,
on melkein hyddytén. Kun luottamusvilit lasketaan vaikka 1071° mittakaavalla, voi-
daan saatua tulosta pitda riittavan uskottavana. Funktio palauttaa halutun alarajan
lisdksi epayhtdlon oikean puolen verrattavan arvon.

8.3 Luottamusvilit ja maksimointi

Kuten aikaisemmin todettiin, funktion s; minimi ei ole aina luottamusvilin &ari-
paissi. Néissd erikoistapauksissa tulee vastaan pieni ongelma, missd luottamusvélien
kiytto ei taysin toimi halutulla tavalla. Otetaan esimerkiksi yksinkertainen tapaus
jossa n = 3. Funktio s; oli siis muotoa:

S1(T1y ey Tp) = max E lpxy,.
Uy ln€{—1,1}Txl=—1 k;

Jos funktiolle annetaan arvot (A, B, C'), saadaan funktiosta summa +A+B+C,
jossa summan etumerkit valitaan maksimoimaan summaa funktion ehdon mukaises-
ti. Maksimointifunktion ehtona on, ettd annettujen etumerkkien tulo on negatiivi-
nen, eli negatiivisia kertoimia on oltava pariton maard. Eli jos kiytetdan esimerk-
kind arvoja (—1,—1, —1), maksimointifunktio voi kdintdé kaikki kolme arvoa posi-
tiiviseksi, jolloin saadaan s;(—1, —1, —1) = 3. Toisin taas tapauksessa (—1,—1,0.2)
ei voida kiyttdd kahta, eli parillista méarda, negatiivista kerrointa. Nyt saadaan
s1(—1,-1,0.2) = 1 + 1 — 0.2 = 1.8. Vastaavasti saadaan s;(—1,—0.5,0.5) = 1 +
0.5 — 0.5 = 1.Nyt pisteiden (—1,—0.5,0.5) sijaan avataan arvot B ja C vileik-
si (—1,{—0.4,-0.6},{0.4,0.6}). Nyt arvoista B ja C toinen on aina negatiivinen,
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sen mukaan kumpi vaihtoehto antaa suuremman summan. Jos siis arvot ovat itsei-
sarvoltaan eri suuruiset, maksimointifunktio valitsee suuremman itseisarvon posi-
tiiviseksi. Téten meilld nailla vileilld on kaksi maksimipistettd s;(—1,—0.4,0.6) =
s1(—1,—0.6,0.4) = 1.2. Minimipisteita tosin 16ytyy téssd tapauksessa déreton maa-
ré, silld s1(—1,—a,a) = 1 kun a € [0.4,0.6]. Mita jos nyt kavennettaisiin arvojen
B ja C' annettuja vileji. Kuvitellaan annetut vilit teoreettisiksi arvojoukoiksi ja
otetaan naistd jonkinlaiset luottamusvilit. Jos vilejd kavennetaan, maksimikohdat
jaavat vélien ulkopuolelle ja funktion maksimitulos pienenee. Tosin taas funktion
minimi ei muutu. Piste (—1,—0.5,0.5) on vélien keskipiste, ja my6s funktion mi-
nimikohta. Luottamusvilin tiukkuus voidaan valita mielivaltaisesti ja silti tdméi ei
vaikuta funktion minimiin.

Edellinen esimerkki osoittaa, ettd kun padlauseen muuttujista otetaan luotta-
musvilit, ei funktio tuota vastaavaa luottamusvalid. Siis jos katsotaan jotain arvo-
joukkoa ja padlauseen télle tuottamaa funktion kuvaa, pienimpien ja suurimpien
arvojen poistaminen ei vilttaméattd poista vastaavasti funktiosta saatavien arvojen
pienimpid ja suurimpia arvoja. Kun funktion sisdinen maksimointi-operaattori ei
vaihda strategiaa annetun vélin sisilld, on kyseessd hyvin kiyttaytyvi lineaarinen
funktio, joka on kasvava ja sen ddriarvot ovat vilin péaissd. Téten ottamalla luot-
tamusvili funktion alkuarvoista antaa vastaavan luottamusvilin kuvajoukosta. Kun
maksimointi aiheuttaa strategian vaihdon vélin sisalld, muodostuu lineaariseen funk-
tioon kulma, joka ei ole derivoituva. Tamaéa luo uuden mahdollisen déripisteen, mika
tassd tapauksessa on aina minimi. Pddlauseessa juuri vélin minimi on mielenkiin-
non kohteena, miké tekee tésté ongelmallista. Tosin ensinnékin tdmé ongelma tulee
vastaan vain tietyissd tapauksissa. Toiseksi luottamusvélin dédripdiden toimiminen
ei-halutulla tavalla tapahtuu vain maksimissaan kahden muuttujan kohdalla kerral-
laan. Jos meilld on tapaus n = 10, muuttujista kahdeksan toimii luottamusvalin ku-
van suhteen ldhes oikein, joten luottamusvili toimii melkein halutulla tavalla. Heit-
toa on enemmén pienilld n-arvoilla. Huomattavaa on, ettd tapauksessa n = 10 on
yhteensd 20 eri muuttujaa, mutta yleensi néista varsinaiset kvanttikorrelaatiot ovat
suuruusluokaltaan suurempia kuin jalkimméiset termit. Siis funktion s; sisdlld on
nyt kymmenen muuttujaa ja sen ulkopuolella 10 lisdé, ja meitd kiinnostava epikohta
on nyt tdysin maksimointi funktion s; sisélla. Viimeisend voidaan todeta, ettd pai-
lause tarkastelee meneeko kyseinen summa yli annetun raja-arvon. Tilanteessa jossa
luottamusvilit eivat anna funktion kautta luottamusvéilid funktion kuvasta, saatu
tulos on vain hieman turhan tiukka. Pddlauseella pyritadn osoittamaan epakonteks-
tuaalisuutta. Jos l10ydetadn aineisto, jossa havaitaan epakontekstuaalisuutta, ei té-
mé epikohta ole ongelma. On mahdollista etté jossain tapauksissa pdalauseen arvo
on hyvin lihelld raja-arvoa, ja luottamusvéli saa virheellisesti liian pienen alarajan,
minki takia epidkontekstuaalisuutta ei havaita. Téllaisessa tapauksessa epidkonteks-
tuaalisuus voitaisiin havaita bootsrapin tapaisella menetelméllé, jossa luottamusvali
otetaan vasta funktion kuvajoukosta, eiki voida saada vaaristynyttd luottamusvilia
funktion kiyttaytymisen takia. On my6s huomioitava, etti jos epikontekstuaalisuus
jaa havaitsematta tilld metodilla, on luultavasti syyna Bonferroni-korjaus, joka kas-
vattaa luottamusvilid huomattavasti. Tdhéin verrattuna edelld mainittu mahdollinen
ongelma luottamusvélien kuvan kanssa on verrattavan pieni.

Kun edelld mainitulla tavalla otetaan huomioon funktion kiyttdytyminen luot-

25



tamusvilien sisilld, saadaan aikaan hyodyllinen testi. Kuitenkin luottamusvilien
kdyttd on ongelmallista ja metodin kiaytto vaatii jonkunlaisen perustelun, kuten sel-
laisen joka edelld esitettiin. Ongelmana on se ettd kohdefunktio ei ole derivoituva.
Jotta alkuarvojen persentiilit kuvautuisivat vastaaviksi persintiileiksi kuvajoukolle,
tulisi funktion olla jatkuva ja kdintyvd. Tamai ei toteudu funktion s; kanssa. Voi-
makas korrelaatio pienelld varianssilla antaa luottamusvélin, jonka sisdlld funktio
kdyttaytyy halutulla tavalla. Kuitenkin jos katsotaan koko korrelaation arvojoukkoa
[—1, 1], niin luottamusvilin ulkopuolelta 16ytyy todennikéisyysmassaa koko arvo-
joukon alueelta. Osa todenndkdisyysmassasta sijaitsee aina ei-derivoituvan pisteen
toiselta puolen, jolloin saatu kuvajoukon luottamusvili ei ole tdsméllinen. Tama
virhe on kuitenkin hévidvin pieni epidkontekstuaalisissa tapauksissa, ja taas virhe
aiheuttaa testin olevan haluttua tiukempi, joten haluttu alfa-taso siilyy testaukses-
sa.

8.4 Bootstrap

Suoritetaan vastaava epiakontekstuaalisuustestaus kidyttden bootstrap-menetelméé.
Bootstrap-menetelmé on tapa arvioida tunnusluvun, kuten keskiarvon, otantaja-
kaumaa, jonka kautta voidaan estimoida haluttu luottamusvili. Téssa tapauksessa
aikaisemmin pyrittiin luomaan luottamusvili epidkontekstuaalisuuden testisuureelle
laskemalla padlauseen funktion alkuarvoille luottamusvilit ja selvittdmaélla funktion
saamat arvot. Nyt alkuperfisestd matriisista otetaan bootstrap-otannalla lukuisia
otoksia, joista lasketaan pdilauseen funktion saama arvo. Néin padlauseen testisuu-
reelle saadaan simuloitua pseudo-jakauma, josta voidaan suoraan katsoa testisuu-
reen otantajakauman persentiilivili, jota voidaan kiyttda luottamusvélin estimaat-
tina. Missd luottamusvilien kanssa kiytettiin raja-funktiota laskemaan péilauseen
saama luottamusvilin ala-arvo, nyt lasketaan simuloiduista matriiseista tarkka paa-
lauseen arvo kiyttden raja2-funktiota. Matriisille A tehdddn nyt bootstrap-otanta
bootstrapl(A, R)-funktiolla, joka ottaa R-kappaletta otantoja matriisista ja palaut-
taa ndiden saamat pailauseen arvot. Ndiden arvojen luottamusvilin alaraja saadaan
bootstrap2(A, al fa, R)-funktiolla, joka antaa alarajan halutun al fa-tason mukaises-
ti.

Generoidaan joitakin matriiseja bootstrap-menetelmén testausta varten, ja tes-
tataan 10ytadko funktio aineistosta epdkontekstuaalisuuden. Matriisien koko ja otan-
tojen maird taytyy rajata laskentatehon mukaan, toisinkin aikaisempi menetelma
salli suuremmat matriisit pienemmalld laskuteholla. Témé& voidaan tietenkin pitdi
bootstrapin heikkoutena, mutta nykyéaan laskuteho ei ole rajoittava ongelma. Kéyte-
tddn samaa matriisia kuin aikaisemmin, eli Generaattori(7,10000,.91)-komennolla
saatavaa epidkontekstuaalista b-matriisia. Nyt haluttu tulos saadaan komennolla
bootstrap2(b,0.01,1000):

[1] 5.611597  5.0000.

Funktio 16ytda matriisista epikontekstuaalisuuden halutusti, ja voidaan huomata
ettd luottamusvilin alaraja on suurempi kuin aikaisempaa metodia kiytettiessa.
Tamé tulee olemaan jatkuva trendi funktioita testattaessa. Bootstrapin kanssa on
huomioon otettavaa, ettd funktioon kuuluu satunnaisotanta. Tamén takia saatava
tulos vaihtelee satunnaisesti. Jos esimerkkiksi dskeinen tapaus ajetaan viisi kertaa,
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saadaan tulokset:
5.618387 5.614988  5.6212 5.617592 5.614196.

T&ahan satunnaisuuteen vaikuttaa otantojen méara, ja tarkkuutta voidaan parantaa
kunhan laskuteho riittda. Meilld on nyt kaksi tapaa testata epdkontekstuaalisuut-
ta. Vertaillaan raja-funktiota ja bootstrap2-funktiota toisiinsa generoimalla matrii-
si komennolla Generaattori(5,1000,.09) kymmenen kertaa, ja jokaiselle matriisil-
le suoritetaan epikontekstuaalisuus testaus alfa-arvolla 0.01 ja 10000:1la bootstrap
otannalla. Nyt saadaan tulokset

[1] 3.430559 3.63799 [2] 3.515967 3.74199 [3] 3.32659 3.63

[4] 3.445696 3.67799 [5] 3.439061 3.674 [6] 3.416924 3.602
[7] 3.281613 3.59 [8] 3.448642 3.65 [9] 3.596304 3.784
[10] 3.397005 3.69999,

jossa aina ensimméiinen arvo on raja-funktion antama arvo ja toinen on bootstrap
ajon tulos. Havaitaan, ettd bootstrap antaa suurempia arvoja, mikd johtuu toisen
metodin kiyttadmastd Bonferroni-korjauksesta. Bootstrap on nahtéavisti siis parempi
havaitsemaan epidkontekstuaalisuutta kyseisessd tapauksessa. Suurin ero nédiden vé-
lilla on vaadittava laskuteho, koska rajallisella prosessoriteholla ndhdain jo selvi ero
kiytetyssa ajassa. Luottamusvélien kdytto toimii lahes valittomésti, kun taas 10000
otantaa vaatii jo hetken aikaa. Tadmaé rajoittaa alfatason tiukkuutta bootstrapin las-
kutehon kannalta, mutta toisaalta paremmalla teholla suuremman otannan kiytto
voisi parantaa bootstrapin antamia tuloksia. Esimerkkiné vield erilaisten generoitu-
jen matriisien saamat arvot (aplha = 0.01, otanta = 10000):

A : Generaattori(3,2000,0.78) : 1.502297 1.586 <1
B : Generaattori(9,1000,0.91) : 6.424016 6.90199 <7
C' : Generaattori(4,2000,0.88) : 1.244599 1.331 <2
D : Generaattori2(C, 1) : 2.679248 2.802 <2
E : Generaattori(8,1000,0.93) : 4.493142 4.794 <6
F : Generaattori2(E,1) : 6.106743 6.446 < 6.

Nahdain selvisti, miten bootstrap antaa tiukemman luottamusvélin, mika téssé
siis nakyy korkeampana luottamusvilin alarajana. Esimerkeistd voi havaita myos
sen, miten suurimmilla n:nén arvoilla epdkontekstuaalisuutta on vaikeampi havaita.
Vaaditaan voimakkaampia kvanttikorrelaatioita, jotta niiden summa saadaan raja-
arvon yli. Taméa johtuu siitd, ettd rajassa n — 2 isoilla arvoilla n tulee termi —2
vihemman merkittivaksi.
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9 Yhteenveto

Voidaan todeta, ettd haluttu epdkontekstuaalisuustestaus onnistuu kummallakin esi-
tetylld R-ohjelmiston funktiolla. Verrattaessa niité keskendén, havaitaan molemmil-
la olevan vahvuuksia ja heikkouksia. Ndma menevit sopivasti ristiin, joten eri tilan-
teissa vaihtelee kumpaa metodia on parempi kayttad. Ei voida tuomita toista mene-
telm&i toista huonommaksi, vaan molemmat ovat erittdin hyddyllisid. Bonferroni-
korjattuihin luottamusvileihin perustuva metodi on laskutehon kannalta huomat-
tavasti yksinkertaisempi laskutoimitus, ja se ei tarvitse edes suurissa aineistoissa
kaikkea tietoa, vaan metodi toimii jopa pelkilld riittavilla tunnusluvuilla. Bootstrap
vaatii lukuisia otantoja, joko koko aineistosta tai sarakeparista, mikd on ongelmal-
lista isoissa aineistoissa. Pdinvastoin pienissi aineistoissa bootstrap toimii oikein
hyvin, kun taas Bonferroni-korjaus tuottaa ongelmia suurilla hajonnoilla ja pienissi
aineistoissa. Bootstrap-menetelmé havaitsee epikontekstuaalisuuden tehokkaammin
hankalemmissa aineistoissa. Toisaalta kvanntikorrelaatioden luottamusvileihin pe-
rustuvaa metodia voidaan pitdd tiukempana mittana, ja tdten vahvana perusteena
epiakontekstuaalisuudelle. Tama siis jos verrataan, ettd metodit vain toteavat aineis-
tot epikontekstuaalisiksi. Bootstrap-menetelmé& voi antaa funktiolle todella suuren
arvon, joka on selvisti epiyhtidlon rajan ylidpuolella, ja tdten antaa myos vahvan
perustelun epdkontekstuaalisuudelle. Bootstrap ei tosin toimi todella pienilld alfa-
tasoilla.

Esitetyt funktiot ovat toki hyvin yksinkertaisia, ja niihin on helppo 16ytd4 mah-
dollisia kehityskohteita. Bonferronia kiyttavin metodin ongelma on juuri Bonferroni-
korjaus. Tama on erittdin brutaali ratkaisu monivertailuongelmaan, ja olisi hyva jos
tdhin 16ytyisi kevyempi ratkaisu tai jos perustellusti voitaisiin monivertailu ongel-
ma kiertad jotenkin kokonaan. My6s luottamusvilien ajaminen funktion lépi ei toimi
taydellisesti halutulla tavalla, ja tdhan olisi mielenkiintoista 16ytad elegantti ratkai-
su, vaikka sité ei suoranaisesti tarvita. Bootstrappia taas olisi helpoin tapa parantaa,
koodaamalla funktio tehokkaammaksi laskutehon kannalta. Parempi koodaaja voisi
tehostaa funktiota laskennallisesti tai vaikka muistin kiyton kannalta. Taméan tyon
padpainona ei ollut ohjelmointi, mutta jos titéd luotua koodia haluaisi todella kiayttia
isoihin aineistoihin, olisi tehokkaamman bootstrap-otannan kiytté suotavaa.

Kaiken kaikkiaan vaikka esitetty teoria on suhteellisen monimutkaista, onnistuu
tarkastelu R-ohjelmistolla melko hyvin. On onnistuttu méaérittelemaén epékonteks-
tuaalisuus, ja pystytddn osoittamaan se havaintoaineistosta R-ohjelmistolla.
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A Liitteet

Lemma 1. [3]
Kaikille aq, ..., a,, b1, ..., b, € R:

Sg(al, ceey an) + Sl(bl, ceey

b
s1(ayy .oy @p, by, ..y byy) = max
si(at, ..y an) + So(b1,y ..., b))

ja
So(@1y vy Ay b1, oory b)) = max {So(al’ s @)+ 5001, -, bn) ,
si(at, ..oy an) + s1(b1, ..., b))
missa
1@ ey Tn) = Iy, zne{gi}}inklquk:lkxk
ja

So(T1y ey Tp) = max E L.
Iyl €{=1,1}, I}l =1 k

Lemma 2. [3]

Yhteisjakaumalliset dikotomiset +1 arvoiset satunnaismuuttujat A ja B, odo-
tusarvoilla (A), (B) ja (AB), ovat olemassa jos ja vain jos

—1<(A) <L
<

-1 < (B)
[{(4) +(B)] =1 <(AB)

NN

—[(4) = (B)].
Lemma 3. [3]

Yhteisjakaumalliset dikotomiset +1 arvoiset satunnaismuuttujat A, B ja C, odo-
tusarvoilla (A), (B), (C), (AB), (AC) ja (BC), ovat olemassa jos ja vain jos ne
noudattavat pareittain lemmaa 2, ja

31<<AB>7 <AC>>’ <BC>) < L

Lemma 4. [3]

Yhteisjakautuneet mielivaltaiset satunnaismuuttujat A, B ja C, tunnetuilla mar-
ginaalijakaumilla (A, B) ja (B, C), ovat olemassa jos ja vain jos marginaalijakaumat
sopivat samaan B jakaumaan.

Seuraus 1. [3]

Yhteisjakautuneet £1 arvoiset satunnaismuuttujat Ay, ..., A,(n > 3), annetuil-
la odotusarvoilla (A1), ..., (A,), (A1A42), ..., (A,_1A,), ovat olemassa jos ja vain jos
kaikki parit (A;, A;11),7 =1, ...,n — 1 noudattavat lemmaa 2.

Lause 6. [3]
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Yhteisjakautuneet +1 arvoiset satunnaismuuttujat Ay, ..., A,(n > 3), annetuilla
odotusarvoilla (A;As), ..., (A,_14,), (A, A1), ovat olemassa jos ja vain jos kaikki
parit (A1, As), ..., (An_1, An), (An, A1) noudattavat lemmaa 2 ja

81(<A1A2>7 ceey <An—1An>a <AnA1>) < n—2

Lause 7.

Oletetaan, ettd luottamusvalit [a;, b;] on jirjestetty laskevaan jérjestykseen sen
mukaan, mikd on kunkin vilin etdisyys nollasta. Etdisyys on tdssd nolla, jos a; <
0 < b; ja muussa tapauksessa min(|a;|,|b;|). Pddlauseen funktio s; saa pienimméin
arvonsa luottamusvilin sisalld seuraavasti:

a)Jokaisen luottamusvilin etiisyys nollasta on positiivinen.

Jos luottamusvileistd on pariton méaérd negatiivisia, funktion pienin mahdolli-
nen arvo on sy(min(|aql, |b1]), min(|az|, |b2|), ...), silli summan kaikki termit ovat
positiivisia. Jos negatiivisia termejd on parillinen méira, saadaan pienin arvo

s1(—min(mazx(|aq], |b1]), min(|az|, |be])), min(|as], |b2|), ...).

b)Luottamusvileista n-kappaleen etéisyys nollasta on nolla (n > 2).

Funktion saama pienin mahdollinen arvo on
$1(0,0, ..., (min(|ans1|, [bnsal), ---)-

¢)Tasan yhden luottamusvélin etéisyys nollasta on nolla.

Jos ensimmadistd luottamusvalid lukuun ottamatta muita luottamusvileja on ne-
gatiivisia pariton m#ara, funktion pienin mahdollinen arvo on

s1(—min(|ai|, min(|as], |b2])), min(|az|, |bs]), -..).
Muulloin funktion saama pienin arvo on s1(min(|by|, min(|as|, |b2])), min(|as|, |bs]), ...).

Todistus. Etsitddn funktion s; saama minimikohta annetuilla luottamusvéleilla [a;, b;].
Merkitadn

Sl(Il,...,JIm): max E lkxk:X1++Xm,
l1,...,lm€{71,1},nklk=71 A

missd muuttujat x; ovat aina itseisarvoltaan suuruusjirjestyksessi, eli |r;| < |zo| <
. < |zpl, ja X; = +x;. Jos muuttujista xq, ..., ¥, pariton médra on pienempia tai
yhtasuuria kuin nolla, seuraa triviaalisti, etta

X+ oo+ X = || + o 4 2]

31



Parittomassa tapauksessa maksimointi operaattori pystyy muuttamaan jokaisen etu-
merkin positiiviseksi. Jos summaan jii yksikin negatiivinen termi, niin

|z1] + oo = ||+ o o] = 2] + o ] = 2] < 2| + s+ 2]
Parillisessa tapauksessa jaa ainakin yksi negatiivinen termi, jolloin

Nahdaan triviaalisti, ettd summa saa suurimman arvonsa, kun valitaan negatiivi-
seksi termiksi itseisarvoltaan pienen arvo. Samoin summa on silloin suurempi, kun
negatiivisia termeja on vain yksi, eikd kolme tai enemmén.

Katsotaan seuraavaksi luottamusvélien tapausta si([a1, b1, ..., [@m, bm)). Olete-
taan, ettd vilit ovat jirjestetty sen mukaan, mikd on niiden etéisyys nollasta. Etsi-
tadn arvot x; € [a;, b;], joilla funktio sy(z1, ..., ) = X5 + ... + X,;, saa pienimmén
arvonsa. Nyt tiedetdan, etta

X) < X5 < oo € X (1)
Xo, ooy X > 0, 2)
X, +X, > 0. (3)

Nama seuraavat edellisesti tarkastelusta.

Jaetaan luottamusvileilld olemassa olevat tapaukset kolmeen osaan. Luottamus-
vélin etdisyys nollasta on nolla, jos a; < 0 < b;. Merkitdédn téllaisten vilien luku-
méadrad n:lla. Nyt kisitellddn kolmea eri tapausta, n =0,n =1 tai n > 2.

1)n>2.
Luottamusvéleilla [aq, b1], ..., [am, by] funktio s; saa pienimmén arvonsa pisteessé:

my = 51(0,0, .., (min(|ant1], |bntal), --)-

Jos olisi olemassa téstd pienempi summa X; + ...+ X,,, niin talld olisi oltava joko jo-
kin pienempi positiivinen arvo, tai suurempi negatiivinen arvo. Ehdon kaksi mukaan
X9, ..., X; = 0, eli ndmé ovat epinegatiivisia arvoja. Pisteessd m; on ndmé valittu
itseisarvoltaan pienimmiksi mahdollisiksi luottamusvélien sisdltd. Summan muuttu-
ja Xj voi olla negatiivinen, mutta ehdon kolme mukaan tiedetddn, ettd X;+ X5 > 0.
Nyt X; + X5 = 0, joten negatiivinen termi ei voi pienentdd summaa tdmin enem-
pad. Téaten piste m, antaa funktiolle s; minimipisteen annetuilla vileilla.

2) n=0.
Jos luottamusvileistd pariton méird on nollaa pienempii, saa funktio s; pienim-
man arvonsa pisteessi

Mo = s1(min(|a1],|b1|), min(las|, |b2]), ...).

Todettiin, ettéd parittomassa tapauksessa X + ... + X, = |x1| + ... + |,,,|. Pisteessé
ma, summa saa luottamusvélien pienimmaét mahdolliset itseisarvot, joten pisteessia
msa, funktio s; saa pienimmaén arvonsa.
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Parillisessa tapauksessa tiedetddn, ettd X; < 0. Nyt funktio saa pienimmén
arvonsa pisteessa

maop = S1(—min(maz(|ai],|b1|), min(|as|, |b2])), min(|az|, |bs]), -..).

Taas summan positiiviset termit Xo, .., X,, ovat valittu itseisarvoiltaan mahdolli-
simman pieniksi. Jos max(|ayl,|b1]) = min(|as|, |bs]), niin silloin min(|az|, |b2]) on
suurin mahdollinen negatiivinen termi z;. Tamé johtuu rajoitteesta X; < X, ja nyt
X1+ X5 = 0, miki tarkoittaa ettd summan negatiivinen termi ei voi tehda summas-
ta pienempéd. Jos max(|ai|, |b1]) < min(|ag, |b2]), niin nyt X; < X5 ja negatiivinen
termi X4 on valittu itseisarvoltaan mahdollisimman suureksi. Téten piste mo, antaa
funktiolle s; pienimmé&n mahdollisen arvon.

3) n=1.
Téassa tapauksessa 10ytyy aina poikkeuksetta piste, jossa X; < 0. Jos luotta-
musvéleistd [ag, bo], ..., [am, by] on pariton médrd negatiivisia, niin funktio s; saa

pienimman arvonsa pisteessa
mzq = $1(—min(|a;], min(|az|,|b2|)), min(|as|, |b2]), ...).

Samoin kuin edelld, postitiiviset termit Xs, ..., X,, ovat valittu mahdollisimman pie-
niksi. Negatiivinen termi on valittu samoin itseisarvoltaan mahdollisimman suureksi
rajoitteen X; < X, puitteissa.

Jos luottamusvileja [ag, bo, ..., [@m, by on parillinen mééré, niin funktio s; saa
vastaavasti pienimméan arvonsa pisteessa

map = s1(min(|b1], min(las|, |b2])), min(|az|, |bs]), -..).
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B R-koodi

# Luodaan syklisid ryhmi testausta varten. cyc= parien méara,
# n= havaintojen maéira, qcor= todennikéisyys jolla parit saavat keskendan
# erisuuret arvot.
Generaattori <— function(cyc,n, qcor) {
X <— matriz(nrow = n,ncol = 2 x cyc)
for(iin 1:cyc) {
X[,2*i— 1] <— rbinom(n,1,.5)
vl < — rbinom(n, 1, qcor)
X[,2%d) <— (X[,2%i—1] +v1) %% 2
}
X <—2xX-1
return(X)
}
#Muokataan generoitua matriisia A. Vaihdetaan r eri parin korrelaatio
#positiiviseksi. Generaattoril luo vain mielenkiintoisia matriiseja joissa cyc
# on pariton. Generaattorilla kaksi voidaan testata parillisia syklisid ryhmia.
Generaattori2 <— function(A,r) {
r2 <— min(r,ncol(A)/2)
vec <— 1: (ncol(A)/2)
xl <— sample(vec,r2)
for(iin 1:length(x1)) {
Al xl[i] % 2] <— A[,x1[i] x 2] * (—1)
}

return(A)
¥

#Kahden vektorin kvanttikorrelaatio. Vaatii kaksi yhtéapitkda {1, —1} arvoista
#vektoria.<A B> -termi. Return: (kvanttikorrelaatio, keskihajonta).
QC <— function(A, B) {

C<— AxB

r <— sum(C')/length(A)

xl <— abs(z) * (1 — abs(z))/length(A)

ret <— c(x, sqrt(zl))

return(ret)
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# Lasketaan erilliselld funktiolla matriisista kvanttikorrelaatiot
# luottamusvileineen. A= {1, —1} arvoinen havainto matriisi, jossa kolumnit
# (1,2) ovat saman kontekstin mittauksia, {2,3} ja {1,n} néiden linkit.
#Alfa= haluttu alfataso.
luottamusv <— function(A,alfa) {

B <— 1 —gqt(alfa/ncol(A),nrow(A) — 1)

X <— vector(length = ncol(A))

for(iin 1: (ncol(A)/2)) {

X[(2xi—1] <= QC(A[,2*i— 1], A[,2 *])[1]
—BxQC(A[,2x1i— 1], A[,2*1])[2]
X2 * <— QC(A[,2x*i—1],A[,2*1])[1]
+Bx QC(A[,2*i— 1], A[,2 *1])[2]
}
return(X)
}

# Kahden vektorin keskiarvon ero ja ndiden keskihajonta.
# <A>—<B> -termi.
QC2 <— function(A, B) {

r <— abs(mean(A) — mean(B))

xrl <— abs(z) * (1 — abs(x))/length(A)

ret <— c(x, sqrt(zl))

return(ret)

}

# Lasketaan syklisestd matriisista linkkien viliset <A>—<B> -termit
# luottamusvileineen.
linkit <— function(A,alfa) {
B <— 1 —gt(alfa/ncol(A),nrow(A) — 1)
X <— vector(length = ncol(A))
for(iin 1: (ncol(A)/2 —1)) {
X[2x*i—1] <— QC2(A[,2x*1], A[,2 1+ 1])[1]
—BxQC2(A[,2 1], A[,2x1+ 1])[2]
X[2*i] <— QC2(A[,2x1], A[,2 %1+ 1])[1]
+Bx QC2(A[,2 *1], A[,2 %1 + 1])[2]

}
X[ncol(A) — 1] <= QC2(A[, 1], A[, ncol (A)])[1]
— B« QC2(A[, 1], A[, ncol(A)])[2]
Xlncol(A)] <= QC2(A[, 1], A[, ncol (A)])[1]
+B « QU2(A[, 1], A[, ncol(A)])[2]
return(X)
¥
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# Kontekstuaalisuus testaus matriisille halutulla alfatasolla. Etsitdan
# kohdefunktion tuloksen luottamusvélin pienin arvo mitd funktion maksimointi
# operaattori voi saada annettujen korrelaatio luottamusvilien sisélla.
# Kéytetddn lauseen 7 esittdméi ratkaisua. Palautetaan myos verrattava n-2 arvo.
raja <— function(A,alfa){

xl <— luottamusv(A,alfa)

x2 <— linkit(A,alfa)

xplus <— 0

zminus <— 0

rzero <— 0

xmin <— 0

zala <— which.min(abs(x1))

xyla <— xl{which.min(zl) + 1]

zjar <— xllorder(zl)]

for(iin 1: (length(x1)/2)) {

if(x12%0— 1] *x2z1[2xi] <0) {
rzero <— xzero+ 1

else if(x1[2xi— 1]+ x1[2* 4] > 0){xplus <— zplus + 1}
else{xminus <— rminus + 1}
}
zlbound <— vector(length = length(x1)/2)
for(iin 1: (length(x1)/2)) {
if(abs(x1]2 *xi]) < abs(x1[2 x i — 1])){xlbound[i] <— x1[2 x|}
else{xlbound|i] <— x1[2 i — 1]}
}
d <— abs(xzlbound)
zlbjar <— dlorder(d)]
zsumma <— sum(zlbjar)
if(xzero==0) {
if (xminus%%2 == 1){zmin <— rsumma}
else if(xyla! = xjar2]){xmin <—
xsumma — xlbjar[l] — xlbjar|2]}
else{zmin <— xsumma — 2 x xlbjar[1]}

if(xzero >=2){
for(iin 1: (length(x1)/2)) {
if(xl2*d] * x1[2 % i — 1] > 0){zmin <—
xmin + min(abs(z1[2 % 1], abs(x1[2 x i — 1])))}

}

if(rzero==1){
minus = 0
plus =0
summa = 0
minraja = 1
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for(iin 1: (length(z1)/2)) {
if(x12%i — 1] %2124 < 0) {
minus = min(zl[2 i — 1], 21[2 * i])
\ plus = max(xl]2x i — 1], 21[2 * i])

else {

summa <— summa + min(abs(x1[2 i — 1]), abs(x1[2 % 7]))

minraja <— min(minraja, min(abs(x1[2 x i — 1]),
abs(x1[2 % 1])))

}
if (xminus%%2 == 1) {

xmin <— summa — min(minraja, abs(minus))

}
if (xminus%%2 == 0) {
xmin <— summa — min(minraja, abs(plus))
¥
}
for(iin 1: (length(x2)/2)) {

xmin <— xzmin — mazx(abs(x2[2 x i — 1]), abs(x2[2 % i]))

}
xret <— c(xmin,length(z1)/2 — 2)
return(zret)

}

# Lasketaan matriisille testisuure ilman luottamusvéleja.
raja2 <— function(B) {
X1 <— vector(length = (ncol(B)/2))
for(iin 1: (ncol(B)/2)) {
X1[i]| <— QC(B[,2*1— 1], B[,2 = i])[1]
¥
X2 <— vector(length = ncol(B)/2)
for(iin 1: (ncol(B)/2—-1)) {
X2[i] <— QC2(B[,2 1], B[,2*1i+ 1])[1]

X2[ncol(B)/2] <— QC2(BJ, 1], B[, ncol(B)])[1]
rsum < —0
if(prod(X1) <= 0){xzsum <— sum(abs(X1))}
else{xsum <— sum(abs(X1)) — 2 * min(abs(X1))}
for(iin 1: (length(X2)/2)) {
xsum <— xsum — maz(abs(X2[2 xi — 1)), abs(X2[2 % 1]))
}

return(xsum)
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# Bootstrap ajo R kertaa matriisille A.
# Return: raja2 arvo kaikille R otokselle matriisista A.
bootstrapl <— function(A, R) {
xl <— vector(length = R)
ind <— A
for(iin1:R){
for(j in seq len(ncol(A)/2)) {
ind2 <— sample(nrow(A), replace = TRUFE)
ind[l, 27 —1):(2xj)] <— Alind2,(2%j —1): (2% )]

x1[i] <— raja2(ind)
}
return(zl)
}

# Matriisille A tehdylle R kertaiselle bootsrap ajolle alfa-tason
# luottamusvélin alaraja.
bootstrap2 <— function(A,alfa, R) {

a <— quantile(bootstrapl(A, R).alfa/2)

ret <— c(a,ncol(A)/2 —2)

return(ret)

}
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