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Téasséd tutkielmassa késitellian Laplace-muunnoksen soveltamista tavallisten diffe-
rentiaaliyhtaloiden ratkaisemiseen. Laplace-muunnos tarjoaa tehokkaan menetelméan
muuntaa differentiaaliyhtélot algebrallisiksi yhtéloiksi, mikéa yksinkertaistaa ratkai-
suprosessia.

Tutkielma alkaa esittelemélld Laplace-muunnoksen teoreettiset perusteet, mukaan
lukien sen ominaisuudet ja tarkeimmaét lauseet. Kasitelladn keskeisié kasitteitd, ku-
ten lineaarisuus, derivaatan Laplace-muunnos ja kidédnteinen Laplace-muunnos. Teo-
riapohjan jélkeen keskitytddn kiytdnnon sovelluksiin ja esitetddn, miten Laplace-
muunnosta voidaan soveltaa erityyppisten differentiaaliyhtéloiden, erityisesti alku-
arvo-ongelmien, ratkaisemiseen. Esimerkeilld havainnollistetaan Laplace-muunno-
ksen tehokkuus luonnontieteissé ja tekniikassa yleisesti esiintyvien differentiaaliyhta-
l6iden ratkaisemisessa. Lukijalta edellytetdan analyysin perustietdmysté ja -ymmaér-
rysta.

Asiasanat: Laplace-muunnos, tavallinen differentiaaliyhtélo, alkuarvo-ongelma, al-
gebrallinen yhtalo, kddnteinen Laplace-muunnos.
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1 Johdanto

Differentiaaliyhtal6illa on ratkaiseva merkitys monilla tieteen ja teknologian aloilla.
Yhtalot kuvaavat, miten suureet muuttuvat ajan myota, ja niilld voidaan mallin-
taa ilmiodité, kuten virran kulkua sahkopiirissd, kalvon vérahtelyéd tai lammon siir-
tymisté eristetyn johdon ldpi [2]. Usein néihin yhtéloihin siséltyy alkuehtoja, jotka
méérittelevit jarjestelmén alkutilan (hetkelld ¢ = 0).

Differentiaaliyhtédloiden ratkaiseminen voi kuitenkin olla haastavaa, erityisesti
kun on kyse korkeamman kertaluvun yhtéloista tai yhtaloryhmista. Tehokas ta-
pa ratkaista téllaisia yhtéaloitd on Laplace-muunnos. Tama matemaattinen mene-
telmé muuttaa differentiaaliyhtélon yksinkertaisemmaksi algebralliseksi yhtéloksi.
Kaytannossa differentiointiprosessi vastaa funktion Laplace-muunnoksen kertomista
uudella parametrilla s. Kun algebrallinen yhtalé on ratkaistu, sovelletaan kddnteistd
Laplace-muunnosta alkuperiisen differentiaaliyhtélon ratkaisun saamiseksi. Taméa
koko menetelmé tunnetaan nimella Laplace-muunnos. |1, 2]

Laplace-muunnoksen esitteli ensimmaéisend ranskalainen matemaatikko Pierre-
Simon Laplace (1749—1827). Hén kéytti vastaavaa muunnosta todennékoisyytté
késittelevassi tutkimuksessaan. Myohemmin brittildinen matemaatikko Oliver Hea-
viside (1850—1925) kehitti menetelmééd epaméadraisesti sdhkotekniikan yhteydessa.
Nykyaikainen ldhestymistapa ja sovellukset differentiaaliyhtéloiden ratkaisemiseen
syntyivat kuitenkin vasta 1930-luvulla saksalaisen matemaatikon Gustav Doetschin
(1892—1977) tyon ansiosta. |1, 2]

Nykyéaan Laplace-muunnos on laajalti kiytetty tyokalu matematiikassa, sdhko-
tekniikassa, mekaanisissa jarjestelmissa, sekoitusongelmissa, signaalinkésittelyssé ja
muilla tekniikan ja fysiikan aloilla. Se soveltuu erityisesti tavallisten lineaaristen dif-
ferentiaaliyhtdloiden, alkuarvo-ongelmien ja differentiaaliyhtéléryhmien ratkaisemi-
seen. Tavallisissa differentiaaliyhtéloissd on yksi riippumaton muuttuja. Téllaisten
yhtéloiden ratkaisemiseen on monia menetelmié, joissa yleensa etsitddn ensin ylei-
nen ratkaisu ja sen jilkeen kiytetdan alkuehtoja tietyn ratkaisun maérittamiseksi.
Yksi Laplace-muunnosmenetelmén merkittavista eduista on se, ettd se johtaa suo-
raan alkuarvo-ongelman ratkaisuun ilman, ettd ensin 16ydetdan yleista ratkaisua.
[0,

Téassé tutkielmassa esitelladn Laplace-muunnos ja keskitytdadn sen soveltamiseen
tavallisten differentiaaliyhtéloiden ratkaisemiseen. Luvussa 2 luodaan perusta maa-
rittelemélld Laplace-muunnos ja késittelemailld sen keskeisid ominaisuuksia, kuten
lineaarisuutta, derivaatan muunnosta, kdanteismuunnosta ja konvoluutiota. Luvus-
sa 3 kasitelladn, miten erityyppiset tavalliset differentiaaliyhtalot, kuten alkuarvo-
ongelmat ja lineaariset yhtéloryhmat, voidaan ratkaista tdmén menetelmén avulla.

2 Laplace-muunnos

Aloitetaan maéarittelemélld Laplace-muunnos ja esittelemalld sen tarkeimmét omi-
naisuudet, jotka ovat ratkaisevan téarkeitd menetelméan tehokkaan soveltamisen kan-
nalta luvussa 3. Taméan luvun maaritelmét, lauseet ja todistukset perustuvat paa-
asiassa lahteisiin [11, 2].



2.1 Alkuperainen funktio ja sen muunnos

Laplace-muunnos on matemaattinen menetelmé, joka muuntaa reaalimuuttujan ¢
funktion f(t) uudeksi funktioksi F(s), joka riippuu uudesta muuttujasta s. Muun-
nos toteutetaan kiyttdmélla epéoleellista integraalia, jossa funktio f(¢) kerrotaan
eksponentiaalitermilld e=**. [I] Sopivan funktion f(¢) tapauksessa muunnos maéri-
tellddn seuraavasti:

Maaritelmé 2.1. Olkoon funktio f(t) médritelty valilla [0, o) ja olkoon s mielival-
tainen reaalinen tai kompleksinen parametri. Talléin funktion f(t) Laplace-muunnos
madritellddn integraalin

Fs) = L(f(1) = / T 1)

= lim e "t f(t)dt (2)

N—oo 0
avulla, kaikilla s arvoilla, joilla integraali suppenee.

Integraalin sanotaan olevan suppeneva, jos on olemassa raja-arvo (2)). Jos
raja-arvoa ei ole, integraali hajaantuu ja funktiolle f(¢) ei ole méaritelty Laplace-
muunnosta. [2]

Symboli £ merkitsee Laplace-muunnosta, joka kohdistuu funktioon f(¢). Funk-
tiota F'(s) kutsutaan funktion f(¢) Laplace-muunnokseksi. Alkuperéista funktiota
merkitddn pienilld kirjaimilla ja sen muunnosta isoilla kirjaimilla, joten F'(s) tar-
koittaa funktion f(¢) muunnosta, Y (s) tarkoittaa funktion y(¢) muunnosta jne. [4]

Esimerkki 2.2. [I s. 360, tehtdva 1| Maaritetddn funktion f(t) = t Laplace-
muunnos. Méadritelmén [2.1] ja osittaisintegroinnin avulla saadaan

F(s) = £(f(1)) :/0 et
= lim Ne’”-tdt

N—oo 0

N N
= lim — Ee_St — —16_‘% dt
N—oo 0 S 0 S
N N
= lim — Ee*“ — ie*‘qt
N—o0 0 S 0 82

= lim < — —e_SN + Ze 50 _ _e—sN + _6_5.0>
S

N 1 1
= lim ——B_SN——6_8N+—
N—oo S 52 52
1
= —0—0+S—2
1
=, kuns>0.
S

Jos s <0, integraali hajoaa eikd Laplace-muunnoksella ole tulosta.



Alkuperidinen funktio | Laplace-muunnos
f(t) =L (F(s)) F(s) = L(f())
1 %, s>0
eat L s> a
s—a’
|
t"n=1,2,... #, s>0
sin(bt) ﬁ, s>0
cos(bt) ﬁ, s>0
atyn n—'
et",n=1,2,... (S—CL)”‘H’ s>a
. b
at - z
e™ sin(bt) =) 52 ° >a
at __Ss=a
e™ cos(bt) a5 ° >a

Taulukko 1: Yleiset Laplace-muunnokset ja kiddnteismuunnokset.

Taulukossa (1] on lueteltu yleisimmét Laplace-muunnokset. Niihin térméaé usein
differentiaaliyhtéloiden ratkaisemisessa. Téméan taulukon tulokset voidaan johtaa
médritelmésta 2.1] [1]

2.2 Laplace-muunnoksen olemassaolo

On olemassa funktioita, joiden kohdalla epéoleellinen integraali (1] ei suppenee mil-
lidn arvolla s. Tamé koskee esimerkiksi funktiota f(t) = e, joka kasvaa liian no-
peasti, kun ¢ — oo. Funktion on taytettava tietyt ehdot, jotka yhdesséd takaavat
Laplace-muunnoksen olemassaolon. [I]

Maaritelma 2.3. Funktiolla on eksponentiaalinen kertaluku o, jos on olemassa
positiiviset vakiot T" ja M siten, etta

If(t)| < Me™,  kaikilla t > T. (3)
Toisin sanoen funktio f(¢) kasvaa enintaan vauhtia e®.
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Esimerkki 2.4. Funktiolla f(t) = e ei ole eksponentiaalista kertalukua. Tamé
funktio kasvaa nopeammin kuin e* kaikilla arvoilla «. [I]

Vaikka funktio kasvaa hitaammin kuin eksponentiaalinen termi, sen Laplace-
muunnos ei valttamétta ole olemassa, jos funktiossa on epasadnnollisia hyppayksia
tai katkoksia. Jotta tietyn funktion Laplace-muunnos voidaan ma#rittad, funktion
on oltava jatkuva tai ainakin paloittain jatkuva vililla [0, co). [I]

Maaritelma 2.5. Funktio on paloittain jatkuva dérelliselld valilla [a, b], jos se on
jatkuva vélin jokaisessa pisteessd lukuun ottamatta darellistd maaraé pisteita, joissa
funktiolla on hyppéysepéjatkuvuus. Funktio on paloittain jatkuva valilla [0, 00), jos
se on paloittain jatkuva valilla [0, N] kaikilla N > 0.

Lineaaristen differentiaaliyhtéloiden ratkaisemisessa tavallisesti esiintyvat funk-
tiot (esim. polynomit, eksponentit, sinit ja kosinit) ovat seké paloittain jatkuvia et-
téa eksponentiaalista kertalukua [1]. Seuraava lause takaa, etté téllaisten funktioiden
Laplace-muunnokset ovat olemassa riittavén suurilla arvoilla s.

Lause 2.6. Jos funktio f(t) on paloittain jatkuva valilla [0,00) ja eksponentiaalista
kertalukua o, niin sen Laplace-muunnos F(s) on olemassa ja suppenee itseisesti,

kun Re(s) > a.

Todistus. Todistus perustuu kirjassa [2] esitettyyn todistukseen. Osoitetaan, ettd
integraali suppenee itseisesti, kun Re(s) > «a. Olkoon funktio f(¢) paloittain
jatkuva vélilla [0, 00) ja eksponentiaalista kertalukua «. Méaaritelméan mukaan
on olemassa sellaiset vakiot M; ja T, etta

If(t)] < Mye*, kunt>T.

Koska f(t) on paloittain jatkuva valilld [0,00), se on rajoitettu suljetulla vélilla
[0, 7. Talléin on olemassa sellainen vakio My, ettd

f(t)] < My, kun0<t<T.

Koska funktiolla e** on minimiarvo vélilla [0, T], voidaan valita riittédvin suuri vakio
M siten, etta

|f(t)] < Me™, kunt > 0.

N N
/ e f(t)| dt < M / et gt
0 0

Ratkaistaan epayhtalon oikeanpuoleinen integraali, jolloin saadaan

M/ ~(a=a)t gy — M/ c T M MmOt

JI—O{ r— r—

Nain ollen

Kun N — oo ja Re(s) = & > «, saadaan

. ( M Me_(””_o‘)N) M
lim — —

N—oo \ T — & r—



Nain ollen

/Oo]e—“f(t)|dt§ M
0

r—«

Koska integraali suppenee itseisesti, voidaan todeta, ettd Laplace-muunnos F'(s)
on olemassa, kun Re(s) > a. O

Huomautus. Re(s) tarkoittaa parametrin s reaaliosaa, jos s on kompleksiluku [4].

2.3 Lineaarisuus

Lineaarisuus on Laplace-muunnoksen keskeinen ominaisuus, joka helpottaa huomat-
tavasti monimutkaisten funktioiden kasittelya. Taméan ominaisuuden avulla on mah-
dollista selvittda vaikeiden funktioiden muunnokset yhdistdmalld yksinkertaisem-
pien funktioiden muunnoksia. [3] Lineaarisuus on erityisen térkeéé, kun muunnosta
sovelletaan differentiaaliyhtéloiden ratkaisemiseen.

Lause 2.7. Olkoot f(t) ja g(t) funktioita, joiden Laplace-muunnokset ovat olemassa,
kun Re(s) > a. Tdalldin

E(a - f(t) £ b- g(t)) =aqa- L'(f(t)) +b- E(g(t)),
missd a ja b ovat mielivaltaisia vakioita.

Todistus. Kayttamaélla integraalin lineaarisuusominaisuutta saadaan
Lla-f(t) £ b-g(t)) :/ e (a- f(t) £ b-g(t)) dt

0

o > —st —st

—/ (a-e™ - f(t) £b-e " g(t))dt
0

:/ a-e . f(t)dt £+ / b-e . g(t)dt
0 0

:a-/ et f(t)dt & b-/ et g(t)dt
0 0
=a-L(f(t)) £b-L(g(t)).
O
Esimerkki 2.8. [1, s. 360, tehtéivi 14] Médritetdéin funktion f(t) = 5 — e* + 6t2
Laplace-muunnos. Lineaarisuuden ja taulukon [I| perusteella
F(s)=L(f(t) = L(5— e + 6t7)
= £(5) — £(e*) + £(62)
=5-L(1) = L(e*) +6- L(t?)
1 1 6 2
s s—2 53
5 1 N 12
s s—2 s




2.4 Derivaatan Laplace-muunnos

Laplace-muunnoksen soveltaminen differentiaaliyhtéléihin edellyttaa derivaattafunk-
tion Laplace-muunnoksen 16ytamista [2]. Derivaatan C( f ) muunnos voidaan ilmais-
ta funktion E( f ) muunnoksen avulla seuraavasti:

Lause 2.9. Olkoon funktio f jatkuva vdlilla [0,00) ja funktio f' paloittain jatkuva
vdlilld [0, 00). Olkoon molemmat eksponentiaalista kertalukua o. Tdlloin derivaatan
Laplace-muunnos on

L(f'®)=s-L(f)—f0) (Re(s)>a).

Todistus. Todistus perustuu kirjassa [I] esitettyyn todistukseen. Lauseen perus-
teella derivaatan f’(¢) Laplace-muunnos on olemassa. Maéritelméan ja osittaisin-
tegroinnin avulla saadaan

L) = [ e

0

N
= lim. i e S f(t) dt
N N
- ]\lgnoo {[ et f(t) + s/o e f(t) dt]
N
= lim e *Nf(N) — e *f(0) + s lim e St (t) dt
N—o00 N—oo /o
= lim e Vf(N) = £(0) + - L(f(1)) (4)

Koska funktio f on eksponentiaalista kertalukua «, maéritelméan nojalla
F(V)] < Meo™ = =N f(N)| < Me~—IV,
Kun Re(s) = x > «, saadaan

lim Me @—N —

N—oo

Naiin ollen

lim e *Vf(N) =0, kun Re(s) > a.

N—o0

Talloin yhtalosta saadaan



Tama lause ei rajoitu vain ensimmaisen kertaluvun derivaattoihin. Kayttamalla
induktiota lause voidaan laajentaa koskemaan korkeamman kertaluvun derivaat-
toja [I]. Soveltamalla lausetta [2.9] saadaan

L(f"(t) = s+ £(£'(1)) = £(0)
= s+ s+ L(f(1) = £O0)] = F'(0)
— s L(f(1) = 5+ £(0) = /(0)

ja

»

E(f,//<t)) _ . £ f”(t)) _ f”<0)
— s+ |52 L(f(1) = s £(0) = £(0)] - £(0)
=" L(J() = 8- [(0) =5 J'(0) = S"(0).

Yleisessé tapauksessa saadaan seuraava tulos [I:

Lause 2.10. Olkoot funktiot f,f',...,f™ Y jatkuvia vililli [0,00) ja funktio f™
paloittain jatkuva valilli [0, 00). Olkoot kaikki eksponentiaalista kertalukua o. Tdlloin
deriwvaatan Laplace-muunnos on

LS(W) = s"L(F(1) =" F(0) = s"72]'(0) = s"f7(0) — ... = [70(0),

kun n € N*.

Tama laajennus on erityisen hyoddyllinen, kun késitellian korkeamman kertalu-
vun differentiaaliyhtéloité, silla sen avulla samaa algebrallista yksinkertaistamispro-
sessia voidaan soveltaa myos vaikeampiin yhtél6ihin.

2.5 Kaanteinen Laplace-muunnos

Lahes kaikilla operaatioilla on kddnteisoperaatioita. Aivan kuten yhteenlaskulla on
vahennyslasku ja kertolaskulla on jako, Laplace-muunnoksella on kid&nteismuunnos.
[3] Kun differentiaaliyht&lé on muunnettu algebralliseksi yhtéloksi, tarvitaan kiddn-
teinen Laplace-muunnos, jotta ratkaisu voidaan palauttaa takaisin alkuperaiseen
muotoon. Kéanteinen Laplace-muunnos ottaa muuttujan s funktion ja muuttaa sen
takaisin muuttujan ¢ funktioksi.

Maééritelmd 2.11. Olkoon F funktion f Laplace-muunnos F(s) = £(f(t)). Téllsin
kddnteinen Laplace-muunnos on

L7Y(F(s)) = f(t), missdt>0.

Kaénteismuunnoksen laskemiseen ei ole helppoa muunnoskaavaa, joten kidn-
teismuunnos paatelladn yleensé ennalta laskettujen Laplace-muunnosten avulla [5].
Kadnteisen Laplace-muunnoksen méaarittdmiseen on kaksi pédasiallista menetelméa
[1, 2]:



1. Muunnostaulukoiden kiytto: Téssd menetelméassd hydodynnetdadan taulukoita,
joissa yhdistetdan perusfunktiot ja niiden kd#dnteismuunnokset. Jos funktio
loytyy Laplace-muunnostaulukosta, sen kddnteismuunnos voidaan maarittaa
suoraan. Tamé& menetelmé on tehokas pienille funktioille. Esimerkkiné tésta on
alemmin mainittu taulukko [T} jossa esitetaén yleisimmét Laplace-muunnokset
ja kaddnteismuunnokset.

2. Osamurtokehitelmén kiytto: Taméan menetelmén avulla voidaan késitelld funk-
tioita, jotka eivit 10ydy muunnostaulukoista. Menetelmaéssa funktio hajotetaan
yksinkertaisempiin osiin ja nédiden osien kadnteismuunnokset maéritetadn tau-
lukoiden avulla.

Esimerkki 2.12. [1l s. 375, tehtava 22| Maaritetddn kiinteinen Laplace-muunnos,
kun

s+ 11
F(s) = ————.
() (s —1)(s+3)
Kayttamalla osamurtokehitelmaa yhtdlo saadaan muotoon
s+ 11 A B

G043 (-1  (5+3)
_ (s—1)B+(s+3)A

(s —1)(s+3)
_ s(A+B)+34-B

N (s —1)(s+3)

Téastéd saadaan yhtalopari

A+B=1
3A—B=11

Ratkaisemalla yhtélopari saadaan vakiot A = 3 ja B = —2. Nyt alkuperéinen yhtélo
saadaan muotoon

s+l 3 =)
F(s) = (s—1)(s+3) (3—1)+(5+3)'

Taulukon 1] avulla saadaan kdanteinen Laplace-muunnos
3 -2
t)y=,""t +
R (e =)

(i) e (k)

= 3e! — 2¢7%,

Huomautus. Kédanteinen Laplace-muunnos on myds lineaarinen eli
L7 a-F(s)£b-G(s)) =a-L(F(s)) £b- L7(G(s)).

missa a ja b ovat mielivaltaisia vakioita. Téméa ominaisuus seuraa Laplace-muunnoksen
lineaarisuudesta ja pétee, kun funktioiden F' ja G méirittelyjoukot ovat samat. [2]
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2.6 Konvoluutio

Konvoluutio on kahden funktion f ja g vélinen operaatio, joka tuottaa uuden funk-
tion fxg [6]. Konvoluutio on erityisen hyddyllinen kun méaéritelladn kahden funktion
tulon kdénteinen Laplace-muunnos [3].

Maaritelma 2.13. Olkoot funktiot f ja g paloittain jatkuvia vlilla [0, 0o). Télloin
konvoluutio (f * g) médritellddn integraalina

(f*g)t) = /0 g(t —v)f(v)dv.

Konvoluution olennainen ominaisuus Laplace-muunnoksen yhteydessa on se, ettéa
konvoluution Laplace-muunnos on kahden yksittaisen funktion Laplace-muunnosten
tulo [2]. Téta periaatetta havainnollistetaan seuraavassa konvoluutiolauseessa.

Lause 2.14. Olkoot funktiot f ja g paloittain jatkuvia vdlilld [0,00) ja eksponen-
tiaalista kertalukua o. Tdalloin

L((f*9)(®) =L(f(1) - L(9(t)) (Re(s) > a).

Todistus. Todistus perustuu kirjassa [2] esitettyyn todistukseen. Aloitetaan yhtalon
oikeasta puolesta. Yhdistamalla integraalit saadaan

E(f(t)) -E(g(t)) = /OOO e f(v)dv - /000 e *g(u) du

::Am(émgﬂwwﬂmg@modu (5)

Olkoon t = v + u. Talléin u = ¢t — v. Lisdksi médritelldan, ettd g(t) = 0, kun ¢ < 0.
Silloin ¢g(t — v) = 0, kun ¢ < v. T&ll6in integraalista (5)) saadaan

/Ooo /OOO e f(v)g(t —v) dt dv.

Lauseen perusteella molempien funktioiden Laplace-muunnokset suppenevat it-
seisesti. Néin ollen integraali

/OOO /Ooo ™ fv)g(t —v)| dt dv

suppenee. Nyt voidaan vaihtaa integrointijarjestysté, jolloin saadaan

E(f(t)) -C(g(t)) = /000 /OOO e " f(v)g(t —v)dtdv
/oo </te‘5tf( )g(t—v)dv) dt
/OOO (/ F0)g(t —v) dv)dt

Om St ((f * g)(0)) dt
L((f*9)(1)).



]

Esimerkki 2.15. [I, s. 404, tehtdva 6] Madritetddn kénteinen Laplace-muunnos,

kun
F(t ——1
(t) = (s+1)(s+2)

konvoluutiota apuna kayttden. Tamé funktio voidaan esittdd muodossa
1 1 1
(s+1)(s+2) (s+1) (s+2)
Konvoluutiolauseen ja taulukon [I] perusteella saadaan

1 1
(s+1) (s+2)

=L(e") - L(e) =L(eTxe™).
Nyt méadritelmén [2.13] perusteella saadaan

ft) = /t e~V L o2 gy

/ —t+v—2v dU
0

/ eV du

0

= —e +€
=—e % +te

—t—0

t

3 Differentiaaliyhtaloiden ratkaiseminen
Laplace-muunnoksella

Luvussa 2 esitellyn teoreettisen taustan jéalkeen siirrytadan kdyténnon sovelluksiin.
Téassé luvussa esitellddn, miten Laplace-muunnosta voidaan kayttaa erilaisten taval-
listen differentiaaliyhtéloiden ratkaisemiseen.

3.1 Yleinen menetelma

Tavallisten differentiaaliyhtéloiden ratkaisuprosessi Laplace-muunnosten avulla voi-
daan tiivistaa seuraavasti [1I, 2]:

1. Maéritetaédn differentiaaliyhtdlon molempien puolien Laplace-muunnos.

2. Kéytetdan Laplace-muunnoksen ominaisuuksia differentiaalitermeiden muun-
tamiseksi algebrallisiksi lausekkeiksi.
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3. Sijoitetaan alkuehdot muunnettuun yhtaloon.
4. Ratkaistaan tuloksena saatu algebrallinen yhtélé termin Y'(s) suhteen.

5. Maéritetédn kiiéinteinen Laplace-muunnos £7! (Y (s)) differentiaaliyhtilon rat-
kaisuun y(t) saamiseksi.

Laplace-muunnos on tehokas tyokalu, mutta silla on rajoituksia. Koska Laplace-
muunnos on itsessddn lineaarinen, sitd voidaan kdyttdd vain lineaaristen differen-
tiaaliyhtdloiden ratkaisemiseen [3]. Lineaarisessa differentiaaliyhtélossi riippuvainen
muuttuja noudattaa lineaarisuusperiaatetta.

Differentiaaliyhtélot, joita ei voida ratkaista tdmén muunnoksen avulla, sisélté-
vit tuntemattomia eksponentteja y" tai lausekkeita kuten tan(y) tai e¥ [3]. Kun né-
mé termit esiintyvat differentiaaliyhtélossé, lineaarisuus ei ole endé voimassa. Muun-
nos muuttuu monimutkaisemmaksi tai mahdottomaksi.

3.2 Sovellukset erilaisiin ongelmiin

Ensimmainen esimerkki havainnollistaa alkuarvo-ongelman ratkaisuprosessia, jossa
kddnteismuunnoksen maérittdmiseen tarvitaan osamurtokehitelméa.

Esimerkki 3.1. [I], s. 382, tehtéva 3| Ratkaistaan Laplace-muunnoksen avulla dif-
ferentiaaliyhtalo

y'+6y +9y=0; y(0)=-1, ¢(0)=06. (6)

Sovelletaan Laplace-muunnosta differentiaaliyhtaloon. Lineaarisuuden perusteella
saadaan

L(y") +6-L(y)+9-L(y) =0.
Kayttamalla derivaatan muunnosta saadaan
s Y(s)—s-y(0)—y'(0)+6-(s-Y(s) —y(0)) +9-Y(s) = 0.

Sijoitetaan alkuarvot, jolloin saadaan

2. Y(s)—s-(=1)=6+6-(s-Y(s) = (=1))+9-Y(s) =0
2 Y(8)+s—6+6-(s-Y(s)+1)+9-Y(s)=0
2 Y(s)+6-5-Y(s)+6+9-Y(s)=—5+6
Y(s)- (s> +6s5+9) = —s.

Ratkaisemalla termin Y'(s) suhteen saadaan

Y(s) =

—S —S

2+65+9 (s+3)2

(7)

Nyt taytyy 16ytaa kdanteinen Laplace-muunnos ratkaisun saamiseksi. Kayttamalla
osamurtokehitelméad yhtalo saadaan muotoon

-5 A B (s+3)A+B sA+3A+B

5432 543 (5432 (5437 (s+3p
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Tésta saadaan yhtalopari

A=-1

34+B=0
Ratkaisemalla yhtélopari saadaan vakiot A = —1 ja B = 3. Nyt alkuperdinen yhtalo
saadaan muotoon

—S —1 3

Yis) = (s+3)2 :s+3+(3—|—3)2.

Lineaarisuuden ja taulukon [If avulla saadaan kidanteinen Laplace-muunnos
-1 3
t)y=L""
() (s+3+(s+3)2)

-c(55) < ()

=e e 3,

joka on differentiaaliyhtélon @ ratkaisu.

Seuraava esimerkki esittdd, miten konvoluutiota voidaan kiyttaa differentiaaliyh-
télon ratkaisun madrittdmiseen.

Esimerkki 3.2. [I], s. 404, tehtdva 2| Ratkaistaan Laplace-muunnoksen avulla dif-
ferentiaaliyhtalo

y'+9y=g(t); »0)=1, 4(0)=0, (8)

missé funktio g(t) on paloittain jatkuva vélilld [0, co) ja eksponentiaalista kertalukua
a. Sovelletaan Laplace-muunnosta differentiaaliyhtéléon. Lineaarisuuden perusteella
saadaan

Ly") +9- L{y) = L(g(t))-
Kayttamalla derivaatan muunnosta saadaan
57V (s) = s-y(0) —¢'(0) +9-Y(s) = G(s).
Sijoitetaan alkuarvot ja ratkaistaan termin Y'(s) suhteen, jolloin saadaan

(
2 Y(s)—s-1—0+9-Y(s) =G(s)
s° Y (s)—s+9-Y(s) =G(s)

(s)

(s)

(s 4+9) - Y(s) = s+ G(s)
s G(s)
Y(s) = .
T Ero ey (9)

Nyt taytyy loytda kddnteinen Laplace-muunnos ratkaisun saamiseksi. Yhtalo @D
voidaan esittdd muodossa

S +1 3
249 3 s2490

G(s).
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Konvoluutiolauseen [2.14] ja taulukon |1 perusteella saadaan

3
5249

G(s) = L(sin(3t)) - L(g(t)) = L(sin(3¢t) * g(t)).

Nyt maaritelméan m ja taulukon |1} avulla saadaan differentiaaliyhtalon ratkaisu

219 3 s249

s Lo .
=L (32+9)+3 £ <s2+9 G(8)>

= cos(3t) + % - (sin(3t) * g(t))

= cos(3t) + % : /Ot (sin (3(t — v))g(v)) dv.

W):tl( s 13 -G(s))
3

Lauseen [2.10] avulla voidaan soveltaa Laplace-muunnosta korkeamman kertalu-
vun derivaattoihin. Seuraava esimerkki havainnollistaa kolmannen kertaluvun alku-
arvo-ongelman ratkaisuprosessia.

Esimerkki 3.3. [I], s. 383, tehtéava 27| Ratkaistaan Laplace-muunnoksen avulla dif-
ferentiaaliyhtalo

v 3y + 3 +y =0, y(0)=—4, y(0)=4, y'(0)=-2.  (10)
Lineaarisuuden perusteella
Ly")+3-Ly") +3- L(y) + L(y) =0
Soveltamalla derivaatan muunnosta ja sijoittamalla alkuarvot saadaan
PV (s) +4s® +4s+ 2+ 3(s*Y(s) +4s — 4) + 3(sY(s) +4) + Y (s) = 0.
Ratkaistaan termin Y'(s) suhteen, jolloin saadaan

—4s* —8s—2  —4s> —8s—2
$4+3s2+3s+1  (s+1)3

Y(s) = (11)

Nyt taytyy selvittaa kddnteinen Laplace-muunnos ratkaisun saamiseksi. Kayttamalla
osamurtokehitelméaé yhtalo saadaan muotoon

—432—83—2_ A N B N C
(s+1)3 - (s+1) (s+1)2 (s+1)3

_ s’A+sQ2A+B)+A+B+C
B (s+1)3 '
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Tésta saadaan yhtaloryhma

A=-4
2A+ B = -8
A+B+C=-2

Yhtéloryhmén ratkaiseminen antaa vakiot A = —4, B = 0 ja C' = 2. Nyt alkuperai-
nen yhtalo saadaan muotoon

—45%2 — 85— 2 —4 2
Y(s) = L1 D rlP

Lineaarisuuden ja taulukon [I] avulla saadaan kéénteinen Laplace-muunnos

y(t) =L~ ((3141) e f 1)3)

—L (<3_+41>) e (<s fm)

= —de et 42

joka on differentiaaliyhtélon ratkaisu.

Jos alkuarvoja ei ole maaritetty, Laplace-muunnosta voidaan silti soveltaa ylei-
sen ratkaisun l6ytamiseksi [2]. Seuraava esimerkki havainnollistaa, miten differen-
tiaaliyhtalon yleinen ratkaisu l6ydetaan.

Esimerkki 3.4. [1I s. 383, tehtdva 31| Ratkaistaan Laplace-muunnoksen avulla
v'+2 +2y =5 y(0)=a, y(0)=0, (12)
missd a ja b ovat mielivaltaisia vakioita. Lineaarisuuden perusteella saadaan
L") +2-Ly)+2- Ly) = L(5).

Sovelletaan derivaatan muunnosta ja sijoitetaan y(0) = a ja y'(0) = b, jolloin saa-
daan

s°Y (s) — sy(0) — y/'(0) +2(sY (s) — y(0)) + 2Y (s) =

s2Y(s) —s-a—b+2sY(s) — 2a + 2Y (s) =

[V RV S AV

Y(s)(s*+25+2)—(s-a+b+2-a)=
Ratkaisemalla termin Y'(s) suhteen saadaan

5+ -a+(2a+0b)s

Y(s) s(s?+2s+2)
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Kayttamalla osamurtokehitelméaa yhtalo saadaan muotoon

5+s-a+(2a+bs A B(s+1)+C
s(s2+2s+2) s $242s+2

Téastéd saadaan yhtaloryhmé

5/2
(20 —5)/2
(2a + 20— 5)/2

A
B
C=

Nyt yhtélo ((13) saadaan muotoon

3+(2a—5)(s+1)+2a+2b—5
2s 2(s2+2s+2) '

Y(s) =

Nyt taytyy selvittdd kdanteinen Laplace-muunnos ratkaisun saamiseksi. Lineaari-
suuden ja taulukon [1{ avulla saadaan

(5 (2a—5)(s+1)+2a+20—5
yl) = £ (%Jr 2(s? + 25 + 2) )

9.4 (1 2a =5 , 4 s+1 20 +2b—-5 ,_, 1
_2£ (s)+ 2 £ ((s%—l)Qle)+ 2 £ (s+1)2+1

5,205 _tcos(t)+2a+%_5
= — (A _—
2 2 2

e 'sin (t).

Koska a ja b voivat saada kaikki mahdolliset arvot, differentiaaliyhtalon yleinen
ratkaisu on

5
y(t) = B} + cre”t cos (t) + cp2e " sin (1),

missa c; ja co ovat mielivaltaisia reaalivakioita.

Laplace-muunnosta voidaan kdyttdd myos lineaaristen differentiaaliyhtéloryh-
mien ratkaisemiseen. Samoin kuin se muuntaa yksittdisen differentiaaliyhtdlon al-
gebralliseksi yhtaloksi, se muuntaa differentiaaliyhtéloryhmaéan algebralliseksi yhtélo-
ryhméksi. [I] Viimeisessé esimerkissé esitetdén lineaarisen differentiaaliyhtéloparin
ratkaisuprosessi.

Esimerkki 3.5. [, s. 413, tehtévé 2] Ratkaistaan yhtélopari

{9“"/ &Y (14)

y =2x+4y
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Laplace-muunnoksen avulla, kun z(0) = —1 ja y(0) = 0. Sovelletaan Laplace-
muunnosta molempiin yhtéloihin. Ensimmaéisesta yhtélosta saadaan

=l </ Rty (15)

(16)

Sijoittamalla yht&lo yhtaloon saadaan
(3) -1
X(s) = —S 7
X(s)(s—=1)(s—4)=—-2X(s) —s+14
X(s)(s* —bs+4) = —2X(s) —s+4
) =
) =

(s)(

X(s)(s*> = 5s+6)=—s—+4
—s+4

(s =2)(s=3)

Nyt sijoittamalla yhtélo yhtaloon saadaan

X(s

2 —s+4

23
Y(s) = — =205
(s) -

(18)

Nyt taytyy selvittdd molempien funktioiden kdénteiset Laplace-muunnokset ratkai-
sun saamiseksi. Tehdddn osamurtokehitelmét kummallekin yhtéalolle, jolloin yhtéa-

losta saadaan




ja yhtalosta saadaan

Lopuksi taulukon [1] avulla saadaan kidénteiset Laplace-muunnokset

{x(t) = —2¢2 4+ 3

y(t) = 2t — 2e3

Tamé on yhtaloparin ratkaisu.
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