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Tama pro gradu -tutkielma on kirjallisuuskatsaus, joka késittelee luonnollisten lukujen aiheuttaman
harhan (natural number bias, lyh. NNB) tutkimista eri-ikdisilld oppilailla seké koulutetuilla aikuisilla.
Tutkielmassa tarkastellaan, mitd NNB on, miten sité tutkitaan ja minké&laisia tuloksia on saatu
tutkimalla NNB:té eri-ikdisilla oppilailla seké aikuisilla. NNB viittaa taipumukseen kayttaé
luonnollisten lukujen ominaisuuksia rationaalilukuja késiteltdesséd. Rationaaliluvut kayttaytyvat
kuitenkin eri tavalla verrattuna luonnollisiin lukuihin, mink& vuoksi luonnollisten lukujen
ominaisuuksien kiyttiminen rationaalilukutehtévissi saattaa johtaa virheisiin ja véérinkésityksiin.
Téssa tutkielmassa on keskitytty luonnollisten lukujen ja rationaalilukujen eroihin, jotka liittyvét
peruslaskutoimituksiin, suuruuteen ja tiheyteen.

NNB:n taustoittamiseksi on tehty tutkimusta kahdesta eri ndkokulmasta; késitteellisen muutoksen
ndkokulmasta ja ajattelun kaksoisprosessointiteorian nikoékulmasta. Késitteellisen muutoksen
ndkdkulma selittinee NNB:n alkuperin ja kehityksen, kun taas ajattelun kaksoisprosessointiteoria
selittinee ne prosessit, jotka vaikuttavat taustalla kun ithmiset késittelevat rationaalilukutehtévia.

NNB:n tutkimiseksi kdytetdan erilaisia metodeja, kuten kyné-paperi-testejd ja tictokoneella tehtyja
valintatehtdvid. Tutkimuksissa mitataan vastausten oikeellisuutta. Liséksi osassa tutkimuksista
mitataan myos aikaa, joka kuluu oikean vastauksen muodostamiseen eli reaktioaikaa. Tutkimuksissa
tehtivit jaetaan kongruentteihin ja inkongruentteihin tehtiviin. Kongruentissa tehtévassd luonnollisiin
lukuihin perustuvia ominaisuuksia kdyttaiméalld paddytdén oikeaan vastaukseen, kun taas
inkongruentissa tehtdvéssi luonnollisiin lukuihin perustuvia ominaisuuksia kéyttimalld paadytdan
vadradn vastaukseen.

NNB:ti on tutkittu aina alakouluikéisisti aikuisiin saakka, niin korkeakouluopiskelijoilla kuin
matemaatikoillakin. Alakouluikéisilld oppilailla NNB:ti on havaittu niin peruslaskutoimitusten,
rationaalilukujen suuruuden kuin rationaalilukujen tiheydenkin suhteen tutkimuksissa, joissa on
mitattu vastausten oikeellisuutta. Yldkoulu- ja lukioikaisilld oppilailla NNB:td on havaittu
peruslaskutoimitusten ja rationaalilukujen tiheyden suhteen tutkimuksissa, joissa on mitattu joko
vastausten oikeellisuutta tai vastausten oikeellisuuden liséksi reaktioaikaa. Rationaalilukujen
suuruuden suhteen NNB:td on havaittu tutkimuksessa, jossa on mitattu vastausten oikeellisuuden
lisdksi reaktioaikaa, sen sijaan tutkimuksessa, jossa on mitattu vain vastausten oikeellisuutta, ei
NNB:té ole juurikaan havaittu yldkoulu- ja lukioikéisilld oppilailla. NNB:ti on havaittu myos
koulutetuilla aikuisilla, mutta matemaatikoilla NNB:ti on havaittu vain rationaalilukujen suuruuden
suhteen tarkasteltuna ja vain silloin, kun vertailtavilla murtoluvuilla on yhteinen tekija.

Avainsanat: natural number bias, NNB, whole number bias, luonnolliset luvut, rationaaliluvut,
matematiikka
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1 Johdanto

Rationaaliluvut Q ovat lukuja, jotka voidaan ilmaista muodossa %, missd a ja b ovat

kokonaislukuja, ja b on erisuuri nollan kanssa. Rationaalilukuja ovat murtoluvut eli paattyvét
tai padttymaittomaét jaksolliset desimaaliluvut. Rationaalilukujen ymmaértdminen on tarkedd,
silld se ennustaa parempaa menestystd myohemmin matematiikassa (Siegler ym. 2012).
Kuitenkin on tutkittu, etti niin lapsilla kuin aikuisillakin on vaikeuksia késitelld

rationaalilukuja (Van Hoof ym. 2017).

Luonnolliset luvut N = {1, 2, 3, ...} kdyttdytyvét eri tavalla kuin rationaaliluvut. Luonnolliset
luvut yhdistetddn usein tarkkaan lukuméérédén ja luonnolliset luvut vastaavatkin usein
kysymykseen, kuinka monta. Luonnolliset luvut ovat diskreetteja eli jokaisella luonnollisella
luvulla on aina oma yksilollinen seuraajansa. Luonnollisten lukujen kanssa yhteen laskeminen
ja kertominen tekee aina suuremmaksi ja vdhentdminen ja jakaminen aina pienemmaéksi
(Vamvakoussi & Vosniadou 2010). Rationaaliluvuilla ndmé eivit kuitenkaan valttimatta pida
paikkaansa, misti seuraa se, ettd luonnollisten lukujen ominaisuuksien ja sdédntdjen
soveltaminen rationaalilukutehtiviin saattaa johtaa vadrinkasityksiin ja virheisiin. Taipumusta
kéayttdd luonnollisten lukujen ominaisuuksia rationaalilukutehtivissd kutsutaan luonnollisten
lukujen aiheuttamaksi harhaksi (natural number bias, lyh. NNB). (Ni & Zhou 2005.) Téssa
tutkielmassa keskitymme luonnollisten lukujen ja rationaalilukujen eroihin, jotka liittyvit

peruslaskutoimituksiin, suuruuteen ja tiheyteen.

Tutkimuksessa on kéytetty seuraavanlaisia tutkimuskysymyksia:

1. Mitd on NNB?

2. Miten NNB:t4 on tutkittu?

3. Minkdlaisia tuloksia on saatu tutkimalla NNB:ti eri-ikdisill4?

Tutkielman aluksi késitellddn, mitdi NNB on ja minkélaisia teorioita NNB:n taustalla on.
Tamaén jélkeen kasitellddn sitd, miten NNB:td on tutkittu. Lopuksi kdyddin viela lépi,
minkélaisia tuloksia on saatu, kun NNB:t4 on tutkittu eri-ikdisilld aina alakoulun

loppupuolelta aikuisiin saakka.

Tama Pro gradu -tutkielma on kirjallisuuskatsaus, ja se perustuu matematiikan ja didaktiikan

alojen artikkeleihin ja tutkimuksiin. Tutkielman ldhdekirjallisuutta etsittiin Volterista



hakusanoilla natural number bias ja whole number bias, seka télld tavalla 16ydettyjen
artikkeleiden 1dhdeluetteloista. Tutkimuksessa kidytetyt artikkelit on rajattu niihin, joissa on
tutkittu NNB:téd peruslaskutoimitusten, rationaalilukujen suuruuden ja rationaalilukujen

tiheyden suhteen.



2 Luonnollisten lukujen aiheuttama harha

2.1 Mita on luonnollisten lukujen aiheuttama harha?

Luonnollisten lukujen aiheuttama harha (natural number bias, lyh. NNB) viittaa taipumukseen
kéayttdd luonnollisten lukujen ominaisuuksia rationaalilukuja késiteltéessé. Jossain ldhteissa
1lmi6td kutsutaan my0s kokonaislukujen aitheuttamaksi harhaksi (whole number bias). (N1 &
Zhou 2005.) NNB selittinee suurimman osan vaikeuksista ja virheistd, joita esiintyy
rationaalilukuja kasiteltdessd (Christou ym. 2020). Yleinen NNB:sté johtuva virhekésitys on
olettaa, ettd lukujen laskeminen yhteen tai kertominen keskenéén johtaa aina suurempaan
lukuun, kun taas lukujen vdhentdminen toisistaan tai lukujen jakaminen keskenéén johtaa aina
pienempaién lukuun (Van Hoof ym. 2017). Oletetaan esimerkiksi virheellisesti, ettd 5 + (-3)

on suurempi kuin 5, koska luonnollisten lukujen perusteella yhteenlasku tekee aina
suuremmaksi tai ettd 4 + % on pienempi kuin 4, koska luonnollisten lukujen perusteella

jakaminen tekee aina pienemmaéksi (Vamvakoussi ym. 2013).

Rationaaliluvun suuruutta arvioitaessa yleinen virhekédsitys on olettaa, ettd mitd enemmén
desimaaliluvun desimaaliosassa on numeroita, sitd suurempi itse luku on, tai mitd suurempi
luvun desimaaliosa on, sitd suurempi on myos itse luku. Oletetaan esimerkiksi, ettd luku
0,316 on suurempi kuin luku 0,32 koska luvun 0,316 desimaaliosassa on enemmén numeroita
kuin luvun 0,32 desimaaliosassa, tai koska luku 316 on suurempi kuin luku 32. Murtoluvut
taas ndhddin usein kahtena erillisend lukuna yhden luvun sijaan, mikéa johtaa
virhekasitykseen, ettd mitd suurempi on murtoluvun osoittaja tai nimittéja, sitd suurempi on

itse murtoluku. Tamaé taas puolestaan johtaa virheisiin silloin, kun pitdisi verrata murtolukujen

suuruutta. Verrattaessa esimerkiksi murtolukuja 5Ja 7, saatetaan virheellisesti paitelld, ettd
koska viisi on suurempi kuin kolme ja yhdeksén on suurempi kuin nelja, niin 5 on suurempi

kuin %. (Van Hoof ym. 2017.)

Rationaalilukujen tiheyttd on usein vaikea hahmottaa. Luonnolliset luvut ovat diskreetteji eli
kahden perdkkiisen luonnollisen luvun vélissi ei ole muita luonnollisia lukuja. Toisin sanoen
annetulle luonnolliselle luvulle voidaan aina nimeti seuraava luonnollinen luku; luvun 5

jélkeen tulee luku 6, jonka jélkeen tulee luku 7 ja niin edelleen. Tama johtaa yleiseen
virhekasitykseen, ettd kahden ndenndisesti perdkkadisen rationaaliluvun, kuten lukujen % ja 2 tai

1,2 ja 1,3, vélisséd e1 mydskdén olisi muita lukuja, vaikka rationaaliluvut sen sijaan eivét ole



diskreettejd eli kahden rationaaliluvun vilissd on aina ddrettomén monta muuta
rationaalilukua. (Christou 2020; Van Hoof ym. 2017.) Hienostuneemman késityksen mukaan
kahden néennéisesti perdkkdisen desimaaliluvun vililld on kymmenen tai jopa sata lukua,
jotka on kaikki mahdollista luetella. Tastd esimerkkind desimaaliluvut 0,5 ja 0,6, joiden vélilla
on luvut 0,51, 0,52, 0,53 ja niin edelleen tai jopa luvut 0,511, 0,512, 0,513 ja niin edelleen. Ei
kuitenkaan késitetd, ettd kahden nidenndisesti perdkkéisen desimaaliluvun vilissd on ddreton

madra lukuja, joita kaikkia ei ole mahdollista luetella. (Christou 2015)
2.2 Taustaa

NNB:n taustoittamiseksi on tehty tutkimusta kahdesta eri ndkokulmasta; késitteellisen
muutoksen ndkokulmasta ja ajattelun kaksoisprosessointiteorian ndkokulmasta. Késitteellisen
muutoksen nikokulma selittinee NNB:n alkuperén ja kehityksen, kun taas ajattelun
kaksoisprosessointiteoria selittinee ne prosessit, jotka vaikuttavat taustalla kun thmiset
kisittelevét rationaalilukutehtivid. (Van Hoof ym. 2017.) Kaksoisprosessointiteoria selittdnee,
miksi he, joilla on aiheen hallinnan kannalta kaikki tieto ja taito vastata asetettuun

kysymykseen oikein, vastaavat kuitenkin véérin (Van Hoof ym. 2020).
2.2.1 Kasitteellisen muutoksen nakokulma

Jo varhaisessa lapsuudessa opetellaan laskemaan luonnollisilla luvuilla kdyttden apuna usein
kédsid tai muita fyysisid esineitd. Ndiden varhaisten laskukokemusten perusteella ihmiselle
muodostuu kehysteoria siitd, mitd luvut ovat ja miten ne kdyttaytyvét. Tdssd muodostuneessa
lukujen kehysteoriassa luvut kdyttaytyvit kuten luonnolliset luvut. Ne ovat diskreetteja eli
annetulle luonnolliselle luvulle voidaan aina nimeté seuraava luku. Numeroiden lukumééra
kertoo luvun suuruuden eli mitd enemmain luvussa on numeroita, sitd suurempi luku on.
Lisdksi yhteen laskeminen ja kertominen tekee luvun aina suuremmaksi ja vdhentdminen ja

jakaminen taas pienentdd lukua. (Van Hoof ym. 2017.)

Kun mydhemmin kohdataan rationaalilukuja, tdimé alkuperdinen lukujen kehysteoria toimii
ikdén kuin tulkitsevana suodattimena uudelle tiedolle. Oppiminen on additiivista eli uusi tieto
sisdllytetddn vahitellen alkuperdiseen lukujen kehysteoriaan. Ongelmaa ei muodostu, kun uusi
tieto sopii yhteen vanhan tiedon kanssa. Mutta kun uusi tieto on ristiriidassa vanhan tiedon
kanssa, tuhoaa ristiriitaisen tiedon lisddminen johdonmukaisuuden alkuperéisessé lukujen
kehysteoriassa ja johtaa epdjohdonmukaisuuksiin ja virhekésityksiin. Syntyneet

virhekisitykset yhdistévit siis osia alkuperdisestd lukujen kehysteoriasta uuteen



informaatioon, joka sulautuu uudeksi tiedoksi. Yhtend esimerkkind tistd voidaan pitdd
murtolukujen vertailua, jossa oletetaan, ettd murtoluvuista suurempi on se, jolla on suurempi
nimittdja tai osoittaja, ottamatta huomioon murtoluvun termien vélistd yhteyttd. Johtuen
epakohdasta aiemman lukujen kehysteorian ja rationaalilukujen ominaisuuksien valilla,
thmisten on kéytéva ldpi késitteen muutos eli aiemman tiedon huomattava uudelleenrakennus,
jotta he voivat tavoittaa uuden laajemman késityksen luvuista. Késitteen muutos on kuitenkin

aina hidas ja asteittainen prosessi. (Van Hoof ym. 2017.)
2.2.2 Ajattelun kaksoisprosessointiteoria

Kaksoisprosessointiteorian mukaan ihmiselld on kaksi eri tyyppisté ajattelun prosessia;
intuitiivinen ja analyyttinen. Intuitiivinen pdittely on nopeaa, automaattista ja vaatii vain
vihdn tyomuistin kdyttod. Analyyttinen pdittely sen sijaan on hidasta, kontrolloitua ja vaatii
tyOmuistin kayttamisté. Intuitiivinen pééttely on kdytossd automaattisesti ja johtaa usein
oikeaan vastaukseen. (Van Hoof ym. 2017.) Vamvakoussi ym. (2012) argumentoivatkin, etti
kohdattaessa rationaalilukutehtdvé, ensimmadinen, intuitiivinen vastaus perustuu luonnollisiin
lukuihin. Vililla intuitiivinen paéttely saattaa kuitenkin johtaa vadrdin vastaukseen sellaisissa
tehtdvissd, joissa tarvitaankin laajempaa analyyttista padttelyd. Tassé tapauksessa on kaksi
mahdollisuutta, joko analyyttinen pééttely ei keskeytd intuitiivista paattelyd ja paddytaan
nopeasti vddradn vastaukseen tai vaihtoehtoisesti analyyttinen paittely keskeyttia intuitiivisen
paittelyn ja luo vaihtoehtoisen vastauksen, joko voi olla joko oikein tai védrin. Vaira vastaus
voi siis olla joko intuitiivisen pééttelyn tulos, jota analyyttinen pdittely ei ole keskeyttanyt, tai
epdonnistuneen analyyttisen pééttelyn tulos. Tétd kdytetdan hyviksi NNB:td tutkittaessa. (Van
Hoof ym. 2017.)

Van Hoof ym. (2020) tutkivat, onko NNB:114 intuitiivista luonnetta rajaamalla vastausaikaa,
silld kaksoisprosessointiteorian mukaan intuitiivinen paittely on nopeampaa kuin analyyttinen
paattely. Tutkimuksessa tutkittiin aikaansaako vastausajan rajaaminen enemmaén intuitiivisia
vastauksia verrattuna siihen jos vastausaikaa ei rajoiteta. Tutkimuksen mukaan vastausaikaa
rajaamalla vastausten oikeellisuus laski paljon enemmén tehtivissa, jotka vaativat analyyttista
paéttelyd, kuin tehtdvissd, jotka voi paitelld intuitiivisesti, mitd osoittaa, ettd NNB:114 on
intuitiivista luonnetta. On esitetty, ettd mikdli NNB:114 on intuitiivista luonnetta, ei sitd ole
mahdollista tiysin sivuuttaa edes niiden, joilla on hyvin syvéllinen ymmarrys

rationaalilukujen osalta. (Obersteiner 2013).
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3 Luonnollisten lukujen aiheuttaman harhan tutkiminen

NNB:n tutkimiseksi on kidytetty erilaisia metodeja, kuten kyna-paperi-testeja (Christou 2015;
Christou & Vamvakoussi 2023; Gomez ym. 2014; Van Hoof ym. 2015a; Van Hoof ym.
2015Db) ja tietokoneella tehtyjd valintatehtdvid (Christou ym. 2020; DeWolf & Vosniadou
2011; Obersteiner ym. 2013; Obersteiner ym. 2016; Obersteiner ym. 2020; Vamvakoussi ym.
2012; Vamvakoussi ym. 2013; Van Hoof ym. 2013). Tutkimuksissa on tutkittu vastausten
oikeellisuutta. Vastausten oikeellisuuden lisiksi osassa tutkimuksista on mitattu myds aikaa,
joka kuluu oikean vastauksen muodostamiseen, eli reaktioaikaa (Christou ym. 2020; DeWolf
& Vosniadou 2011; Obersteiner ym. 2013; Obersteiner ym. 2016; Obersteiner ym. 2020;
Vamvakoussi ym. 2012; Vamvakoussi ym. 2013; Van Hoof ym. 2013; Van Hoof ym. 2020).
Reaktioaikaa on kiytetty tutkimuksissa erottamaan toisistaan intuitiivinen ja analyyttinen
paéttely ongelmaa ratkaistaessa. Oletuksena on, ettd ensimmaéinen, intuitiivinen vastaus

perustuu luonnollisiin lukuihin. (Vamvakoussi 2012.)

Tutkimuksissa tehtivét on jaettu kongruentteihin ja inkongruentteihin tehtaviin.
Kongruenteissa tehtdvissd luonnollisiin lukuihin perustuvia ominaisuuksia kayttdmalla
paddytidin oikeaan vastaukseen, kun taas inkongruenteissa tehtivissi luonnollisiin lukuihin
perustuvia ominaisuuksia kayttaméalla paddytddn vadrddn vastaukseen. (Van Hoof ym. 2017.)
Suurempaa oikeellisuutta kongruenteissa kuin inkongruenteissa tehtévissé pidetéén
osoituksena NNB:n esiintymisestd. (Obersteiner ym. 2013.) Tutkimuksissa, joissa mitataan
sekd tehtidvien oikeellisuutta ettd reaktioaikaa, pidetdén osoituksena NNB:n esiintymisesti
pidempéd vastausaikaa oikein vastatuissa inkongruenteissa tehtévissé verrattuna oikein
vastattuihin kongruentteihin tehtaviin. (Vamvakoussi ym. 2013). Oletuksena on, etti koska
inkongruentteihin tehtéviin vastaaminen vaatii analyyttistd paéttelyd, kestdd se kauemmin
kuin kongruentteihin tehtéviin vastaaminen, mihin riittdd nopeampi intuitiivinen paittely.

(Vamvakoussi ym. 2012.)
3.1 Peruslaskutoimitukset

Kun kaksi luonnollista lukua lasketaan yhteen tai kerrotaan keskenéén, lopputulos on aina
alkuperdisié lukuja suurempi, lukuun ottamatta lukuja 0 ja 1. Vastaavasti kun kaksi
luonnollista lukua véhennetddn toisistaan tai jaetaan keskenddn, lopputulos on aina pienempi
kuin vihennettdvai tai jaettava. Luonnollisten lukujen perusteella yhteen laskeminen ja

kertominen tekee siis suuremmaksi ja vihentdminen ja jakaminen taas pienemmaksi.
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Rationaaliluvuilla tdima ei valttdmaétti pida paikkaansa, vaan se riippuu kyseessa olevista
luvuista. (Vamvakoussi ym. 2013.) Tama kuitenkin johtaa yleiseen virhekésitykseen, ettd
yhteenlasku ja kertominen tekee aina suuremmaksi ja vihentdminen ja jakaminen aina
pienemmaéksi (Christou 2015). NNB:td tutkitaan peruslaskutoimitusten suhteen perustuen

tdhin virhekésitykseen.

NNB:té on tutkittu joko yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolaskujen suhteen (Christou 2015;
Vamvakoussi ym. 2012; Van Hoof ym. 2015b) tai vain kerto- ja jakolaskujen suhteen
(Christou ym. 2020; Christou & Vamvakoussi 2023; Obersteiner ym. 2016). Tutkimuksissa
matemaattinen véite on esitetty joko yhtdloné (Christou 2015; Christou ym. 2020; Christou &
Vamvakoussi 2023) tai epayhtdlond (Vamvakoussi ym. 2012; Van Hoof ym. 2015b;
Obersteiner ym. 2016), jossa tuntematonta muuttujaa on merkitty joko alaviivalla tai
algebrallisella symbolilla. Tutkimuksissa kysytiin, onko mahdollista 10yt44 sellainen luku,
jolla esitetty yhtdlo tai epayhtilo pitdéd paikkansa tai onko esitetty yhtilo tai epayhtilo
mahdollinen (Christou 2015). Lisdksi epdyhtdloitd on tutkittu my0s niin, ettd epayhtilodlle
tulee valita sopiva matemaattinen operaatio siten, ettd epayhtilo pitdd paikkansa. (Christou

2015.)
3.1.1 Yhtalst

NNB:ti tutkittaessa peruslaskutoimitusten suhteen on yhtélot jaettu kongruentteihin ja
inkongruentteihin joko lukujen tai laskutoimitusten suhteen. Kongruentti yhtilo lukujen
suhteen on yhtdlo, jossa tuntematon muuttuja on luonnollinen luku, kun taas inkongruentissa
yhtdldssd tuntematon muuttuja on rationaaliluku. Kongruentti yhtdlo laskutoimitusten suhteen
on yhtilo, joka toteuttaa ehdon, ettd yhteen laskeminen ja kertominen tekee suuremmaksi ja
vihentdminen ja jakaminen pienemmaksi. Inkongruentti yhtilo laskutoimitusten suhteen
vastaavasti on yhtdlo, joka ei toteuta ehtoa, ettd yhteen laskeminen ja kertominen tekisi
suuremmaksi ja vihentdminen ja jakaminen taas pienemméksi. (Christou 2015; Christou ym.

2020; Christou & Vamvakoussi 2023.)

Christou (2015) sekd Christou ja Vamvakoussi (2023) tutkivat NNB:td peruslaskutoimitusten
suhteen jakamalla yhtdlot kolmeen eri kategoriaan: 1) sekd lukujen, ettd laskutoimitusten
suhteen kongruentteihin, 2) lukujen suhteen inkongruentteihin, mutta laskutoimitusten
suhteen kongruentteihin ja 3) sek luvun, ettd laskutoimitusten suhteen inkongruentteihin.
Erona oli, ettd Christou (2015) kéytti tutkimuksessaan kaikkia peruslaskutoimituksia, kun taas

Christou ja Vamvakoussi (2023) kayttivit tutkimuksessaan vain kerto- ja jakolaskuja.
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Christoun (2015) tutkimuksessa seké lukujen, ettd laskutoimitusten suhteen kongruentti yhtalo
oli esimerkiksi 7 x = 21. Christoun ja Vamvakoussin (2023) tutkimuksessa vastaava yhtilo
oli esimerkiksi 3 x = 12, Kummassakin yhtélossd tuntematon muuttuja on luonnollinen luku
ja kertominen tekee suuremmaksi. Christoun (2015) tutkimuksessa yhtilo, joka ovat lukujen
suhteen inkongruentti, mutta laskutoimitusten suhteen kongruentti oli esimerkiksi 6 x = 11.
Christoun ja Vamvakoussin (2023) tutkimuksessa vastaava yhtélo oli esimerkiksi 4 x = 31.
Kummassakin yhtdlossd tuntematon muuttuja on rationaaliluku ja kertominen tekee
suuremmaksi. Christoun (2015) tutkimuksessa yhtélo, joka on seki lukujen, ettd
laskutoimitusten suhteen inkongruentti oli esimerkiksi 2 : = 5. Christoun ja Vamvakoussin
(2023) tutkimuksessa vastaava yhtilo oli esimerkiksi 7+ = 42. Kummassakin yhtélossé
tuntematon muuttuja on rationaaliluku ja kumpikaan yhtilo ei toteuta ehtoa, ettd jakaminen

tekisi pienemmaéksi.

Christou ym. (2020) tutkivat niin ikdan NNB:td peruslaskutoimitusten suhteen, mutta jakoivat
tehtivét neljdén eri kategoriaan: 1) laskutoimitusten suhteen kongruentteihin, 2)
laskutoimitusten suhteen inkongruentteihin, 3) yhtélon tekijoiden muodon suhteen
kongruentteihin ja 4) yhtdlon tekijoiden muodon suhteen inkongruentteihin. Laskutoimitusten
suhteen kongruentti yhtélo oli esimerkiksi 6 x =498, jossa kertominen tekee suuremmaksi
tai esimerkiksi 735 + =8, jossa jakaminen tekee pienemmaksi. Laskutoimitusten suhteen
inkongruentti yhtdlo oli esimerkiksi 437 x = 3, jossa kertominen ei tee suuremmaksi tai
esimerkiksi 9 + =656, jossa jakaminen ei tee pienemmaéksi. Toisin kuin Christoun (2015) ja
Christoun ja Vamvakoussin (2023) tutkimuksissa, joissa tehtdvit oli jaettu lukujen suhteen
kongruentteihin ja inkongruentteihin tehtiviin sen perusteella, onko tuntematon muuttuja
luonnollinen luku vai rationaaliluku, Christou ym. (2020) jakoivat tehtivit kongruentteihin ja
inkongruentteihin sen perusteella, onko yhtdlossa tekijda samaa muotoa yhtdlon vastauksen
kanssa vai ei. Yhtdlon tekijoiden muodon suhteen kongruentti yhtdlo oli esimerkiksi 6,3 x =
2,1, jossa sekd annettu tekijd, ettd vastaus ovat kummatkin desimaalilukumuodossa. Yhtélon
tekijoiden muodon suhteen inkongruentti tehtéva oli esimerkiksi 4 + = 7,6, jossa annettu
tekijé ja vastaus ovat keskendin eri muotoa. Toisin kuin Christoun (2015) ja Christoun ja
Vamvakoussin (2023) tutkimuksessa, Christoun ym. (2020) tutkimuksessa mitattiin

vastausten oikeellisuuden lisdksi reaktioaikaa.
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3.1.2 Epayhtalst

NNB:ti on tutkittu peruslaskutoimitusten suhteen esittimalld matemaattisia vaittdmid, joiden
paikkansapitavyyttd tuli arvioida (Vamvakoussi ym. 2012; Vamvakoussi ym. 2013; Van Hoof
ym. 2015b; Obersteiner ym. 2016) seké esittdmalld matemaattisia lausekkeita, joiden
suuruutta tuli arvioida (Christou 2015). Lisdksi NNB:td on tutkittu antamalla laskutoimitus,
jonka arvoa tuli arvioida (Van Hoof ym. 2015a). Tehtivit, joissa matemaattisen véitteen
paikkansapitdvyytté tuli arvioida, jaettiin kongruentteihin ja inkongruentteihin tehtiviin
perustuen siihen, paddytddnko oikeaan vai vadridn vastaukseen korvaamalla tuntematon
muuttuja luonnollisella luvulla (Vamvakoussi ym. 2012; Vamvakoussi ym. 2013; Van Hoof
ym. 2015b; Obersteiner ym. 2016). Tehtdvit, joissa itse laskutoimitusta tai laskutoimituksen
arvoa tuli arvioida, jaettiin kongruentteihin ja inkongruentteihin olettamalla, ettd yhteen
laskeminen ja kertominen tekee aina suuremmaksi ja vihentdminen ja jakaminen aina

pienemmaéksi (Christou 2015; Van Hoof ym. 2015a).

Vamvakoussi ym. (2012), Vamvakoussi ym. (2013) sekd Van Hoof ym. (2015b) tutkivat
NNB:té peruslaskutoimitusten suhteen esittdmailld matemaattisia vaittdmid, joiden
paikkansapitdvyytté tuli arvioida. Tutkimuksissa kéytettiin yhteen-, vihennys-, kerto- ja
jakolaskuja. Tehtavit jaettiin kongruentteihin ja inkongruentteihin niin ikdén silld perusteella,
péaadytdanko oikeaan vai vddrddn vastaukseen korvaamalla tuntematon muuttuja luonnollisella
luvulla. Vamvakoussin ym. (2012) tutkimuksessa kongruentti viittima oli esimerkiksi
yhteenlaskun suhteen ettd 1 + 10y on aina suurempi kuin 1. Vamvakoussin ym. (2013)
tutkimuksessa kongruentti véittdma oli esimerkiksi yhteenlaskun suhteen ettd 5 + 2x voi olla
suurempi kuin 5. Van Hoofin ym. (2015b) tutkimuksessa kongruentti viittima oli esimerkiksi
ettd epayhtélo x > x + 2 ei voi pitdd paikkansa. Korvaamalla véittimien tuntemattomat
muuttujat luonnollisilla luvuilla, pdddytddn oikeaan vastaukseen. Vamvakoussin ym. (2012)
tutkimuksessa inkongruentti véittima oli esimerkiksi jakolaskun suhteen ettd 2 +y on aina
pienempi kuin kaksi. Vamvakoussin ym. (2013) tutkimuksessa inkongruentti vaittima oli
esimerkiksi jakolaskun suhteen ettd 5 + x voi olla suurempi kuin 5. Van Hoofin ym. (2015b)
tutkimuksessa jakolaskun suhteen inkongruentti véittdma oli esimerkiksi, ettd epayhtdlo x +~ 4
> x pitdd paikkansa. Korvaamalla véittdmien tuntemattomat muuttujat luonnollisilla luvuilla,

paddytadn vadrddn vastaukseen.

Myds Obersteiner ym. (2016) tutkivat NNB:td peruslaskutoimitusten suhteen esittiméalla

matemaattisia vaittdmii, joiden paikkansapitdvyytti tuli arvioida, mutta toisin kuin
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Vamvakoussi ym. (2012), Vamvakoussi ym. (2013) ja Van Hoof ym. (2015b) Obersteiner
ym. (2016) kdyttivat tutkimuksessaan vain kerto- ja jakolaskuja. Tutkimuksessaan he kysyivit

esimerkiksi, onko mahdollista, ettd 4 x x <4, kun X on positiivinen rationaaliluku.

Christou (2015) tutki NNB:td peruslaskutoimitusten suhteen jo aiemmin késiteltyjen
yhtildiden lisdksi myos epdyhtdloitd kdyttden. Tutkimuksessa esitettiin epayhtéldité, joiden
arvot oli annettu, mutta joihin tuli valita sopiva laskutoimitus. Vaihtoehtoina oli joko kerto-
tai jakolasku. Kongruentit tehtavét sisdlsivat vain luonnollisia lukuja ja toteuttivat ehdon,
jonka mukaan kertominen tekee suuremmaksi ja jakaminen pienemmaksi. Kongruentti
tehtdva oli esimerkiksi 3 10 > 3. Inkongruentit tehtivit sisdlsivit luonnollisten lukujen
liséksi lukuja joko desimaali- tai murtolukumuodossa, eivitkd toteuttaneet ehtoa, jonka

mukaan kertominen tekisi suuremmaksi ja jakaminen pienemmaksi. Inkongruentti tehtévi oli
esimerkiksi 6 0,2 < 6, jossa on kéytetty desimaalilukua sekd 10 % <10, jossa on kéytetty

murtolukua.

Van Hoof ym. (2015a) tutkivat NNB:td peruslaskutoimitusten suhteen pyytdmalld arvioimaan
esitetyn matemaattisen lausekkeen suuruutta. Tehtédvit jaettiin kongruentteihin ja
inkongruentteihin tehtdviin sen oletuksen perusteella, ettd yhteen laskeminen ja kertominen

tekee aina suuremmaksi ja vdhentdminen ja jakaminen aina pienemmaéksi. Kongruentti tehtiva
oli esimerkiksi sellainen, jossa kysytdédn, onko 50 x 5 suurempi vai pienempi kuin 50.

Olettamalla, ettd kertominen tekee aina suuremmaksi, pdddytddn oikeaan vastaukseen.
Inkongruentti tehtdvé oli esimerkiksi sellainen, jossa kysytddn, onko 72 x 0,99 suurempi vai
pienempi kuin 72. Olettamalla, etti kertominen tekee aina suuremmaksi, paddytdan vaardin

vastaukseen.
3.2 Rationaalilukujen suuruus

Murtoluku ndhddin usein kahtena erillisené lukuna sen sijaan, ettd se ndhtéisiin osoittajan ja
nimittdjd vilisend suhteena. Tdmi murtoluvun vaara tulkinta saattaa johtaa virhekésitykseen,
ettd murtoluvun numeerinen arvo kasvaa kun murtoluvun osoittaja, nimittéjé tai kumpikin
kasvavat aivan kuten luonnollisilla luvuilla. Vastaavasti desimaaliluvuilla on todettu, ettd osa
virheellisesti olettaa, ettd mitd suurempi desimaaliluvun desimaaliosa on tai mitd enemmaén
desimaaliluvun desimaaliosassa on numeroita, sitd suurempi myos itse luku on. (Van Hoof
ym. 2017.) NNB:t4 tutkitaan rationaalilukujen suuruuden suhteen perustuen niihin

virhekisityksiin.
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3.2.1 Murtoluvut

NNB:t4 on tutkittu murtolukujen suuruuden suhteen joko tehtivilld, joissa tulee verrata
keskendin kahta erisuuruista murtolukua ja valita murtoluvuista suurempi (DeWolf &
Vosniadou 2011; Obersteiner ym. 2013; Vamvakoussi ym. 2012; Van Hoof ym. 2013; Van
Hoof ym. 2015a; Van Hoof ym. 2020) tai tehtévilld, joissa tulee asettaa annettu joukko
murtolukuja suuruusjirjestykseen pienimmastd suurimpaan (Christou 2015; Van Hoof ym.
2015a). Tehtdvit, joissa tulee verrata kahden annetun murtoluvun suuruutta on jaettu kolmeen
eri kategoriaan: 1) Tehtéviin, joissa vertailtavilla murtolukupareilla on yhteinen tekija (Van
Hoof ym. 2013; Van Hoof ym. 2020). 2) Tehtéviin, joissa vertailtavilla murtolukupareilla ei
ole yhteisia tekijoitd (De Wolf & Vosniadou 2011; Obersteiner ym. 2020; Van Hoof ym.
2015a). 3) Tehtiviin, jotka sisdltiavit sekd murtolukupareja, joilla on yhteisia tekijoitd, etti
murtolukupareja, joilla ei ole yhteisié tekijoitd (Gomez ym. 2014; Obersteiner ym. 2013;
Vamvakoussi ym. 2012).

Tehtivit, joissa vertailtavilla murtolukupareilla on yhteinen tekijé, jactaan kongruentteihin ja
inkongruentteihin sen perusteella, onko vertailtavalla murtolukuparilla yhteinen nimittéja vai
osoittaja. Kongruentti tehtidva on sellainen, jossa vertailtavalla murtolukuparilla on yhteinen
nimittdjd ja inkongruentti tehtiva taas on sellainen, jossa vertailtavalla murtolukuparilla on
yhteinen osoittaja. (Van Hoof ym. 2013; Van Hoof ym. 2020.) Tehtévissa, joissa vertailtavilla
murtolukupareilla ei ole yhteisid tekijoitd, jactaan kongruentteihin ja inkongruentteihin sen
perusteella, paadytaanko vertailtavien murtolukuparien tekijéiden suuruutta vertaamalla
oikeaan vai vddrddn vastaukseen. Kongruentti tehtdvé on sellainen, jossa murtolukujen
tekijoitd vertaamalla pdddytdédn oikeaan vastaukseen eli vertailtavasta murtolukuparista
suuremmalla on myds suurempi osoittaja ja nimittdjd. Inkongruentti tehtidva taas on sellainen,
jossa murtolukujen tekijoitd vertaamalla paddytddn vadrddn vastaukseen eli murtolukuparista
suuremmalla onkin pienempi osoittaja ja nimittéjd. (De Wolf & Vosniadou 2011; Obersteiner
ym. 2020; Van Hoof ym. 2015a.) Liséksi osassa tutkimuksista on mitattu my6s vastausten
oikeellisuuden lisdksi reaktioaikaa (DeWolf & Vosniadou 2011; Obersteiner ym. 2020;
Vamvakoussi ym. 2012; Van Hoof ym. 2013).

Van Hoof ym. (2013) ja Van Hoof ym. (2020) tutkivat NNB:td murtolukujen suuruuden
suhteen pyytdmaélld valitsemaan annetuista murtolukupareista suuremman. Vastausten
oikeellisuuden liséksi Van Hoof ym. (2013) mittasivat reaktioaikaa. Tehtdvit jaettiin

kongruentteihin ja inkongruentteihin tehtiviin sen mukaan, oliko vertailtavilla
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murtolukupareilla yhteinen nimittija vai osoittaja. Van Hoofin ym. (2014) tutkimuksessa
vertailtava kongruentti murtolukupari oli esimerkiksi ;—2 ja ;—Z, jossa kummallakin murtoluvulla
on yhteinen nimittdja 26. Van Hoofin ym. (2020) tutkimuksessa taas vertailtava kongruentti

murtolukupari oli esimerkiksi % ja %, joilla on yhteinen nimittdjd 13. Van Hoofin ym. (2014)

tutkimuksessa vertailtava inkongruentti murtolukupari oli esimerkiksi g ja g, jossa
kummallakin murtoluvulla on yhteinen osoittaja kymmenen. Van Hoofin ym. (2020)
tutkimuksessa taas vertailtava inkongruentti murtolukupari esimerkiksi % ja %, joilla on

yhteinen osoittaja 8.

Kuten Van Hoof ym. (2013) ja Van Hoof ym. (2020) myds DeWolf ja Vosniadou (2011),
Obersteiner ym. (2020) ja Van Hoof ym. (2015a) tutkivat NNB:td murtolukujen suuruuden
suhteen pyytdmalld valitsemaan annetuista murtolukupareista suuremman. DeWolf ja
Vosniadou (2011), Obersteiner ym. (2020) ja Van Hoof ym. (2015a) jakoivat kuitenkin
tehtivét kongruentteihin ja inkongruentteihin perustuen sithen, paddytddanko oikeaan vai

vadradn vastaukseen kun verrataan murtolukujen tekijoiden suuruutta. DeWolfin ja
Vosniadoun (2011) tutkimuksessa kongruentti murtolukupari oli esimerkiksi E jaz, jossa
paattelemadlld, ettd koska viisi on suurempi kaksi ja seitsemén on suurempi kuin viisi,

paddytadn oikeaan vastaukseen, etté % on suurempi kuin % Obersteinerin ym. (2020)
tutkimuksessa vastaava kongruentti murtolukupari oli esimerkiksi % ja 1—2, jossa pééttelemalld
kuten edelld, pdddytdédn oikeaan vastaukseen, etti g on suurempi kuin %. Van Hoofin ym.
(2015a) tutkimuksessa kongruentti murtolukupari oli esimerkiksi 1—: ja 5’ jossa niin ikdin
edellisten tavoin péattelemailld, pdddytdin oikeaan vastaukseen, etti 2 on suurempi kuin %.
DeWolfin ja Vosniadoun (2011) tutkimuksessa inkongruentti murtolukupari oli esimerkiksi ;
ja 2, jossa padttelemaélld, ettd koska kolme on suurempi kuin kaksi ja seitsemén on suurempi
kuin kolme, paadytdin vairdan vastaukseen, ettd % olisi suurempi kuin g Obersteinerin ym.
(2020) tutkimuksessa inkongruentti murtolukupari oli esimerkiksi % ja g, jossa padttelemalla
kuten edelld paadytddn vadraan vastaukseen, ettd ;—Z olisi suurempi kuin i—i. Van Hoofin ym.
(2015a) tutkimuksessa inkongruentti murtolukupari oli esimerkiksi % ja g, jossa niin ikdin

edellisten tavoin péaittelemalld paadytadn vadrdén vastaukseen, ettd 5 olisi suurempi kuin %
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Toisin kuin Van Hoof ym. (2015a) De Wolf ja Vosniaudou (2011) sekd Obersteiner ym.

(2020) mittasivat oikeellisuuden liséksi reaktioaikaa.

Myd6s Gomez ym. (2014), Obersteiner ym. (2013) ja Vamvakoussi ym. (2012), tutkivat
NNB:td murtolukujen suuruuden suhteen pyytdmalld valitsemaan annetuista
murtolukupareista suuremman, mutta heidin tutkimuksensa sisélsi seka tehtivia, joissa
vertailtavilla murtolukupareilla oli yhteinen tekijd, kuin tehtévié, joissa vertailtavilla
murtolukupareilla ei ollut yhteisia tekijoitd. Tehtdvit, joissa murtoluvuilla on yhteinen tekijd
jaettiin niin ikd4n kongruentteihin ja inkongruentteihin tehtiviin sen perusteella, onko
vertailtavilla murtoluvuilla yhteinen osoittaja vai nimittdjd kun taas tehtévit, joissa
vertailtavilla murtolukupareilla ei ollut yhteisié tekijoité jaettiin kongruentteihin ja
inkongruentteihin tehtéviin sen perusteella, paadytddnko oikeaan vai vdédrddn vastaukseen kun

verrataan murtolukujen tekijoiden suuruutta. Gomezin ym. (2014) tutkimuksessa kongruentti
murtolukupari, jolla on yhteinen tekijd, oli esimerkiksi % ja g, jossa murtoluvuilla on yhteinen
nimittdja yhdeksin. Obersteinerin ym. (2013) tutkimuksessa vastaava kongruentti

murtolukupari oli esimerkiksi g jas joilla on yhteinen nimittdjad kahdeksan. Vamvakoussin

ym. (2012) tutkimuksessa vastaava kongruentti murtolukupari oli esimerkiksi % ja Z, joilla on
yhteinen nimittdji viisi. Gomezin ym. (2014) tutkimuksessa inkongruentti murtolukupari,
jolla on yhteinen tekijd, oli esimerkiksi 115 ja %’ jossa murtoluvuilla on yhteinen osoittaja nelja.
Obersteinerin ym. (2013) tutkimuksessa vastaava inkongruentti murtolukupari oli esimerkiksi

g ja ;, joilla on yhteinen osoittaja viisi. Vamvakoussin ym. (2012) tutkimuksessa vastaava

inkongruentti murtolukupari oli esimerkiksi % ja %, joilla on yhteinen osoittaja yksi.

Gomezin ym. (2014) tutkimuksessa kongruentti murtolukupari, jolla ei ole yhteisié tekijoitd,

oli esimerkiksi ~Ja 7, missd paattelemalld, ettd koska viisi on suurempi kuin yksi ja seitsemén

on suurempi kuin kolme, pdddytdan oikeaan vastaukseen ettd ~ on suurempi kuin é
Obersteinerin ym. (2013) tutkimuksessa esimerkki vastaavasta vertailtavasta kongruentista

murtolukuparista on % ja %, jossa pédttelemailld kuten edelld paddytddan oikeaan vastaukseen,

. 24 S 11 . . . :
ettd —— on suurempi kuin S Vamvakoussin ym. (2012) tutkimuksessa esimerkki vastaavasta

19

vertailtavasta kongruentista murtolukuparista on L Ja 75, jossa niin ikdédn edellisten tavoin

it e g e . 19 A | )
paittelemalld paddytddn oikeaan vastaukseen, ettid ~ On suurempi kuin " Gomezin ym.
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(2014) tutkimuksessa inkongruentti murtolukupari, jolla ei ole yhteisia tekijoité, oli

esimerkiksi la 1%, missd padttelemalld, ettd koska kahdeksan on suurempi kuin viisi ja 19 on

S .8 .. . .5 o
suurempi kuin 6, paddytiddn vidrdan vastaukseen, etti o olisi suurempi kuin pe Obersteinerin
ym. (2013) tutkimuksessa esimerkki vastaavasta vertailtavasta inkongruentista

) .25, 19 . — e e
murtolukuparista oli 3¢ a5, Jossa paattelemadlld kuten edelld pdddytddn vadraan vastaukseen,
.25 . . .. 19 ) . . .
ettd —- olisi suurempi kuin v Vamvakoussin ym. (2012) tutkimuksessa esimerkki vastaavasta
. . . . 28. 1 . e . .
vertailtavasta inkongruentista murtolukuparista on 5 /2 3> Jossa niin ikddn edellisten tavoin

lla et e e . 28 .. . A T )
paittelemalld paddytddn vadrddn vastaukseen, ettd % olisi suurempi kuin . Toisin kuin

Gomez ym. (2014) ja Obersteiner ym. (2013) Vamvakoussi ym. (2012) mittasivat

oikeellisuuden lisdksi reaktioaikaa.

Myo6s Christou (2015) ja Van Hoof ym. (2015a) tutkivat NNB:td murtolukujen suuruuden

suhteen, mutta pyysivit jirjestimédn tehtdvissad annetut murtoluvut suuruusjirjestykseen

pienimmastd suurimpaan. Christoun (2015) tutkimuksessa annettiin esimerkiksi murtoluvut %,

%, % ja ﬁ, jotka tuli asettaa suuruusjdrjestykseen. Van Hoofin ym. (2015a) tutkimuksessa

5 5 70 10 20 50 2 7 7 2

annettiin esimerkiksi murtoluvut —, —, —, —, —, —, —, —, —]ja o0

T T T T Ty Ty Ty jotka tuli asettaa
100’ 10’ 100’ 10’ 100’ 100’ 10’ 100’ 10

suuruusjdrjestykseen.
3.2.2 Desimaaliluvut

NNB:té on tutkittu desimaalilukujen suuruuden suhteen joko antamalla kaksi eri suuruista
desimaalilukua ja kysymaélld kumpi desimaaliluvuista on suurempi (Vamvakoussi ym. 2012)
tai antamalla joukon desimaalilukuja ja pyytdmall4 jarjestimdén ne suuruusjirjestykseen
pienimmasta suurimpaan (Christou 2015; Van Hoof ym. 2015a). Vamvakoussi ym. (2012)
tutkivat NNB:td desimaalilukujen suhteen jakamalla tehtidvét kongruentteihin ja
inkongruentteihin tehtéviin sen perusteella, paddytdénko oikeaan vai véérdén vastaukseen
olettamalla, ettd mitd enemmaén luvun desimaaliosassa on numeroita, sitd suurempi on itse
desimaaliluku. Kongruentti desimaalilukupari oli esimerkiksi 1,3 ja 1,859, josta péittelemalla,
ettd koska luvun 1,859 desimaaliosassa on enemman numeroita kuin luvun 1,3
desimaaliosassa, pdddytddn oikeaan vastausteen ettid 1,859 on suurempi kuin 1,3.

Inkongruentti desimaalilukupari oli esimerkiksi 3,479 ja 3,6, josta pdittelemélld, ettd koska
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luvun 3,479 desimaaliosassa on enemmain numeroita kuin luvun 3,6 desimaaliosassa,

paddytidin vadrddn vastaukseen, ettd 3,479 olisi suurempi kuin 3,6.

Christou (2015) ja Van Hoof ym. (2015a) sen sijaan tutkivat NNB:td desimaalilukujen
suuruuden suhteen antamalla joukon desimaalilukuja, jotka tuli asettaa suuruusjarjestykseen
pienimmastd suurimpaan. Christoun (2015) tutkimuksessa annettiin esimerkiksi
desimaaliluvut 0,12, 1,549, 0,4, 0,387, jotka tuli asettaa suuruusjérjestykseen. Van Hoofin
ym. (2015a) tutkimuksessa annettiin esimerkiksi desimaaliluvut 7,651, 7,8 ja 7,08, jotka tuli

asettaa suuruusjarjestykseen.
3.2.3 Murtoluvut ja desimaaliluvut

Sen lisdksi, ettd NNB:td on tutkittu rationaalilukujen suuruuden suhteen kdyttamalla tehtavia,
jotka siséltidvit joko murtolukuja tai desimaalilukuja, NNB:td on tutkittu myos kiyttdmalla
tehtivid, jotka siséltidvit sekd murtolukuja, ettd desimaalilukuja ja pyytdmalld jarjestiméan

annetut luvut suuruusjérjestykseen suurimmasta pienimpéain (Van Hoof ym. 2015a). Van
Hoof ym. (2015a) pyysi esimerkiksi jérjestimdin luvut 0,5, i, 130 ja 0,356 suuruusjirjestykseen

sekd ympyroimiin luvut, jotka ovat yhtéd suuret, mikaéli sellaisia tehtdvissi esiintyy.
3.3 Rationaalilukujen tiheys

Luonnolliset luvut ovat diskreettejé eli kahden perdkkéisen luonnollisen luvun vélissé ei ole
muita luonnollisia lukuja, miké saattaa johtaa virhekéasitykseen, ettd kahden ndennéisesti
perdkkdisen rationaaliluvun vilissd ei myOskddn olisi muita lukuja, vaikka minka tahansa
kahden rationaaliluvun vélissd on ddreton madrd muita rationaalilukuja (Van Hoof ym. 2017).

NNB:ti tutkitaan rationaalilukujen tiheyden suhteen perustuen tdhdn virhekdsitykseen.

NNB:ti on tutkittu rationaalilukujen tiheyden suhteen joko antamalla kaksi murto- tai
desimaalilukua ja kysymalld, kuinka monta lukua ndiden kahden luvun vilissd on (Christou
2015; Vamvakoussi ym. 2012; Van Hoof ym. 2015a) tai antamalla kaksi murto- tai
desimaalilukua ja pyytdmalld antamaan jokin luku ndiden vilistd (Van Hoof ym. 2015a).
Tehtdvit on jaettu kongruentteihin ja inkongruentteihin tehtéviin sen perusteella, johtaako
luonnollisiin lukuihin perustuva paittely oikeaan vai véardin vastaukseen. (Van Hoof ym.

2015a)

Vamvakoussi ym. (2012) tutkivat NNB:td rationaalilukujen tiheyden suhteen antamalla kaksi

desimaali- tai murtolukua, seka viitteen, jolla kuvattiin annettujen lukujen vilissd olevien
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lukujen lukumééréa ja jonka paikkansapitdvyytté tuli arvioida. Desimaalilukujen tiheyttd
koskeva kongruentti viite oli esimerkiksi, ettd lukujen 2,32 ja 2,39 vililld on enemmén kuin
kolme lukua. Luonnollisten lukujen perusteella olettamalla, ettd lukujen vélissd on vain luvut
2,33,2,34, 2,35, 2,36, 2,37 ja 2,38, paadytddn kuitenkin oikeaan vastaukseen eli ettid
annettujen lukujen vilissd on enemmén kuin kolme lukua. Inkongruentti véite oli esimerkiksi,
ettd lukujen 5,12 ja 5,14 vilissd on enemmain kuin 4000 lukua. Olettamalla, ettd lukujen

valissd on vain luku 5,13 paddytidin vadrdan vastaukseen. Murtolukujen tiheyttd koskeva

.. o 1. 6 . , . .
kongruentti viite oli esimerkiksi, ettd lukujen ~jas vilissd on enemmaén kuin kaksi lukua.

Olettamalla, ettd lukujen vélissé on vain luvut i %’ P g, paddytian kuitenkin oikeaan
vastaukseen, ettd annettujen lukujen vélissd on enemmaén kuin kaksi lukua. Inkongruentti vaite

oli esimerkiksi, ettd lukujen % ja % vilissd on enemmin kuin 3000 lukua. Olettamalla, ettd

lukujen vélissd on vain luku o paddytiddn vadradn vastaukseen.

Christou (2015) ja Van Hoof ym. (2015a) tutkivat NNB:ti rationaalilukujen tiheyden suhteen
antamalla kaksi murto- tai desimaalilukua ja kysymalld, kuinka monta lukua annettujen
lukujen vélissd on. Christoun (2015) tutkimuksessa annetut luvut olivat ndennéisesti
perékkaisid lukuja, kun taas Van Hoofin ym. (2015a) tutkimuksessa kiytettiin ndennéisesti
perdkkaisten lukujen lisdksi muitakin lukupareja. Christoun (2015) tutkimuksessa
vastausvaihtoehdot olivat, ettd 1) annettujen lukujen vélissa ei ole muita lukuja, 2) annettujen
lukujen vélissé on luvut, jotka on mahdollista luetella yksitellen ja 3) annettujen lukujen
vilissd on niin monta lukua, ettd niité ei ole mahdollista luetella kaikkia yksitellen. Van
Hoofin ym. (2015a) tutkimuksessa vastausvaihtoehtoja oli enemmin ja ne olivat, ettd 1)
lukujen vélissé ei ole muita lukuja, 2) lukujen vilissd on dérellinen miérd desimaalilukuja, 3)
lukujen vélisséd on dérellinen méard murtolukuja, 4) lukujen vilissad on ddreton maara
desimaalilukuja, 5) lukujen vélisséd on d4reton maird murtolukuja, 6) lukujen vilissé on
adreton madré lukuja, jotka voivat olla joko desimaaliluku- tai murtolukumuodossa tai 7) ei
mikddn edelld mainituista. Kohtaan seitsemén oli mahdollista kirjoittaa oma vastaus.

Christoun (2015) tutkimuksessa annetut lukuparit olivat esimerkiksi desimaaliluvut 0,005 ja

0,006 ja murtoluvut % ja % Van Hoofin ym. (2015a) tutkimuksessa annetut lukuparit olivat

esimerkiksi desimaaliluvut 3,42 ja 3,124 ja murtoluvut % ja %

Myo6s Van Hoof ym. (2015a) tutkivat NNB:té rationaalilukujen tiheyden suhteen antamalla

kaksi murto- tai desimaalilukua ja pyytdmaélld antamaan jokin luku ndiden kahden luvun



21

valistd. Tehtdvit jaettiin kongruentteihin ja inkongruentteihin tehtéviin sen perusteella,

johtaako luonnollisiin lukuihin perustuva péittely oikeaan vai vadraan vastaukseen.

Kongruentti tehtdva oli esimerkiksi sellainen, jossa pyydettiin antamaan jokin luku lukujen i
ja % vilistd. Luonnollisten lukujen ominaisuuksien perusteella lukujen 1 ja 3 vilissd on luku 2,

joten antamalla vastaus 2 paddytidn oikeaan vastaukseen. Inkongruentti tehtava oli
esimerkiksi sellainen, jossa pyydettiin antamaan jokin luku lukujen 3,49 ja 3,50 vélista.
Luonnollisten lukujen ominaisuuksien perusteella lukujen 49 ja 50 vilissé ei ole muita lukuja,
joten pédttelemalld, ettd lukujen 3,49 ja 3,50 vilissi ei ole muita lukuja, paadytddn vadrdan

vastaukseen.
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4 Rationaalilukujen aiheuttaman harhan tutkiminen eri-ikaisilla

NNB:ti on tutkittu eri-ikdisilld aina alakoulun loppupuolelta aikuisiin saakka. Aikuisilla
NNB:t4 on tutkittu korkeakouluopiskelijoilla, jotka opiskelevat pddaineenaan muuta kuin
matematiikkaa (Christou ym. 2020; Obersteiner ym. 2020; Vamvakoussi ym. 2012;
Vamvakoussi ym. 2013; Van Hoof ym. 2020), ja yliopistolla tydskentelevillda matemaatikoilla
(Obersteiner ym. 2013; Obersteiner ym. 2016). Tutkimukset NNB:sti keskittyvit useimmiten
yhteen tai korkeintaan kahteen eri ikiryhmaén, joiden tuloksia vertaillaan kesken&én.
Useimmissa tutkimuksissa on keskitytty tutkimaan NNB:td joko peruslaskutoimitusten,
rationaaliluvun koon tai rationaaliluvun tiheyden suhteen. Vain kahdessa tutkimuksessa on
tutkittu NNB:td niin peruslaskutoimitusten, rationaalilukujen koon, kuin rationaalilukujen
tiheydenkin suhteen. Toinen ndisté laajoista tutkimuksista on toteutettu oppilailla alakoulun
loppupuolelta lukioon saakka (Van Hoof ym. 2015a) ja toinen taas korkeakouluopiskelijoilla
(Vamvakoussi ym. 2012).

Van Hoof ym. (2015a) tutkivat NNB:té laajalla tutkimuksella, joka kisitti oppilaita aina
alakoulun loppupuolelta lukioikdisiin saakka. Tutkimus sisélsi tehtivid niin
peruslaskutoimituksista, rationaalilukujen koosta kuin rationaalilukujen tiheydestakin.
Tutkimuksessa oppilaita pyydettiin valitsemaan annetuista murtoluvuista suurempi,
asettamaan rationaalilukuja suuruusjirjestykseen, antamaan jokin luku kahden annetun
rationaaliluvun vélistd ja arvioimaan laskutoimitusten suuruusluokkaa. Tutkimuksessa
havaittiin NNB:n vaikutuksen olevan heikointa rationaalilukujen koon suhteen tarkasteltuna,
hieman voimakkaampaa peruslaskutoimitusten suhteen tarkasteltuna ja kaikista voimakkainta
rationaalilukujen tiheyden suhteen tarkasteltuna. Tarkasteltaessa NNB:td
peruslaskutoimitusten ja rationaalilukujen suuruuden suhteen havaittiin myds, etti NNB on
kaikista voimakkainta alakouluikéisilla lapsilla ja laskee idn mukana. Sen sijaan
tarkasteltaessa NNB:té rationaalilukujen tiheyden suhteen havaittiin, ettd NNB laskee ién

mukana vain vahén.

Toinen laaja tutkimus tehtiin korkeakouluopiskelijoilla, ja se sisdlsi tehtdvid niin ikéddn
peruslaskutoimituksista, rationaalilukujen koosta ja rationaalilukujen tiheydesta.
Tutkimuksessa opiskelijoiden tuli valita kahdesta annetusta murtoluvusta tai desimaaliluvusta
suurempi, arvioida heille esitetyn matemaattisen véitteen paikkansapitivyytti ja arvioida
kuinka monta lukua kahden annetun rationaaliluvun vélissd on. Tutkimuksessa mitattiin

vastausten oikeellisuuden liséksi reaktioaikaa. Rationaalilukuja vertailtaessa ei tehty juurikaan
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virheitd niin kongruenteissa kuin inkongruenteissakaan tehtdvissd, mutta inkongruentteihin
tehtiviin oikein vastaaminen kesti kauemmin kuin oikein vastaaminen kongruentteihin
tehtiviin. Peruslaskutoimituksia sisdltdvissa tehtévissd tehtiin enemmain virheité
inkongruenteissa tehtdvissa verrattuna kongruentteihin tehtidviin, minké lisdksi oikein
vastaaminen inkongruentteihin tehtéviin kesti kauemmin kuin kongruentteihin tehtédviin.
Rationaalilukujen tiheyttd mittaavissa tehtdvissé taas tehtiin huomattavasti enemmaén virheita
inkongruenteissa tehtdvissd kongruentteihin tehtdviin verrattuna. Nama osoittavat, ettia
NNB:té esiintyy aikuisilla niin rationaalilukujen suuruuden, peruslaskutoimitusten kuin
rationaalilukujen tiheydenkin suhteen tarkasteltuna. (Vamvakoussi ym. 2012.) Kuten Van
Hoofin ym. (2015a) tutkimuksessa, myds Vamvakoussin ym. (2012) tutkimuksessa havaittiin
NNB:n vaikutuksen olevan heikointa rationaalilukujen koon suhteen tarkasteltuna,
voimakkaampaa peruslaskutoimitusten suhteen tarkasteltuna ja kaikista voimakkainta

rationaalilukujen tiheyden suhteen tarkasteltuna.
4.1 Alakouluikaiset
4.1.1 Peruslaskutoimitukset

Van Hoof ym. (2015a) ja Christou (2015) tutkivat NNB:td alakoulun loppupuolella olevilla
oppilailla peruslaskutoimitusten suhteen. Van Hoof ym. (2015a) pyysivit tutkimuksessaan
arvioimaan esitettyjen matemaattisten lausekkeiden suuruutta, kun taas Christoun (2015)
tutkimuksessa oppilaille esitettiin matemaattinen viite, jonka paikkansapitdvyyttd oppilaiden
tuli arvioida sekd epédyhtilo, jonka puuttuva laskutoimitus oppilaiden tuli paételld kun
epayhtdlon arvot tunnettiin. Sekd Christoun (2015) ettd Van Hoofin ym. (2015a)
tutkimuksissa oppilaat vastasivat enemmaén oikein kongruentteihin kuin inkongruentteihin
tehtaviin, mika osoittaa, ettd NNB:t4 esiintyy alakouluikéisilld oppilailla
peruslaskutoimitusten suhteen tarkasteltuna. Lisdksi Van Hoofin ym. (2015a) tutkimuksessa
havaittiin, ettdi NNB oli suurinta neljasluokkalaisilla oppilailla, jotka olivat nuorimpia
tutkimukseen osallistuneista ja NNB véheni idn mukana niin, ettd kuudesluokkalaisilla

NNB:té havaittiin neljasluokkalaisia vahemman.
4.1.2 Rationaalilukujen suuruus

Gomez ym. (2014), Christou (2015) ja Van Hoof ym. (2015a) tutkivat NNB:td
rationaalilukujen suuruuden suhteen alakouluikéisilld oppilailla. Gomez ym. (2014) ja Van

Hoof ym. (2015a) pyysivét tutkimuksissaan oppilaita valitsemaan kahdesta annetusta



24

murtoluvusta suuremman, kun taas Christou (2015) pyysi tutkimuksessaan jarjestiméén
annetut murto- tai desimaaliluvut suuruusjérjestykseen pienimmésti suurimpaan. Seka
Gomezin ym. (2014), Christoun (2015), ettd Van Hoofin ym. (2015a) tutkimuksissa
vastausten oikeellisuus oli suurempaa kongruenteissa kuin inkongruenteissa tehtavissd, mika
osoittaa, ettd NNB:ti esiintyy alakouluikéisilld oppilailla rationaalilukujen suuruuden suhteen
tarkasteltuna. Van Hoofin ym. (2015a) tutkimuksen mukaan NNB viheni voimakkaasti idn
mukana ja kuudesluokkalaisilla NNB:td havaittiinkin huomattavasti vihemman kuin

neljasluokkalaisilla, jotka niin ikddn olivat nuorimpia tutkimukseen osallistuneita.
4.1.3 Rationaalilukujen tiheys

Christou (2015) ja Van Hoof ym. (2015a) tutkivat NNB:t4 rationaalilukujen tiheyden suhteen
alakouluikdisilld oppilailla. Tutkimuksissa annettiin kaksi murto- tai desimaalilukua ja
kysyttiin, kuinka monta lukua annettujen lukujen vélissd on. Lisdksi Van Hoofin ym. (2015a)
tutkimuksessa annettiin kaksi murto- tai desimaalilukua ja pyydettiin antamaan jokin luku
ndiden kahden annetun luvun vilistd. Sekéd Christoun (2015), ettd Van Hoofin ym. (2015a)
tutkimuksessa vastausten oikeellisuus oli suurempaa kongruenteissa kuin inkongruenteissa
tehtdvissd, miké osoittaa, ettd NNB:ti esiintyy alakouluikiisilld oppilailla rationaalilukujen
tiheyden suhteen tarkasteltuna. Van Hoofin ym. (2015a) tutkimuksen mukaan kongruenttien
tehtdvien oikeellisuus oli jopa huomattavasti suurempaa inkongruentteihin tehtdviin
verrattuna, mik4 osoittaa, ettd NNB:td esiintyy hyvin voimakkaasti alakouluikéisilld lapsilla

rationaalilukujen tiheyden suhteen tarkasteltuna.
4.2 Ylakouluikaiset
4.2.1 Peruslaskutoimitukset

Christou ja Vamvakoussi (2023), Obersteiner ym. (2016), Van Hoof ym. (2015a) ja Van Hoof
ym. (2015b) tutkivat NNB:td peruslaskutoimitusten suhteen. Christoun ja Vamvakoussin
(2023) tutkimuksessa kysyttiin, onko mahdollista 16ytdi sellainen luku, jolla annettu yhtilo
pitdd paikkansa, Obersteinerin ym. (2016) ja Van Hoofin ym. (2015b) tutkimuksissa
pyydettiin arvioimaan annettujen epayhtildiden paikkansapitivyyttd, kun taas Van Hoofin
ym. (2015a) tutkimuksessa pyydettiin arvioimaan esitettyjen matemaattisten lausekkeiden
suuruutta. Van Hoof ym. (2015a) ja Van Hoof ym. (2015b) kéyttivét tutkimuksissaan niin
yhteen-, vihennys-, kerto- kuin jakolaskujakin, kun taas Christou ja Vamvakoussi (2023) seké

Obersteiner ym. (2016) kayttivit tutkimuksissaan vain kerto- ja jakolaskuja. Van Hoof ym.
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(2015a) ja Van Hoof ym. (2015b) havaitsivat, ettd vastausten oikeellisuus oli suurempaa
kongruenteissa kuin inkongruenteissa tehtavissi, mutta toisin kuin Van Hoofin ym. (2015a)
tutkimuksessa, jossa havaittiin NNB:td kaikkien laskutoimitusten suhteen, Van Hoofin ym.
(2015b) tutkimuksessa havaittiin NNB:n olevan merkittavdi vain kerto- ja jakolaskujen
osalta. Christou ja Vamvakoussi (2023) ja Obersteiner (2016), jotka tutkivat NNB:td vain
kerto- ja jakolaskujen avulla, havaitsivat myds ettd vastausten oikeellisuus oli suurempaa
kongruenteissa kuin inkongruenteissa tehtdavissid. Christoun & Vamvakoussin (2023)
tutkimuksen mukaan oletus siité, ettd kertominen tekee suuremmaksi ja jakaminen
pienemmaiksi ndkyi voimakkaammin kuin oletus, ettd operaatioihin osallistuvien lukujen tulisi

olla samaa muotoa eli molemmat kokonaislukuja tai molemmat esimerkiksi desimaalilukuja.
4.2.2 Rationaalilukujen suuruus

Van Hoof ym. (2013) ja Van Hoof ym. (2015a) tutkivat NNB:td yldkouluikéisilld oppilailla
rationaalilukujen suuruuden suhteen. Tutkimuksissa oppilaiden tuli valita kahdesta annetusta
murtoluvusta suurempi. Lisdksi Van Hoofin ym. (2015a) tutkimuksessa tuli asettaa annetut
murto- ja desimaaliluvut suuruusjérjestykseen. Van Hoofin ym. (2013) mukaan vastausten
oikeellisuusaste oli hyvin korkea niin kongruenteissa kuin inkongruenteissakin tehtévissa,
mutta oikein vastaaminen inkongruentteihin tehtdviin kesti kauemmin kuin oikein
vastaaminen kongruentteihin tehtiviin, mika osoittaa, ettdi NNB:ti esiintyy ylakouluikaisilla
oppilailla. Sen sijaan Van Hoofin ym. (2015a) tutkimuksen mukaan, jossa mitattiin vain
vastausten oikeellisuutta, NNB:td ei juurikaan havaittu endd yldkoulun loppupuolella olevilla

oppilailla.
4.2.3 Rationaalilukujen tiheys

NNB:t4 on tutkittu rationaalilukujen tiheyden suhteen yldkouluikaisilla oppilailla vain
yhdessi tutkimuksessa. Van Hoof ym. (2015a) tutkivat rationaalilukujen tiheyttd antamalla
kaksi murto- tai desimaalilukua ja pyytdmélld antamaan jokin luku ndiden kahden annetun
luvun vilistd, sekd antamalla kaksi murto- tai desimaalilukua ja kysymélla, kuinka monta
lukua ndiden kahden luvun vilissd on. Kongruenttien tehtdvien oikeellisuus oli suurempaa
kuin inkongruenttien tehtdvien oikeellisuus, miki osoittaa, ettd NNB:ti esiintyy

ylakouluikéisilld oppilailla rationaalilukujen tiheyden suhteen tarkasteltuna.
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4.3 Lukioikaiset
4.3.1 Peruslaskutoimitukset

Van Hoof ym. (20152) ja Van Hoof ym. (2015b) tutkivat NNB:td peruslaskutoimitusten
suhteen lukioikaisilla opiskelijoilla. Van Hoof ym. (2015a) pyysivit tutkimuksessaan
arvioimaan esitettyjen matemaattisten lausekkeiden suuruutta, kun taas Van Hoofin ym.
(2015b) tutkimuksessa pyydettiin arvioimaan annettujen epayhtéldiden paikkansapitdvyytta.
Sekd Van Hoofin ym. (2015a), ettd Van Hoofin ym. (2015b) tutkimusten mukaan
kongruenttien tehtévien oikeellisuus oli suurempi kuin inkongruenttien tehtdvien, mika
osoittaa, ettd NNB:ti esiintyy lukio-ikéisilld opiskelijoilla peruslaskutoimitusten suhteen
tarkasteltuna. Van Hoof ym. (2015a) havaitsivat kuitenkin NNB:n vdhenevian idn mukana kun
tuloksia verrattiin ala- ja ylakouluikdisiin, mutta verrattaessa lukioidn alkupuolella olevia
oppilaita lukioidn loppupuolella oleviin, ei huomattu merkittdvaa eroa. Sen sijaan Van Hoofin
ym. (2015b) tutkimuksen mukaan, jossa tutkittiin lukioik&isten liséksi yldkouluikiisid,

havaittiin, ettd NNB ei vidhene idn mukana.
4.3.2 Rationaalilukujen suuruus

Van Hoof ym. (2013) ja Van Hoof ym. (2015a) tutkivat NNB:t4 lukioikdisillad opiskelijoilla
murtolukujen suuruuden suhteen. Tutkimuksissa opiskelijoiden tuli valita kahdesta annetusta
murtoluvusta suurempi. Lisdksi Van Hoofin ym. (2015a) tutkimuksessa tuli asettaa annetut
murto- ja desimaaliluvut suuruusjérjestykseen. Van Hoofin ym. (2013) mukaan vastausten
oikeellisuusaste oli hyvin korkea niin kongruenteissa kuin inkongruenteissakin tehtévissa,
mutta oikein vastaaminen inkongruentteihin tehtdviin kesti kauemmin kuin oikein
vastaaminen kongruentteihin tehtéviin, mika osoittaa, ettd NNB:td esiintyy lukioikaisilla
opiskelijoilla rationaalilukujen suuruuden suhteen tarkasteltuna. Sen sijaan Van Hoofin ym.
(2015a) tutkimuksen mukaan, jossa mitattiin vain vastausten oikeellisuutta, NNB:td ei
juurikaan havaittu enéd lukioikaisilld opiskelijoilla. Van Hoof ym. (2013) havaitsivat my®s,
ettd NNB ei vidhene i4n mukana, kun taas Van Hoofin ym. (2015a) tutkimuksen mukaan NNB

laskee voimakkaasti idn mukana ja néin ollen lukion loppupuolella NNB on jo olematonta.
4.3.3 Rationaalilukujen tiheys

NNB:ti on tutkittu rationaalilukujen tiheyden suhteen lukioikéisilla opiskelijoilla vain
yhdessi tutkimuksessa. Van Hoof ym. (2015b) tutkivat rationaalilukujen tiheyttd antamalla
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kaksi murto- tai desimaalilukua ja pyytdméilld antamaan jokin luku ndiden kahden annetun
luvun vilisté, sekd antamalla kaksi murto- tai desimaalilukua ja kysymalld, kuinka monta
lukua niiden kahden luvun vilissd on. Kongruenttien tehtidvien oikeellisuus oli suurempaa
kuin inkongruenttien tehtévien oikeellisuus, mika osoittaa, ettd NNB:td esiintyy lukioikaisilla

opiskelijoilla rationaalilukujen tiheyden suhteen tarkasteltuna.
4.4 Aikuiset
4.4.1 Peruslaskutoimitukset

Christou ym. (2020), Vamvakoussi ym. (2012) ja Vamvakoussi ym. (2013) tutkivat NNB:td
aikuisilla korkeakouluopiskelijoilla peruslaskutoimitusten suhteen. Christou ym. (2020)
esittivat tutkimuksessaan yhtiloitd, joiden oikeellisuutta tuli arvioida. Vamvakoussi ym.
(2012) ja Vamvakoussi ym. (2013) sen sijaan esittivit tutkimuksissaan matemaattisia
vdittdmid, joiden paikkansapitdvyyttd tuli arvioida. Christoun ym. (2020) tutkimus sisilsi vain
kerto- ja jakolaskuja, kun taas Vamvakoussin ym. (2012) ja Vamvakoussin ym. (2013)
tutkimus sisélsi kaikki peruslaskutoimitukset. Yhteistd tutkimuksille oli, ettd niin Christou
ym. (2020), Vamvakoussi ym. (2012) kuin Vamvakoussinkin ym. (2013) mittasivat
tutkimuksissaan oikeellisuuden liséksi reaktioaikaa. Tutkimusten mukaan enemmén virheiti
tehtiin inkongruenteissa kuin kongruenteissa tehtivissa ja inkongruentteihin tehtdviin oikein
vastaaminen kesti kauemmin kuin oikein vastaaminen kongruentteihin tehtiaviin, mika

osoittaa, ettd NNB:té esiintyy aikuisilla peruslaskutoimitusten suhteen tarkasteltuna.

Obersteiner ym. (2016) tutkivat niin ikdin NNB:n esiintymisti aikuisilla
peruslaskutoimitusten suhteen, mutta tutkimuksessa kaytettiin korkeakouluopiskelijoiden
sijaan yliopistolla tydskentelevid matemaatikoita. Tutkimuksessa tuli arvioida annettujen
epayhtéldiden paikkansapitdavyyttd, mutta kuten Christoun ym. (2020) tutkimus, my0s
Obersteinerin ym. (2016) tutkimus sisdlsivdt vain kerto- ja jakolaskuja. Vastausten
oikeellisuuden liséksi myds Obersteinerin ym. (2016) tutkimuksessa mitattiin reaktioaikaa.
Tutkimuksen mukaan matemaatikoilla ei havaittu NNB:td peruslaskutoimitusten suhteen

tarkasteltuna.
4.4.2 Rationaalilukujen suuruus

De Wolf ja Vosniadou (2011), Obersteiner ym. (2020), Vamvakoussi ym. (2012) ja Van Hoof
ym. (2020) tutkivat NNB:ti aikuisilla korkeakouluopiskelijoilla murtolukujen suuruuden
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suhteen pyytdmalld valitsemaan annetuista murtolukupareista suuremman. Lisdksi
Vamvakoussi ym. (2012) tutkivat NNB:td desimaalilukujen suhteen pyytdmalld valitsemaan
annetuista desimaalilukupareista suuremman. Van Hoofin ym. (2020) tutkimuksessa
verrattavilla murtolukupareilla oli yhteinen tekijd, kun taas De Wolfin ja Vosniadoun (2011)
ja Obersteinerin ym. (2020) tutkimuksissa verrattavilla murtolukupareilla ei ollut yhteisid
tekijoitd. Vamvakoussin ym. (2012) tutkimuksessa taas osa tehtdvisté oli sellaisia, joissa
verrattavilla murtolukupareilla oli yhteinen tekijd, kun taas osa oli sellaisia tehtivia, joissa
yhteisid tekijoitd ei ollut. Niin De Wolfin ja Vosniadoun (2011), Obersteinerin ym. (2020),
Vamvakoussin ym. (2012) kuin Van Hoofinkin ym. (2020) tutkimuksissa mitattiin
oikeellisuuden liséksi reaktioaikaa. De Wolfin ja Vosniadoun (2011) ja Van Hoofin ym.
(2020) tutkimusten mukaan vastausten oikeellisuus oli suurempaa kongruenteissa kuin
inkongruenteissa tehtdvissd, kun taas Vamvakoussin ym. (2012) tutkimuksen mukaan
oikeellisuus oli korkea niin kongruenteissa kuin inkongruenteissakin tehtivissd. Kuitenkin
niin De Wolfin ja Vosniadoun (2011), Van Hoofin ym. (2020) kuin Vamvakoussinkin ym.
(2012) mukaan oikein vastaaminen inkongruentteihin tehtdviin kesti kauemmin kuin oikein
vastaaminen kongruentteihin tehtdviin, miké osoittaa, ettd NNB:ti esiintyy
korkeakouluopiskelijoilla. Sen sijaan Obersteiner ym. (2020), jotka jakoivat tutkimukseen
osallistujat kahteen ryhméén aiemman matemaattisen osaamisen perusteella, havaitsivat
tutkimuksessaan NNB:n sijaan kéédnteistd NNB:td eli mitd pienemmat murtoluvun tekijét
ovat, sitd suurempi murtoluvun oletetaan olevan, joka korostui varsinkin alemmassa

matemaattisen taidon ryhmaissa.

Obersteiner ym. (2013) tutkivat niin ikd&n NNB:n esiintymisté aikuisilla murtolukujen
suuruuden suhteen, mutta tutkimuksessaan he kayttivat korkeakouluopiskelijoiden sijaan
yliopistolla tydskentelevid matemaatikoita. My0s heidén tutkimuksessaan tuli valita kahdesta
annetusta murtoluvusta suurempi. Kuten Vamvakoussi ym. (2012), my6s Obersteiner ym.
(2013) jakoivat tehtdvét kahteen eri kategoriaan: niihin, joissa vertailtavilla murtoluvuilla on
yhteinen tekija ja niihin, joissa vertailtavilla murtoluvuilla ei ole yhteisié tekijoitd, ja
mittasivat tehtévien oikeellisuuden lisdksi reaktioaikaa. Kun vertailtavalla murtolukuparilla
oli joko yhteinen nimittéji, tai yhteinen osoittaja, havaittiin, ettid oikein vastaaminen
inkongruentteihin kysymyksiin kesti kauemmin kuin oikein vastaaminen kongruentteihin
kysymyksiin, mika osoittaa, ettd NNB:té esiintyy matemaatikoilla rationaalilukujen
suuruuden suhteen tarkasteltuna. Sen sijaan, kun vertailtavilla murtolukupareilla ei ollut

yhteisid tekijoitd, NNB:ti ei havaittu.
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4.4.3 Rationaalilukujen tiheys

NNB:t4 on tutkittu rationaalilukujen tiheyden suhteen aikuisilla vain yhdessé tutkimuksessa.
Vamvakoussi ym. (2012) tutkivat rationaalilukujen tiheyttd korkeakouluopiskelijoilla
antamalla kaksi desimaalilukua tai murtolukua, seké véitteen, jolla kuvataan annettujen
lukujen vilissd olevien lukujen lukuméérid, ja jonka paikkansapitidvyyttd tuli arvioida.
Inkongruentteihin tehtdviin oikein vastaaminen kesti kauemmin kuin kongruentteihin
tehtdviin oikein vastaaminen, joskaan reaktioaikojen ero ei ollut kovin suuri. Tutkimuksen
mukaan inkongruenteissa tehtévissi tehtiin kuitenkin huomattavasti enemman virheitd
verrattuna kongruentteihin tehtdviin, mitd osoittaa, etti NNB:ti esiintyy

korkeakouluopiskelijoilla rationaalilukujen tiheyden suhteen tarkasteltuna.

4.5 Yhteenveto

Alakouluikaiisilld oppilailla on havaittu NNB:td niin peruslaskutoimitusten, rationaalilukujen
suuruuden kuin rationaalilukujen tiheydenkin suhteen tarkasteltuna tutkimuksissa, joissa on
mitattu vastausten oikeellisuutta (Christou 2015; Gomez ym. 2014; Van Hoof ym. 2015a).
Ylakoulu- ja lukioikaisilld oppilailla on havaittu NNB:td peruslaskutoimitusten ja
rationaalilukujen tiheyden suhteen tarkasteltuna tutkimuksissa, joissa on mitattu joko
vastausten oikeellisuutta tai vastausten oikeellisuuden liséksi reaktioaikaa (Christou &
Vamvakoussi 2023; Obersteiner ym. 2016; Van Hoof ym. 2015a; Van Hoof ym. 2015b).
Rationaalilukujen suuruuden suhteen tarkasteltuna NNB:td on havaittu tutkimuksessa, jossa
on mitattu sekd vastausten oikeellisuutta, ettd reaktioaikaa, sen sijaan tutkimuksessa, jossa on
mitattu vain vastausten oikeellisuutta, et NNB:ti ole enéd juurikaan havaittu yldkoulu- ja

lukioikdisilld oppilailla. (Van Hoof ym. 2013; Van Hoof ym. 2015a).

Aikuisilla korkeakouluopiskelijoilla NNB:ti on havaittu niin peruslaskutoimitusten,
rationaalilukujen suuruuden kuin rationaalilukujen tiheydenkin suhteen tarkasteltuna
tutkimuksissa, joissa on mitattu sekd vastausten oikeellisuutta, etti reaktioaikaa (De Wolf &
Vosniadou 2011; Christou ym. 2020, Obersteiner ym. 2020, Vamvakoussi ym. 2012;
Vamvakoussi ym. 2013; Van Hoof ym. 2020). Matemaatikoilla sen sijaan NNB:t4 ei ole
havaittu peruslaskutoimitusten suhteen tarkasteltuna, eiki rationaalilukujen suuruuden
suhteen tarkasteltuna silloin, kun vertailtavilla murtoluvuilla ei ole yhteisié tekijoitd
(Obersteiner ym. 2013, Obersteiner ym. 2016). Silloin kun vertailtavilla murtoluvuilla on

yhteinen tekijd, NNB:td havaitaan myos matemaatikoilla (Obersteiner ym. 2013).
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NNB:n vaikutuksen on havaittu olevan heikointa rationaalilukujen koon suhteen tarkasteltuna,
voimakkaampaa peruslaskutoimitusten suhteen tarkasteltuna ja kaikista voimakkainta
rationaalilukujen tiheyden suhteen tarkasteltuna (Vamvakoussi ym. 2012; Van Hoof ym.
2015a). Peruslaskutoimitusten ja rationaalilukujen tiheyden suhteen tarkasteltuna NNB:n on
havaittu vihenevén idn mukana, joskin rationaalilukujen tiheyden suhteen tarkasteltuna
NNB:n on havaittu vihenevan idn mukana vain vidhdn (Van Hoof ym. 2015a). My®ds
rationaalilukujen suuruuden suhteen NNB:n on havaittu laskevan idn mukana tutkimuksessa,
jossa on mitattu vain vastausten oikeellisuutta, sen sijaan tutkimuksessa, jossa on mitattu
vastausten oikeellisuuden lisdksi reaktioaikaa, ei NNB:n ole havaittu vihenevan i1dn mukana

(Van Hoof ym. 2013, Van Hoof ym. 2015a).
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5 Pohdinta

Taman kirjallisuuskatsauksen tarkoitus oli tutkia, mitd NNB on, miten NNB:td on tutkittu ja
minkilaisia tuloksia on saatu tutkimalla NNB:ti eri-ikdisilld. NNB:té on tutkittu laajasti aina
alakoulun loppupuolelta aikuisiin korkeakouluopiskelijoihin ja matemaatikoihin saakka.
NNB:td on tutkittu niin peruslaskutoimitusten, rationaalilukujen suuruuden kuin
rationaalilukujen tiheydenkin suhteen tarkasteltuna. Eniten tutkimuksia on kohdistettu
aikuisiin ja vdhiten taas alakoulu- ja lukioikdisiin. Alakouluikéisten ollessa kyseessd
tutkimusta rajoittanee lasten taitotaso ja se, kuinka paljon rationaalilukuja on ehditty késitella.
Aikuiset ja varsinkin matemaatikot ovat hedelmallisté tutkittavaa, silld heilld oletetaan olevan
jo kaikki tieto tehtiviin oikein vastaamiseksi ja onkin mielenkiintoista, miksi he silti vastaavat

vaarin.

NNB:ti on tutkittu eniten rationaalilukujen suuruuden ja peruslaskutoimitusten suhteen, mutta
rationaalilukujen tiheyden suhteen sen sijaan melko vdhin. Tdmé on hammentévia siithen
ndhden, ettdi NNB:n on todettu olevan kaikista voimakkainta juurikin rationaalilukujen
tiheyteen liittyvissa tehtdvissd, ja NNB:n on havaittu laskevan vain védhén iin mukana
rationaalilukujen tiheyden suhteen tarkasteltuna (Vamvakoussi ym. 2012; Van Hoof ym.
2015a). Matemaatikoilla NNB:t4 rationaalilukujen tiheyden suhteen ei ole tutkittu lainkaan,
mikd myds on himmentdvéa kun ottaa huomioon, ettd matemaatikot muodostavat kuitenkin

oman mielenkiintoisen tutkimusryhménsa.

NNB:ti rationaalilukujen suuruuden suhteen tarkasteltuna on havaittu yldkoulu- ja
lukioikaisilla tutkimuksissa, joissa on mitattu sekd vastausten oikeellisuutta, ettd reaktioaikaa,
kun taas tutkimuksissa, joissa on mitattu vain vastausten oikeellisuutta, ei NNB:td ole
juurikaan endd havaittu yldkoulu- ja lukioikiisilld (Van Hoof ym. 2013; Van Hoof ym.
2015a). Aikuisilla korkeakoulutetuilla NNB:ti rationaalilukujen suuruuden suhteen on sen
sijaan tutkittu vain tutkimuksilla, joissa on mitattu vastausten oikeellisuuden liséksi
reaktioaikaa, mutta aikuisilla ei ole tehty lainkaan tutkimusta, jossa olisi mitattu vain
vastausten oikeellisuutta ja jota voisi ndin ollen verrata yldkoulu- ja lukioikaéisille tehtyihin
tutkimuksiin, joissa reaktioaikaa ei ole mitattu (De Wolf & Vosniadou 2011; Obersteiner ym.
2020; Vamvakoussi ym. 2012; Van Hoof ym. 2020).

Tutkimusta voisi tulevaisuudessa laajentaa NNB:n ulkopuolelle esimerkiksi tutkimalla, mita

eri ajattelumalleja NNB:n liséksi 10ytyy kun vertaillaan murtolukupareja tai arvioidaan



matemaattisten lausekkeiden suuruutta. Gonzélez-Forte ym. (2020) ovatkin tutkineet
opiskelijoiden erilaisia ajattelumalleja rationaalilukuja vertailtaessa, ja Gonzalez-Forte ym.
(2022) ovat taasen tutkineet eri ajattelumalleja, joita esiintyy rationaalilukuja siséltidvien

matemaattisten lausekkeiden suuruutta arvioitaessa.
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