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Johdanto

Klassiselle mekaniikalle on usea formalismi, joita voidaan kiyttda erilaisten systee-
mien kuvaamiseen. Ne eivit kuitenkaan riitd kuvaamaan kaikkia havaittuja ilmioita
vaan tarvitaan myos kvanttimekaniikka. Koska kvanttimekaniikan tulisi myos kuvata
klassisia tilanteita sopivissa olosuhteissa, olemme kiinnostuneita l6ytdm&an kvant-
timekaanisia tiloja, jotka tayttavat nama piirteet.

Tassd tutkielmassa kasitellidn miten klassinen mekaniikka ilmenee kvanttime-
kaniikassa. Osassa 1 esitetddn lyhyesti Hamiltonin mekaniikka ja tarkastellaan esi-
merkkind yksinkertaista systeemié, harmonista oskillaattoria. Osassa 2 kiydaan lapi
kvanttimekaniikan perusteet seké klassisen systeemin kvantisointi.

Osassa 3 esitetdan menetelmi kvanttisysteemin koherenttien tilojen 16ytamiseksi.
Tata varten tarkastellaan Lien ryhmien ominaisuuksia ja niiden merkitystd kvant-
timekaanisen systeemin dynamiikkaan liittyen. Esitetddn yleisten koherenttien tilo-
jen maaritelmé sekd niiden merkittdvimmét ominaisuudet. Esimerkkeind tutkitaan
harmonista oskillaattoria kvanttisysteeminé seké spin—% systeemid. Lopuksi tehddan

yhteenveto ja mainitaan joitain koherenttien tilojen sovelluksia.



1 Klassinen Hamiltonin mekaniikka

Klassiselle mekaniikalle on monta lihestymistapaa. Tassd tutkielmassa kasitellddn
Hamiltonin mekaniikkaa sillé se luo pohjan monille teoreettisille jatkeille fysiikassa
[1, s.334-337] ja on siis hyvi alkukohta kvanttimekaniikkaan siirtyessd. Hamiltonin
mekaniikka voidaan johtaa riippumatta muista klassisen mekaniikan ndkokulmista,
mutta se voidaan my0s johtaa Lagrangen mekaniikasta jonka teemme téssa.
Lagrangen mekaniikassa systeemia kuvaa Lagrangen funktio L(q, ¢,t), jonka muut-

tujat ovat paikka(q), paikan aikaderivaatta(q) sekd aika(t). Systeemilld, jolla on n
médrd vapausasteita on Lagrangen funktiota derivoimalla saatavat toista astetta

olevat n liikeyht&loa [1]

d oL, 9L
aw'aq) " ag Y (1)

jossai = (1,...,n). Liikeyht&lot ratkaisemalla saadaan systeemille n ¢(t)-koordinaattia,
jotka kuvaavat systeemin tilaa ajan funktioina. Téllainen olisi esimerkiksi kolmiu-
lotteisessa ns. konfiguraatioavaruudessa liikkuva hiukkanen, jonka tilaa kuvattaisiin

paikkana karteesisessa koordinaatistossa.

1.1 Hamiltonin liikeyhtalot

Hamiltonin mekaniikka on periaatteeltaan erilainen kuva mekaniikasta. Se kuvaa
liikettd ensimmaéisen asteen differentiaaliyhtél6illa toisen asteen sijaan. Jotta néin
voidaan tehd& taytyy systeemid kuvata kaksinkertaisella madralla itsendisid muut-
tujia, joten systeemi on nyt 2n-uloitteisessa ns. faasiavaruudessa. Systeemilld on
edelleen n méidrd muuttujia ¢, mutta toiseksi osuudeksi valitaan liikemééra, joka
riippuu paikasta ja nopeudesta [1]

~ 0L(q,q,t)
= (2)

Siirtyessi Hamiltonin mekaniikkaan muutamme siis funktioden muuttujat (g, ¢, t):sta

(q, p,t):aan. Tallainen muunnos on niin kutsuttu Legendren muunnos. Tarkastellaan



esimerkiksi funktiota f(z,y), jonka differentiaali on muotoa

df = udz + vdy (3)
ja u ja v saavat yhtalot
of of
= = =, 4

Haluamme nyt vaihtaa muuttujiksi u:n ja y:n joten méaaritellaén sitd varten funktio

g = [ — ux, jonka differentiaali on
dg =df — udr — zdu (5)
ja kiyttamalla siihen kaavaa (3) saamme
dg = vdy — zdu. (6)

Lopuksi saadaan viela halutut differentiaaliset suureet

dg _Jg

Tekemélla nyt siis Legendren muunnos Lagrangen funktiolle saadaan Hamiltonin

funktio

H = ¢ip — L(gi, di, 1), (8)

josta saadaan uudet liikeyhtalot

. OH . OH

1.2 Faasiavaruus ja Poissonin sulut

Hamiltonin liikeyht#l6t ratkaisemalla saadaan systeemille suureet (g, ..., Gn, Diy -, Pn),s
jotka muodostavat 2n-uloitteisen avaruuden. Téssé faasiavaruudessa systeemin tilaa

kuvataan pisteend sen sijainnin ja liikem&drdn muodostamassa koordinaatistossa.



Paikka ja liikemé&dra ovat ns. kanoniset suureet, jotka tietdmalla voimme sanoa tun-
tevamme systeemin tilan tdydellisesti. Télloin kaikki muut suureet voidaan ilmais-
ta kanonisten suureiden funktiona F'(q,p,t) ja suureen F' kokonais aikaderivaataksi

saadaan

d
_F(q7p7 t)

dt "

dq; Ot ' Op; Ot ot
OF OH _OF OH  OF
0q; Op;  Op; Og ot

(10)

Kaavassa (10) suluissa olevaa termié kutsutaan Poissonin suluiksi [2], joita merka-

taan aaltosuluilla

OF0H O0FO0H

F H) = — . 11
{’ } 0q; Op; Op; Og; ( )

Poissonin sulut ovat bilineaarinen operaatio kahden suureen vililld ja se on esimerkki
symplektisesti rakenteesta [1].

Poissonin sulut voidaan ottaa mink4 tahansa kahden suureen F'(q, p, t) ja G(q, p, t)
valilld, mutta téssi tutkielmassa oleellisinta on operaatio juurikin Hamiltonin funk-
tion kanssa. Joitain tirkeitd Poissonin sulkujen ominaisuuksia ovat esimerkiksi nii-
den katoaminen ({F, H} = 0) kun suure ei ole eksplisiittisesti ajasta riippuva ja se

on vakio liikkeen suhteen, sekd kanoniset Poissonin sulut

{qi7Qj} =0, {piapj} =0, {inpj} = 5z‘j- (12)

Liséksi suureelle F' saadaan yhtalot

OF OF

(13)

Poissonin sulut ovat hyva tyokalu systeemin tarkasteluun ilman, etta tarvitsee rat-
kaista paikan ja lilkeméaran funktioita, jos Hamiltonin funktio tunnetaan. Poissonin
suluille ja kaavoille (12) ja (13) on my9s vastineet kvanttimekaniikassa joihin tutus-

tumme myohemmin.



Kuva 1. Harmonisen oskillaattorin kuvaaja faasiavaruudessa.
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1.3 Harmoninen oskillaattori

Tarkastelemme esimerkkind yksiuloitteista harmonista oskillaattoria. Hamiltonin

funktio ja liikeyhtdlot ovat nyt [II, .377-380)

2
1
H=2 4 g
._3H_£ '——aH——mw2

ja liikeyhtéloiden ratkaisuksi saadaan

q(t) = qo cos(wt) + Po. sin(wt)
mw (15)

p(t) = mw <—q0 sin(wt) + % cos(wt)) ,

missd ¢o = ¢(0) ja samoin py = p(0). Skaalaamme koordinaatit siten, ettd niiden

vksikkd on sama

1
/_ /:— .
¢ =V P= Tt

Kun oskillaattorin tila kuvataan (¢, p’) -koordinaatistossa se piirtda origon ympérille
ympyréin, jonka sdteen pituus riippuu systeemin kokonaisenergiasta E. Kuvassa 1

on esimerkki harmonisen oskillaattorin faasiavaruuskuvaajasta.



2 Kvantisointi ja Heisenbergin kuva

2.1 Hilbertin avaruus

Klassinen mekaniikka ei riitd kuvaamaan kaikkia kokeellisia tuloksia. Tarvitaan uusi
teoria, joka antaa tdydemmén kuvan maailmasta. Kvanttimekaniikassa systeemin
tilaa kuvaa vektori Hilbertin avaruudessa, joka on abstrakti kompleksinen vektoria-
varuus varustettuna sisétulolla [3].

Tété vektoria kutsutaan ket-vektoriksi, jota merkataan |a) ja a on miki tahansa
tilaa nimittavd symboli. Sisdtuloa merkataan (a|b), jossa (a| on niin kutsuttu bra-
vektori ja sen yhteys ket-vektoriin on ]a)T = (a|. Bra-vektori on siis ket-vektorin
hermiittinen konjugaatti, jota merkataan tikarilla, joka on matriisiesityksessa trans-

poosin kompleksikonjugaatti. Jos |b) = |a), silloin sisdtulo on
(ala) = |a][* (16)

eli vektorin normin nelié. Kvanttimekaniikassa systeemin suureet ja muuttujat eivét
ole numeroita tai funktioita, vaan lineaarioperaattoreita joille ei pade tulon kom-
mutatiivisuus. Jos nyt suuretta A vastaava operaattori muuntaa jotain tilaa siten,

etta
Alp) =aly) jaaeC, (17)

on tila [¢)) operaattorin ominaistila ja a sitd vastaava ominaisarvo. Operaattoria,
jonka ominaistilat |a;) ja ominaisarvot a € R muodostavat tdyden joukon, eli miki
tahansa tila voidaan antaa niiden lineaarikombinaationa, kutsutaan observaabeliksi
ja sen ominaistilat muodostavat kannan Hilbertin avaruudessa. Jotta systeemin ti-
loja kuvaavilla ket-vektoreilla on fysikaalinen tulkinta todennikdisyystiehyksiné, on

niiden oltava normitettuja eli

(Yly) = 1.



Lisaksi, ellei toisin mainita, valitsemme aina representaation, jossa Hilbertin ava-

ruuden kanta on ortogonaalinen [4].

2.2 Schrodingerin yhtilo ja Heisenbergin kuva
Kvanttisysteemin tila voidaan ratkaista systeemin dynamiikkaa kuvaavasta Schro-

dingerin yhtélosta [5]

L0
thay [W(2)) = HIP(1)) (18)

missd H on energiaoperaattori, Hamiltonin operaattori, ja A on redusoitu Planckin
vakio A = h/(2m). Ajasta riippuvan tilan kehityksen m##raé unitaarioperaattori

Ul(ts, t1), joka kuvaa tilan ajan hetkelld t; tilaan hetkelld 5. Eli siis

¥ (t2)) = Ulta, 1) [9(t))  tai yleisesti [y (1)) = U(t) |¢), (19)

missé |¢) on systeemin alkutila. Ehdolla [¢(0)) = |¢) eli U(0) = 1 sekd unitaario-

peraattorin maaritelmésta
Ul=Uu", UU'=UU =1 (20)

saadaan kayttamaélla kaavaa (17) ja huomioimalla, ettd |¢)) on mielivaltainen ket-

vektori Schrodingerin yhtélolle ratkaisu [3, s.135]

ih%U(t) = HU(t) = U(t) = e+, (21)

Téassd Hamiltonin funktio ei ole eksplisiittisesti ajasta riippuvainen, mutta tdma
ei ole pakollista. Hamiltonin operaattorin sisiltdessid ajasta riippuvia termeji on

aikakehitysoperaattori muotoa

U(t) = Texp (—% / H(t)dt) | (22)

missd 1" on aikajirjestys operaattori.



Tatd kuvaa, jossa kvanttisysteemin tila liikkkuu ajassa ja operaattorit ovat kiin-
nitetyt, kutsutaan Schrodingerin kuvaksi [5]. Jos haluamme mitata jotain suuretta

A, voimme laskea sen odotusarvon tilassa |¢(t)) ajan funktiona

(A1) = (W) Alp()) = LI UTOAUR) [9) - (23)

Paatamme nyt kiinnittdd vektorit |¢) ja médrittelemme uuden ajasta riippuva ope-

raattorin
A(t) = UN () AU (t). (24)

Voimme tehdi tdmén kaikille mitattaville suureille ja siirrymme Heisenbergin ku-
vaan [0, joka muistuttaa intuitiivisemmin klassisen mekaniikan formalismia, missi

suureet kehittyvit ajassa.

2.3 Kanoninen kvantisointi ja kommutaattori

Léahtien liikkeelle oletuksesta, ettd klassinen mekaniikka ilmenee kvanttimekaniikasta
jollain rajalla, rakennamme uudet kommutaatiosdannot kvanttisysteemin suureiden
operaattoreille klassisen analogian avulla. Haluamme 10ytda uuden operaation, joka
tayttad Poissonin sulkujen ominaisuudet kvanttimekaanisille g; ja p; operaattoreil-
le. Kéyttden Poissonin sulkujen ominaisuuksia voidaan kanonisille koordinaateille

johtaa yhtilo

¢ipj — pi¢ = ih{qi, pi}o. (25)

missé aaltosulut { }¢ ovat nyt kvanttisysteemin Poissonin sulut ja ¢ on imaginaariyk-
sikk6. Oletamme, ettd kvantti Poissonin sulkujen arvo on paikalle ja liikemé&arélle
sama kuin klassisessa kuvassa ja saamme lopulta operaattorille kommutaatiosidan-

non

9, p;] = qipj — pjgi = ihdyj, (26)



missd hakasulkuja kutsutaan kommutaattoriksi ja se maarittas kvanttisysteemin ra-
kenteen. Jos suureet f ja g ovat paikan ja liikkem#arian funktioita, jotka voidaan an-
taa potenssisarjoina voidaan niiden kommutaattorin arvo laskea kiyttamalla kaavaa
(26) [4].

Kanonisessa kvantisoinnissa siis méaritdmme kvanttisysteemin sopivan klassisen

analogian ja korvaamme Poissonin sulut kommutaattorilla

fr foo {F.9} = —1lfar 90, (27)
9i, ] = ihdiz, [pj, @il = —ai; pjl,
[4,4;] =0, [pi,ps] = 0.
Tamé tapa kvantisoida ei kuitenkaan ole yleispatevi silld, kun suure f(q,p) sisdltda
termejé jotka ovat muotoa ¢;p; emme tiedd mihin jérjestykseen operaattorit tulisi
laittaa [6]. Liséksi Poissonin sulkujen korvaaminen kommutaattorilla johtaa ristirii-
taan, kun molemmat argumentit ovat kolmannen tai korkeamman asteen polyno-
meja [7]. Todellisuudessa siis kvantisointi taytyy tehda systeemikohtaisesti, mutta
jos ongelmallisia termeja ei ole tai tehdddn approksimaatio jossa ne eliminoidaan,

voidaan systeemi kvantisoida esitetylla tavalla.

2.4 Heisenbergin liikeyhtalot

Palataan takaisin Heisenbergin kuvaan ja lasketaan operaattorin aikaderivaatta

B _aut(t) au (1)
&A(t) =5 AU (t) + U*(t)A—&%

= S HUN () AU(t) = UN(0)A( H)U(2)

l

h
= __[A(t>7H]v (30)

(HA(t) = A(t)H) (29)
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saamme nyt paikalle ja liikemé#érille Heisenbergin litkeyhtalot [5]

%qi(t) = —%[Qi(t)vHL (31)
o 1

Aikaisemman esimerkin, yksiuloitteisen harmonisen oskillaattorin, liikeyhtalot ovat

siis
1 v ,ih P
q=—7lq@t), H] = == (—p) = —,
b= =7 [p(t), H] = =3 (=2ihmw’q) = —mw’q.
Niemme helposti, ettd ne ovat samaa muotoa kuin klassisessa mekaniikassa
oOH OH
= — = 33

Nyt tiedimme miten kvanttimekaanisen systeemin tilaa kuvataan ja miten se ke-
hittyy ajassa. Lisdksi kommutaatiosdantéjen tunteminen tekee mahdolliseksi kvant-
tisysteemin rakentamisen kanonisella kvantisoinnilla ja antaa myos vahvat tyokalut

varsinaisten laskujen tekemiseen.

3 Koherentit tilat

Jotta kvanttimekaniikka olisi kiypd kuvaamaan maailmaa, tulisi sen my6s mallin-
taa oikein klassisia tilanteita. Haluamme siis 16ytda ratkaisuja kvanttimekaanisiin
litkeyhtaloihin, missd suureiden odotusarvot kehittyvit kuin klassisessa mekaniikas-
sa ja epatarkkuus katoaa suurilla kvanttiluvuilla. Téssd osassa esitimme yleisen
menetelméan niin kutsuttujen koherenttien tilojen rakentamiseen perustuen kvantti-
systeemin dynaamiseen ryhméaan. Koska useimpien systeemien dynaamiset ryhmét
ovat Lien ryhmia [8], késittelemme téssa tutkielmassa koherentteja tiloja vain niiden

suhteen.
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3.1 Lien ryhmait

Kuten aikaisemmin mainitsimme, kvanttitiloja kuvaavien ket-vektoreiden normin
on oltava arvoltaan yksi (¢[i)) = 1. Toisin sanoen systeemin tila riippuu vain sen
ket-vektorin suunnasta. Ndin ollen jos esimerkiksi siirramme systeemid sen paikka-

koordinaatistossa, sen uusi Hilbertin avaruuden tila on

[a) = D[¢) ja (Yaltba) = (| D'D ) = 1. (34)

Nyt D on unitaarinen siirto-operaattori, joka kuvaa alkuperiisen tilan siirrettyyn

tilaan [4]. Médritelldén infinitesimaalinen siirto dz suunnassa ¢

D(x) [¢) = (1 + dxdy) |¢) , (35)

missd d, on infinitesimaalinen siirtogeneraattori. Télle operaattorille patee kommu-

taatiosdantd
dgq — qdg = —1. (36)

Nyt operaattori thd, tayttdd samat kvanttiehdot kuin litkem&ara

[p,q] = [thd,, ¢l = —ih = d, = — P (37)

Toisaalta myo6s operaattori —iha% toteuttaa samat kommutaatiosddnnot [4], joten

infinitesimaalinen siirtogeneraattori on valitun suunnan derivaattaoperaattori:
7 o,
dq = _ﬁp> p= _Zha_qa
h 0 0
dy ="~ = ——.
hOq dq

Jos nyt infinitesimaalisen siirron dq raja-arvo on
lim nog=C, C € R
n—o0

0q = lim g

n—oo N
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eli siirto D(dq) on infinitesimaalinen osa jatkuvaa siirtoa D(C'), jonka saamme ope-

roimalla n kertaa alkutilaan |9 s.27-31|

. C. .
lim (14 —d,)" 1) = e [0),
nee n , (39)
D(C) = e w°P,

Yleinen siirto-operaattori on siis jatkuva lineaarimuunnos, ja d, on sen infinitesi-
maalinen generaattori.

Téllainen muunnos on jonkin Lien ryhmén G alkio ja sen generaattori kuuluu
ryhméé vastaavaan Lien algebraan [9, s.175-180|[10]. Lien algebra on reaalinen tai

kompleksinen vektoriavaruus g, jolla on bilineaarinen ja antisymmetrinen kuvaus

g X g — g, joka toteuttaa Jacobin identiteetin
X,V 2]+ 2, [X, Y]]+ [Y,[Z,X]] =0, XY, Z € g. (40)

Y14 hakasulut, Lien sulut, merkkaavat kyseistd kuvausta. Algebran g ollessa jonkin

assosiatiivisen algebran 2( ala-algebra tdmé kuvaus on tuttu kommutaattori [11]
X,Y]=XY - XY. (41)

Tamén tutkielman kannalta olemme kiinnostuneet tilanteesta jossa 2l on komplek-
sinen matriisialgebra. Jatkossa kisittelemme kyseisid algebroja ja puhumme niiden,
ja vastaavien Lien ryhmien, alkioista operaattoreina. Jos nyt joukko algebran g ope-
raattoreita {T;, i = 1,2,3,...,n} on téysi, eli mikd tahansa muu alkio voidaan antaa
niiden lineaarikombinaationa, on tdmé joukko operaattoreita algebran kanta. Kan-

nan operaattoreille pitee kommutaattorisdanto
k
missd lukuja ij kutsutaan rakennevakioiksi [10]. Lien ryhmé, josta olemme kiin-
nostuneet saadaan muodostettua Lien algebrasta eksponentiaalikuvauksella
exp:g+— G,

(43)
X—eX XegjaeXed.
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Maarittelemme nyt Lien algebralle adjungoidun representaation
X —ady, X €g, (44)
jonka vaikutus toiseen algebran operaattoriin Y on
adx(Y)=XY -YX =[X,Y]. (45)

Seuraavaksi maarittelemme Lien ryhmélle G myo6s adjungoidun representaation

Ars Ady, A=e¥
(46)
Ady(Y) =AY A~

Lien ryhmien ja niitd vastaavien algebrojen ominaisuuksista saamme kaavan [11]
Adx (Y) = e™xY. (47)

Avaamme operaattorin eksponentiaalifunktion Taylorin sarjana

1 1
XY =Y + ady (V) + 5ad%((Y) + gaol?’;((Y) + (48)

jossa adjungoidun representaation potenssi madritelldan sisdkkaisind kommutaatto-
reina
ad}(Y)ziX,[X,[X,[...,Y]...l. (49)

Vv
n kommutaattoria

Eli Lien ryhmiin operaattorin A = eX vaikutus Lien algebran operaattoriin Y on
1]
1
AYe X =Y+ [ XY+ = [X, [ X, Y]]+ (50)

2!

Toinen olennainen ominaisuus on kahden Lien ryhmén G operaattorin tulo

eXe¥ =e?, (51)



14

jossa e € G ja Z on Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) kaavan mukaan direton

sarja X:n ja Y:n sisdkkiisid kommutaattoreita [12]

Z=X4Y + X Y] 4 X [XY] — ol X Y] - X X Y]

(52)
Térked erityistapaus 10ytyy, kun kommutaattori [X, Y] kommutoi operaattoreiden

X ja'Y kanssa
[Xv [X> Y]] = [Y> [Xv YH =0, (53)

talloin BCH-kaava saa muodon [13]

1
XY — XHY+3IXY]

(54)

X

_1
e GYG 5[X,Y] eXJrY.

3.2 Koherentit tilat

Kasitelkddmme kvanttisysteemid, jonka dynamiikan méisdraidva Hamiltonin operaat-
tori H voidaan esittdé joidenkin generaattoreiden {7;} funktiona, yleensi summana

[8][14]
H=> 4T, tai (55)
H=Y dTi+) djLT; (56)
7 i

Systeemin Hamiltonin operaattori kuuluu nyt johonkin Lien algebraan g ja vastaa-
va Lien ryhmé G on systeemin dynaaminen ryhméi. Valitsemme seuraavaksi jonkin
referenssitilan |®g) ja etsimme ryhmistd G tilaa vastaavan stabiliteetti alaryhmén
H. Alaryhmaan H kuuluvat operaattorit h kuvaavat referenssitilan itseensi vaihe-

tekijad lukuunottamatta

h|®g) = ™ @), ¢(h) € R. (57)
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Miké tahansa ryhmén G operaattori voidaan antaa alaryhmén H ja sivujoukon G/H
operaattoreiden tulona A = Qh, jossa A € G, h € H ja{) € G/H. Ryhmén G yleisen

operaattorin vaikutus referenssitilaan on siis
A D) = QR |Dg) = 2 |Dg) €, (58)
ja nyt
[€2) = Qo) (59)

on yleisten koherenttien tilojen mééritelma [14].

Referenssitila on periaatteessa mielivaltainen, mutta valitsemme sen nyt olevan
systeemin vapaan hamiltonin Hj alin ominaistila |0). T#ll6in voimme antaa Lien
algebran kannan joukkona {H;, E,, E_,}, jossa operaattorit {H;} ovat ominaisti-
loijen suhteen diagonaaliset ja {E,, E_,} ovat nosto- ja laskuoperaattoreita, jotka

kuvaavat operaattorin Hy ominaistilan toiseksi ominaistilaksi [8][L4]

Ho [A) = A1),
(60)
HoE,|\) =Ho|A+a)yxC=A+a) A +a) xC,

jossa A on hamiltonin ominaisarvo ja C' on kerroin. Niille operaattoreille pétevit

kommutaattorisaannot

[HWHJ] - 07 [H17Ea] - aiEou

(61)
[Eom E—a] = OéiHia [Eom Eﬁ] = Na,BEa—i-,B'
Yhtélon (54) mukainen Hamiltonin operaattori voidaan esittad muodossa [14]
H=Y &H+Y (YoaEo+7.E-0) (62)

ja voimme kirjoittaa koherentit tilat tuottavat operaattorit (2 € G/ H siirto-operaattoreina

Q= D(n) = exp (Z NaFa — UZE—a> . (63)
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Kun nyt hamiltonin ollessa muotoa (61) tarkastelemme koherentin tilan aikakehi-

tysta
U(t) [©2) = U()$20) , (64)
yhtéldiden (49), (56) ja (59) avulla niemme, etté tila myds pysyy koherenttina [§]
U(£)Q]0) = Q' (£)h(t) QR (£)h(t) |0)
= Q' (t)Q(t)h(t) 0)
= U'(t)h(t) |0) = Q" ()W (t)h(t) |0)
= Q"(H)A"(1) [0) = |"(¢)) "),

Toinen tarked seuraus, joka johtaa alimman tilan valitsemisesta referenssitilaksi
on koherenttien tilojen avaruuden symplektinen rakenne [§][I5]. Eli saamme funk-

tioille f = (Q| F'|Q2) Poissonin sulut

. of dg  Of 0Og
{9} =~ za: (8za 0z B oz aza) ’ (66)

jossa z on siirto-operaattorin n-parametreista riippuvat avaruuden G/H lokaalit

koordinaatit. Koherentit tilat siis sdilyttivit koherentit ominaisuutensa dynaamisen
ryhmén G vaikutuksessa ja niilld on faasiavaruuden rakenne. Osan 3.3 esimerkissé
ndemme Heisenbergin epdvarmuuden olevan minimissé, jolloin koherentit tilat ei-
vat myoskddn levid faasiavaruudessa joten ne ovat lahimpina klassisen mekaniikan

systeemeja.

3.3 Esimerkki: harmoninen oskillaattori

Jatkamme harmonisen oskillaattorin esimerkin tarkastelua. Hamiltonin operaattori

on

1 1
H=_—p*+ —muw?¢® 67
ST LU (67)
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jossa q ja p ovat nyt paikka- ja liikeméaardoperaattorit. Seuraavaksi esitimme ope-

raattorit muodossa |14]

VR
Q—W
Ve
b= -1 \/5

missid a ja af ovat lasku- ja nosto-operaattori, joita kutsutaan myds hivitys- ja

(a+af),

&

(68)
(CL - aT)a

luomisoperaattoreiksi, ja hamiltoni on nyt
i 1
H=hw(da+ 5) (69)

Hamiltonin ominaistilat ovat niin sanotut Fockin tilat |n) (n=0,1,2,3,...), joiden

ominaisarvot ovat

Hn) = ho(n + 3) In) (70)

ja havitys- ja luomisoperaattorin vaikutus on
aln) = vl —1), a' ) = Vi 1|n+1). (71)
Systeemin alin tila on nyt siis |0), jonka havitysoperaattori annihiloi
a0y =0, ((0|a’ =0) (72)

ja mikd tahansa |n) voidaan antaa muodossa

(ah)"

e

Operaattoreille {afa, a,a’, 1} piteviit kommutaatiosiinnot [14]

n) = 10) - (73)
[a'a,a'] = d', [a'a,ad] = —a, [a,a'] =1, (74)

ja ne muodostavat Lien algebran hy jota vastaa Heisenberg-Weyl ryhmé H,. Yleinen

systeemin dynaamisen ryhmén operaattori on

exp (e1a'a + €21 + na’ + n*a) (75)
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ja helposti ndemme, ettéd stabiliteetti alaryhméi koostuu operaattoreista
6i(51(ﬁa+62]l) . (76)
Koherentit tilat méaarittava siirto-operaattori on nyt
D(a) = e~ (77)

ja harmonisen oskillaattorin koherentit tilat ovat siis muotoa

aa'—a*a

la) = e 0). (78)

Paikka- ja liikemaardoperaattoreilla ilmaistuna siirto-operaattori on
o ’
exp (aa — a) =exp| > [Pq—Qp] |, (79)

jossa kertoimet () ja P ovat

Q =/ 2 Re(w), (30)
P = V2hmwlm(«). (81)

Eli aikakehittyva harmonisen oskillaattorin koherentti tila on

a(t)) = erflfer =" o)

— ettt (Pa=Qn) |) (82)

Kun nyt laskemme operaattoreiden ¢ ja p odotusarvot ajan funktioina koheren-
tissa tilassa on kannattavaa tehdd se Heisenbergin kuvassa jolloin operaattorit ¢(t)

ja p(t) voidaan laskea kayttamalla yhtaloa (49) ja kommutaatiosddntoja:

g(t) = et goe it

w?t? witd w56
= qo 1 — —+ — “+ .-

2! 4! 6!
n Do ; w33 n WS Wt n
mw \ 3! 5! 7!
= qo cos(wt) + Lo sin(wt) (83)

mw
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ja vastaavasti

p(t) = mw <—qo sin(wt) + % Cos(wt)> : (84)

Y1l qo ja po ovat paikka- ja litkemédrdoperaattori Schrodingerin kuvassa ja ndem-
me, ettd Heisenbergin kuvan operaattorit vastaavat klassisen mekaniikan suureiden
yhtéloitd kuten osan 1.3 esimerkissé seki yhtaloissa (31) ja (32).

Koska operaattoreiden ¢ ja p kommutaattori on vain luku [g, p] = ik, se kommutoi

molempien kanssa ja saamme yhtélostd (53) siirto-operaattorin BCH-kaavan

e (P1=Qp) _ 3 P1,~Qpo—5;QF (85)

Siirto-operaattorin vaikutus paikka- ja litkeméa#rdoperaattoreihin saadaan ratkaistua

kiiyttamills taas yhtilod (49)

e_%que%Pq = q, Q%Qppe_%Qp =D,
. . , , (86)
et e i = g + Q, e Pipeitt — p 4 P.
Paikan odotusarvo aikakehittyvissi koherentissa tilassa on siis
(4(t)) = (0] e HPr-OMeitige-itee-ra-a |
= (0 G%QPG%QPG_%qu(t)eépqe_%Qpe_%QP |0)
Po . P .
= (0 t — t t — t) ) |0 87
(0] (qg cos(wt) + - sin(wt) + Q cos(wt) + - sin(w )> 0) (87)

ja yhtéloiden (67) ja (71) perusteella ndemme, ettd (0| ¢|0) = 0 ja (0| p|0) = 0 joten

ratkaisu on

{q(t)) = Q cos(wt) + % sin(wt). (88)

Vastaavasti litkemaaran odotusarvo on

(p(t)) = mw <—Q sin(wt) + i cos(wt)) : (89)

mw
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Kuva 2. Kvantti harmonisen oskillaattorin kuvaaja faasiavaruudessa. (a) Odotusar-
vojen aikakehitys, (b) epatarkkuus, (c¢) epdtarkkuuden méarittimé alue aikakehi-
tyksen ympérill4.

(a) (b) (c)

p(t)
p(t)
G

0 q(t) NS q(t) la't)

Lisaksi voimme samalla tavalla laskea koherenteissa tiloissa suureiden varianssit,

jotka ovat
(A = (a(0)] (g — (4l |o(1)) = 5 (90)
(89 = {alt)] (0 (p(1)))? (1)) = 2 (o1)

Kuten aikaisemmin mainitsimme, varianssit ovat nyt vakiot ja Heisenbergin epéa-

tarkkuus periaatteen epéayhtilo [5]

Agp > (g, 2] (92)

saa pienimmaéan mahdollisen arvon

h
AgAp = 7" (93)

Kuten osassa 1.3 voimme piirtdd oskillaattorin kuvaajan faasiavaruudessa skaa-

latuilla koordinaateilla

;o I _
g = vmwq, p —Wpa

ja merkité sithen paikka- ja liikemédrdkoordinaattien kehityksen lisdksi niiden va-
rianssin. Kuvaaja on ympyriarata ja mitatessa systeemin tilaa saadaan tulokseksi
jokin piste epatarkkuuden mairittamalté alueelta. Kuvassa 2 on piirrettyné kvantti
harmonisen oskillaattorin tilan kehitys faasiavaruudessa, suureiden ¢’ ja p’ epéatark-

kuus, sekd niiden yhdistelma.
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3.4 Spin-1/2 koherentti tila

Tarkastellaan toisena esimerkkind spin—% systeemid. Sen dynaaminen ryhmé on SU(2)
ja generaattorit {a', a, a'a — 3} [14]. Niille piteviit kommutaatiosdinnot
1

1 1

[aT7 a] = Q(GTG’ - 5)7 [aTa - 57 a] = —q, [aTa - 57 aT] = aTa (94)
sekd antikommutaatiosdannot
[av CLT]-i— =1, [a’ a]-i— = [CLT’ aT]-i- =0. (95)

Y14 antikommutaattori [A, B], = AB+BA. Systeemin generaattorit vastaavat klas-
sisia kulmaliikemédrdoperaattoreita {.J,, J,, J.}. Téllaisen systeemin kantavektorit
ovat |7, m), jossa m on kulmaliikem&érén arvo valitussa mitattavassa suunnassa ja j
suurin mahdollinen arvo. Luku m saa siis arvot m = {—j, —j+1,—j+2,...,5—1,j}.

Nyt j = % joten systeemin tilat ovat
1 1 11
V=2 = == = 96
= [3-3) =33 (96)
ja merkataan a'a — % = 95, joten
al+) =1-),
a'|-) = |+), (97)
1
So|E) = j:§ |£) .

Nédemme helposti, ettd valitessamme tilan |—) referenssitilaksi koostuu stabiliteetti

alaryhméd H = U(1) operaattoreista
h = e, (98)
ja sivujoukon muodostavat siirto-operaattorit ovat muotoa
D(¢) = e =<, (99)
Spin-1 systeemin siirto-operaattoreilla on BCH-kaava [14]

€CaT—C*a — eT(lT eln(l—‘rT*T)Soe—T*(l’ (100)
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missa parametrit ovat

tan(|¢])
[

tan([¢])

T S

" =( (1+7171) = (101)

o
cos?([¢)°

Koska sivujoukko avaruuden SU(2)/U(1) geometria on pallopinta [I4], voidaan

9

2e7%, jossa 0—[0, | on kulma ominaistilojen vélilla

parametri ( antaa muodossa ( =

ja ¢=|0, 27| kulma xy-tasossa. Koherentit tilat ovat siis

D(C) ‘_> _ 67'aneln(l+7’*7’)50ef‘r"a ‘_>

T(LTe—% In(1+7*7) ’_>

PR 1(3),
= cos((¢l) 1) + T 1)

_ cos(g) =) + sin (g) gy (102)

ja systeemille voidaan mééritelld kanoniset koordinaatit (g, p) [8][14]

=€

1 _ T (0N _;
7 (q+ip) = Vs sm(é)e ¢, (103)

Spin—% systeemin faasiavaruuden koordinaatit ovat siis

0 0
q= \/55111(5) cos(¢), p = —V2sin (5) sin(¢), (104)
ja Poissonin sulut ovat

(105)

4 Yhteenveto

Lahtien liikkeelle Hamiltonin mekaniikasta ja kvanttimekaniikan perusteista esitim-
me yleisen tavan 16ytda koherentit tilat kvanttimekaaniselle systeemille. Naissé ti-
loissa systeemi kiyttaytyy kuin klassisessa tilanteessa. Kommutaatiosdantojé ja Lien
ryhmien ominaisuuksia hyodyntamalla ndytettiin miten ndméa ominaisuudet ilmene-

vat ja tarkasteltiin esimerkkeind harmonista oskillaattoria seké spin—% systeemid.
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Sen lisaksi, ettd koherentit tilat osoittavat kvanttimekaniikan sallivan klassisen
mekaniikan sopivalla rajalla, esimerkiksi kahden fotonin koherentteja tiloja, ns. pu-
ristettuja tiloja, on kiytetty optisessa kommunikoinnissa manipuloimaan mittausten
epatarkkuutta [14]. Yleisia koherentteja tiloja on kiytetty myos usean kanssakiy-
van hiukkasen systeemeissd kvasihiukkasapproksimaatioina [16] ja kaoottisten sys-

teemien tutkimisessa [8].
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