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1 Johdanto

Monet matemaattiset ongelmat luonnontieteiden ja tekniikan aloilla sisdltavat jon-
kin funktion f approksimoinnin toisella yksinkertaisemmalla funktiolla g. Téllaisia
ongelmia ratkottaessa halutaan, ettd approksimaatiofunktio g kuvaa funktiota f
mahdollisimman tarkasti. Yksi tapa approksimaation tarkkuuden arviointiin on tar-
kastella funktion ja sen approksimaatiofunktion véliin jadvaéd pinta-alaa. Mita pie-
nempi on funktioiden valiin jaéva pinta-ala, sitd tarkempi on approksimaatio. Mate-
maattisesti valilla [a,b] kahden kdyrdn véliin jadvéd pinta-ala lasketaan integraalilla
A= [!1f(x) - g(2)| da.

Integraalin muodossa ilmaistuna approksimaatio on tarkka silloin, kun integraa-
lin arvo on lahelld nollaa. Koska integraalit, joiden integrandissa on itseisarvolauseke,
ovat usein haastavasti laskettavia, korvataan integrandissa oleva erotuksen itseisar-
vo erotuksen neli6lld, jolloin integraali muuttuu muotoon A = f:[ f(x) — g(x)]? dx.
Taméan muutoksen tekemiseen perustuu myo6s niin kutsuttu pienimmaéan nelion ap-
proksimaatio, johon téssa tutkielmassa perehdytdan tarkemmin.

Tutkielman rakenne seuraa pitkilti Larsonin ja Falvon kirjaa [1], mutta tekstin
tueksi on haettu tuloksia myos muista lahteistda. Tutkielman toisessa luvussa kay-
dédan lapi pienimmaéan nelion approksimaation maéritelma, jonka lisdksi esitellaan
Hessen matriisi ja Sylvesterin kriteeri, joiden avulla voidaan etsid kahden tai useam-
man muuttujan funktioiden dériarvokohdat. Nama ovat pienimmaén nelién approk-
simoinnin kannalta oleellisia tuloksia, silla approksimaatiota tehdessa taytyy kyeta
etsiméén funktion minimikohta.

Tutkielman kolmannessa luvussa esitellddn toinen tapa pienimméan nelion ap-
proksimaation méaérittdmiseen. Approksimaatio voidaan suorittaa myos vektorimuo-
dossa, kun apuna kiytetadn integraalin avulla méariteltavaa sisatuloa. Tamé vaatii
sen, ettd kyetddn muodostamaan sisdtuloavaruuden ortonormaalikanta, jota varten
kiytetddn Gramin-Schimidtin ortonormalisointiprosessia. Tamén liséksi kolmannes-
sa luvussa perehdytdédn pienimman nelion approksimaation sovellukseen Fourier'n
approksimaatioon. Tutkielman tavoitteena on seké esitelld edelld mainittujen me-
netelmien teoreettista pohjaa etté havainnollistaa menetelmien kiayttoa esimerkkien
avulla.

2 Pienimman nelion approksimaatio

Téssa luvussa kasitellddan pienimman nelion approksimoinnin perusteita teorian ja
esimerkkien avulla. Ensin esitelldan pienimmén nelion approksimoinnin méaéritelmé,
jonka jélkeen kdydéaan ldpi kahden tai useamman muuttujan funktion &ariarvokoh-
tien madrittdminen. Adriarvokohtia tai tarkemmin sanottuna funktion minimikohtaa
tarvitaan approksimoinnin aikana. Luvun lopussa kiytetdéin esiteltyja menetelmia
ja madritetdan pienimmaéan nelion approksimaatiofunktiot kahdessa eri tilanteessa.

2.1 Pienimman nelion approksimaation maaritelma

Perehdytaén ensin pienimmén nelion approksimaation méaritelmédn, joka kertoo,
milloin valitun funktiojoukon funktio g on funktion f pienimmén nelion approksi-



maatiofunktio.

Maaritelma 1. Olkoon funktio f jatkuva vililla [a,b] ja olkoon W kaikkien vé-
lilld [a,b] jatkuvien funktioiden sisituloavaruuden Cla,b] aliavaruus. Funktio g on
funktion f pienimmén nelion approksimaatio aliavaruudessa W, jos integraalin

= / (@) - g@)P da

arvo on pienempi tai yhtasuuri kuin kaikilla muilla aliavaruuden W funktioilla.

Maaritelméan 1 mukaan siis tulee tutkia, milloin integraali I saa pienimmén ar-
vonsa. Voidaan tulkita, ettd I on funktio funktion g valinnan (yleensé sopivien va-
kioiden) suhteen ja médrittdé niille arvot, joilla funktio I saa pienimmén arvonsa.
Toisin sanoen méaritetdan funktion I lokaalit dédriarvokohdat, mihin tarvitaan lem-
man 1 tulosta.

Lemma 1. ([2]). Jos funktio f on osittaisderivaattoineen jatkuva joukossa A ja silld
on lokaali ddriarvo pisteessi a € A°, niin V f(a) = 0.

Lemman 1 tuloksen mukaan pisteet, joissa funktion gradientti haviaa, ovat funk-
tion adriarvokohtakandidaatteja. Adriarvokohdan luonne eli se, onko kyseisessé koh-
dassa lokaali minimi, lokaali maksimi vai satulapiste, saadaan selville Hessen mat-
riisin avulla. Satulapisteelld tarkoitetaan pistettéd, joka ei ole lokaali dériarvokohta.

2.1.1 Hessen matriisi ja Sylvesterin kriteeri

Yhden muuttujan funktion tapauksessa derivaatan nollakohdan d#riarvoluonne sel-
viad tutkimalla funktion toista derivaattaa. Seuraavaksi esiteltdvien Hessen matrii-
sin ja Sylvesterin kriteerin avulla voidaan selvittda dariarvokohtakandidaatin luonne
kahden tai useamman muuttujan funktioille.

Maaritelma 2. Funktion f n x n -kokoinen Hessen matriisi pisteessd a on

02 f 02 f 02 f
B_x%(a> Ox10x2 (a) Y 97107n (a)
0% f 2f .. _9%f
H(f, a) _ 83:283.61 (a) 8:17%.(a) 89528:1?” (a)
82f' 82f' . 82f'
0xn0x1 (a) 0T, 0x2 (a) T @(3)

Lahteen [2] mukaan kaikkien funktioiden f toisen kertaluvun osittaisderivaatat
yhtyvét, eli kaikille muuttujille ¢ ja j sekd kaikille pisteille a pétee, ettd 0;;f(a) =
0;if(a). Témén perusteella voidaan todeta, ettd Hessen matriisi on symmetrinen,
jonka myota Sylvesterin kriteerid voidaan kiyttad tyokaluna adériarvokohdan luon-
netta tarkastaessa.

Lause 1. ([2]). (Sylvesterin kriteeri) Olkoon A symmetrinen n X n -matriisi, ja @
sitd vastaava neliomuoto. Olkoon kaikillat = 1,2, ..., n luku A; matriisin vasemman
t X 1 ylinurkan determinantti. Talloin Q) on posititvidefiniitti silloin ja vain silloin
kun kaikki luvut A; ovat posititvisia. Vastaavasti Q) on negatitvidefiniitti silloin ja
vain silloin kun kaikki luvut (—1)'A; ovat positiivisia.
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Todistus. Sivuutetaan. Todistus néhtévissd esimerkiksi kirjassa [3]. O

Léhteen [2] mukaan Sylvesterin kriteeristd seuraa, ettd neliomuoto on positii-
videfiniitti, jos ja vain jos sen alideterminanttien jono on +,+,+,.... Vastaavasti
muoto on negatiividefiniitti, jos ja vain jos sen jono on —,+, —, +,..., ja muulloin
muoto on indefiniitti.

2.1.2 Adiriarvokohdan luonteen méiirittiminen

Jokaiselle vihintdén kahden muuttujan funktiolle voidaan muodostaa Hessen matrii-
si, jonka definiittisyytta tarkastellaan Sylvesterin kriteerilld. Seuraava lause kertoo,
mitéd ddriarvokohdasta voidaan péaatella Sylvesterin kriteerin tuloksen perusteella.

Lause 2. ([2]) Oletetaan, ettd funktion f, jossa on n kappaletta muuttujia, kaikki
toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvia joukossa A ja ettd a € A° on
funktion f lokaali ddriarvokohta. Tdlloin

e Jos Hessen matriisi H(f,a) on positiividefiniitti, niin piste a on lokaali mini-
mikohta.

e Jos Hessen matriisi H(f,a) on negatiividefiniitti, niin piste a on lokaali mak-
simikohta.

e Jos Hessen matriisi H(f,a) on indefiniitti, niin piste a on satulapiste.

Todistus. Tarkka todistus sivuutetaan, mutta se 16ytyy lahteesta [2]. Todetaan kui-
tenkin, ettd Hessen matriisin arvot ovat suunnattuja toisia derivaattoja, josta seu-
raa, ettd jos Hessen matriisin arvot ovat kaikki positiivisia, niin kyseessa on lokaali
minimikohta. Vastaavasti jos kaikki arvot ovat negatiivisia, niin kyseessa on lokaali
maksimi. O

Namé ovat tarvittavat menetelmét, jotta voidaan minimoida méaaritelméssa 1
esiintyvé integraali I = fol [f(x) — g(x)]* dx ja varmistua siitd, ettd funktio g on
funktion f pienimmaén nelion approksimaatiofunktio avaruudessa W'.

2.2 Esimerkkeja pienimman nelion approksimoinnista

Tutkitaan pienimmaén nelién approksimaation kiyttoa kahden esimerkin avulla. Esi-
merkit esitellddn kirjassa [1], mutta niihin on lisitty vélivaiheita. Tarkoituksena on
selvittdd, millaiset approksimaatiofunktiot saadaan funktiolle f(z) = e®, kun hae-
taan approksimaatioksi ensin suora ja sitten toisen asteen polynomi.

Esimerkki 1. Etsitdén lineaarinen, eli muotoa g(z) = ag + a;x oleva pienimmén
nelion approksimaatio funktiolle f(z) = e, kun x € [0, 1].

Maaritelmén 1 mukaan funktio g on funktion f pienimmén nelién approksimaatio
silloin kun vakiot ag ja a; ovat sellaiset, ettdi integraali [ = fol [f(z) — g(x)]? dx
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saa pienimmén arvonsa. Etsitdén siis téllaiset vakioiden ag ja a; arvot. Aloitetaan
laskemalla integraali, jonka arvoksi saadaan

1
I= / (e® —ag — arz)? dx
0
L o @ @ 2 2 o2 '
=3¢ 2a0€” — 2a1€" (v — 1) + agr + aparz” + aiy
0
1 1
= —(e* — 1) — 2ag(e — 1) — 2a; + aj + apa; + —a:.

2 3

Tulkitaan nyt, ettd I on funktio muuttujien ag ja a; suhteen ja etsitdan sen mini-
mikohta. Lemman 1 mukaan funktiolla on lokaali 4ériarvo pisteessé a, jos V f(a) = 0.
Funktion gradientti on nolla silloin kun funktion kaikki osittaisderivaatat ovat nollia.
Funktion I osittaisderivaatoiksi saadaan

ol
F— = —2e+2+2a0+
aao
ja
ot 2+ +2
— = — ap + -ay.
(9(11 0 3 !

Kun molempien osittaisderivaattojen arvoksi asetetaan nolla, saadaan yhtalopari

2a0+a1:26—2
3a0—|—2a1:6

Yhtéloparilla on vain yksi ratkaisu, joten funktion / ainoa mahdollinen &ariarvokohta
on piste a = (4e — 10, —6e + 18). Tutkitaan Hessen matriisia ja Sylvesterin kriteeriéd
kiyttden, onko piste a funktion I &ariarvokohta. Hessen matriisin muodostamiseen
tarvittavat osittaisderivaatat ovat

01 001 0(—2e+ 24 2ap + ay)

= = =2
@CL% 8@08@0 8@0
9’1 0°I O0(—2e+242ap+a1) .
8@08a1 B 8&18&0 N 8&1 N

ja
%I - O(—2+ap+ %Ch) 2
8@% n (9@1 n 3
Nain ollen funktion I Hessen matriisi on

H(1,a) = (f ;) .

3

Selvitetdan Sylvesterin kriteerid, varten tarvittavat luvut A; ja A, laskemalla
Hessen matriisin vasemman ¢ X ¢ ylanurkan determinantit, kun ¢ = 1, 2. Luvuiksi A,
ja Ag saadaan A; = 2 ja




Luvut A; ja Ay ovat positiivisia, joten Sylvesterin kriteerin mukaan Hessen matriisi
on positiividefiniitti. Néin ollen lauseen 2 tuloksen mukaan piste a = (4e—10, 18—6e)
on funktion / minimikohta, joten funktion f(z) = e” lineaarinen pienimmén nelién
approksimaatio valilla x € [0, 1] on funktio

g(x) = (4e — 10) + (18 — 6e)x ~ 0,873 + 1,690z.

Léhteen [I] mukaan approksimaation tulos on riippuvainen kdytetystd approk-
simaatiomenetelmasté, esimerkiksi Taylorin polynomeja kidyttamalla saadaan rat-
kaisuksi eri funktio kuin esimerkissé 1. Lisaksi samalla approksimaatiomenetelmélla
voidaan saada erilaisia ratkaisuja riippuen siité, ettd minkélaista funktiota haetaan.
Esimerkissé 1 haettiin ratkaisuksi pienimmén nelion approksimaatiolla lineaarista
funktiota eli ensimmaéisen asteen polynomia. Tutkitaan, miten ratkaisu muuttuu,
kun haetaan samalle funktiolle f = e* approksimaatiofunktioksi toisen asteen poly-
nomi. Funktion f ja sen approksimaatioiden kuvaajat esitetdén kuvassa [I}

Esimerkki 2. Etsitddn se toisen asteen polynomi, joka on funktion f(x) = e”
pienimmén nelién approksimaatio, kun z € [0, 1].
Mééritelméin 1 mukaan toiseen asteen polynomi g(z) = ag + a1x + asz? on

funktion f pienimmén nelion approksimaatio silloin kun vakiot ag, a; ja as ovat
sellaiset, etté integraali I = fol [f(x) — g(x)]? dr saa pienimmin arvonsa. Etsitiin
tallaiset vakioiden ag, a; ja as arvot. Lasketaan integraali I, jonka arvoksi saadaan

1
I :/ (" — ag — a1x — axx®)? dx
0

e 1 2ap0a9  aias  a®  a?
=— — — + 2aqg — 2ag9€ + 4as — 2ase 2 1 qea L4294
9 2+ 0 CL0+ 2 a9 +CL0—|— 01+ 3 9 3+5 1

Tulkitaan, ettd I on funktio muuttujien ag, a; ja as suhteen ja etsitdin sen mini-
mikohta. Lemman 1 mukaan funktiolla on lokaali dériarvo pisteessé a, jos funktion
gradientti on nolla, miké tapahtuu silloin kun funktion kaikki osittaisderivaatat ovat
nollia. Funktion I osittaisderivaatoiksi saadaan

ol 2
a—%:2—26+2a0+a1+§a2,
ol +1 +2 5
— =ay+ =as+ -ay; —
da; 02273

ja
ol

4 2+2 +1 +2
— =4—-2e+ -ap+ a1 + —as.
das 370 T ot T 5T

Kun jokaisen osittaisderivaatan arvoksi asetetaan nolla, saadaan yhtaloryhma

6ag + 3a; + 2a; = 6(e — 1)
6@0 + 4@1 + 3(12 =12
20ag + 15a; + 12a5 = 60(e — 2).



Yhtaloryhmélla on vain yksi ratkaisu, joten funktion I ainoa a#riarvokohtakandi-
daatti on piste a = (39e — 105, —216e + 588, 210e — 570). Tarkastetaan Hessen mat-
riisin ja Sylvesterin kriteerin avulla, onko piste a funktion I ddriarvokohta. Funktion
I Hessen matriisi on

H(l,a) =

Wi — N
D[N =
SN SIS

Selvitetadn Sylvesterin kriteerin tulkinnassa tarvittavat luvut A;, A, ja Az las-
kemalla Hessen matriisin vasemman ¢ x ¢ ylanurkan determinantit, kun ¢ = 1, 2, 3.
Luvuiksi Ay, A, ja As saadaan Ay = 2, Ay = % ja Az = %.

Koska luvut A;, As ja Az ovat positiivisia, niin Sylvesterin kriteerin mukaan
funktion I Hessen matriisi on positiividefiniitti. Télloin lauseen 2 tuloksen mukaan
piste a = (39¢ — 105, —216e + 588, 210e — 570) on funktion I minimikohta. Funktion
f(z) = €® pienimmén nelion approksimaatiofunktio vélilld = € [0, 1] on siis

g(z) = (39 — 105) + (588 — 216¢)x + (210 — 570)2> ~ 1.013 + 0.851z + 0.8392>.

f(z) =¢€"
g(z) ~ 0.824 + 1.6492
g(z) ~ 1

.013 + 0.8512 4 0.8392>

Ll

25

(x

1.5

—

0.2 0.4 0.6 0.8 1.2

Kuva 1: Funktion f(z) = e ja sen approksimaatioiden kuvaajat yli vélin x € [0, 1].

3 Sovelluksia

Téassé luvussa esitelladan ensin toinen tapa pienimmén nelién approksimaation etsi-
miseen, kun approksimaatio suoritetaan vektorimuodossa sopivan integraalin maa-
rittaman sisdtulon avulla. Tamén jalkeen tutustutaan pienimmaéan nelion approksi-



maation sovellukseen Fourier'n approksimaatioon, joka my6s perustuu approksimaa-
tion suorittamiseen vektorimuodossa. Molempia aiheita késitelladn seké teorian etta
esimerkkien avulla.

3.1 Pienimmaéin nelion approksimaatio sisdtulon avulla

Pienimmén nelion approksimaation méaritelmén mukainen integraali I voidaan il-
maista myos vektorimuodossa. Tata varten kiytetaan tunnettua (kts. [4]) integraalin
antamaa sisdtuloa funktioavaruudessa C|a, b]

b
mmz/fmﬂ@m,

jolloin integraali I saadaan muotoon

fz/ﬁﬂ@—gmmdxzw—gj—gﬁﬂv—mﬁ

Téama tarkoittaa, ettd approksimaatiofunktio g on se funktio, jolla normi ||f — ¢
saa pienimmén arvonsa. Toisin sanoen funktion f pienimmén nelion approksimaatio
on valitusta funktiojoukosta se funktio g, joka on ldhimpéna funktiota f sisdtulon
(f, g) suhteen. Seuraava lause tarjoaa tavan funktion g méarittdmiseen.

Lause 3. ([1]) Olkoon funktio f jatkuva vdlilli [a,b] ja olkoon W avaruuden Cla,b]
aliavaruus. Funktion f pienimmdn nelion approksimaatio avaruudessa W on

g = (f7 WI)WI + (f? WQ)WZ + -+ (f7 Wn)WTw
missd B = {w1,Wa, ..., W,} on aliavaruuden W ortonormaalikanta .

Todistus. Osoitetaan, ettd funktio g on funktion f pienimmén nelién approksimaa-
tio osoittamalla, ettd ||f — g|| < ||f — w]| kaikille aliavaruuden W vektoreille w.
[lmaistaan erotus f — g muodossa

f_g:f_(f7wl)wl_<f)w2)w2_"'_(fawn)wn'

Néhdéan, ettd erotus f — g on ortogonaalinen jokaista vektoria w; kohti, joten
se on ortogonaalinen jokaiselle avaruuden W vektorille. Etenkin erotus f — g on
ortogonaalinen erotukseen g — w nédhden. Nyt vektorien summaan voidaan kayttas
Pythagoraan lausetta f —w = (f — g) + (9 — w), josta saadaan

1f =wIP =I1f =gl +llg — w||*.
Téten ||f — g||> < ||f — w]||? ja lauseen tulos ||f — g|| < ||f — w|| seuraa tdsta. O

Lauseen 3 tuloksen mukaan pienimmaén nelién approksimaation etsiminen vaatii,
ettd sisatuloavaruuden W ortonormaalikanta tunnetaan. Kanta on ortonormaali,
jos kannan kaikki vektorit v; ovat keskendén ortogonaaliset ja jokaisen vektorin
pituus on yksi. Lahteen [4] mukaan vektorit ovat ortogonaaliset silloin kun ne ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan, eli silloin kun vektoreiden sisdtulo (v;, v;) on nolla.
Tutustutaan seuraavaksi menetelméan, jolla vektoriavaruuden jokin kanta voidaan
muuttaa ortonormaaliksi.



Lause 4. ([1/) (Gramin-Schmidtin ortonormalisointiprosessi)

1. Olkoon joukko B = {v1,va,...,v,} sisituloavaruuden V kanta.
2. Olkoon joukko B' = {wq,Wa, ..., Wy}, missd w; on
W1 = Vy,
(V27 Wl)
W =V — Wi,
(Wh Wl)
V3, W V3, W
VV:),—Vg—(3 1> 1_(3 2) 2
(Wi, w1) (W, ws)
Vi, W Vi, W Vi, Wi
Wn:Vn—(n7 l)wl_(TM 2>W2—"'— (n; nl) L
(Wi, w1) (W2, wo) (Wn—1, Wn_1)
Talloin B’ on avaruuden V' ortogonaalinen kanta.
3. Olkoon u; = Hz_H Talloin joukko B" = {uy,uy,...,u,} on avaruuden V orto-
normaalikanta.
Todistus. Osoitetaan induktiolla luvun h suhteen, ettd kun h = 1,... n, niin vek-
torit wy, ..., wy, ovat ortogonaaliset. Tapaus h = n antaa lauseen kohdan 2 ja kohta

3 seuraa tasta.
Kun h = 1, niin tilanne on triviaali. Olkoon h > 1 ja tehd&din induktio-oletus,

ettd vektorit wyq, ..., w,_1 ovat ortogonaaliset. Osoitetaan, ettd talloin myos vekto-
rit wy, ..., wj, ovat ortogonaaliset. Induktio-oletuksen nojalla riittdé osoittaa, etta
sisatulot (wp, w1) = -+ = (W, wy_1) =0. Kun 1 < j < h —1, niin
h—1 (Vi Wi)
hy Wi
Wp, W (Vh, W) S Wi ).
( h J) hy Wj ; Wz,WZ Wi J)

Induktio-oletuksen mukaan silloin kun ¢ # j, niin summassa sisdtulo (w;, w;) = 0
ja nain ollen

(Vh’ Wj)

(o) M) =0
VRERA

(Whij) = (Vh’wj) -

joten B’ on sisdtuloavaruuden V' ortogonaalinen kanta. O

Gramin-Schmidtin ortonormalisointiprosessin avulla avaruudelle voidaan muo-
dostaa sen ortonormaalinen kanta. Kun téllainen kanta on loydetty, voidaan lauseen
3 tulosta kdyttaa jatkuvan funktion pienimmén nelion approksimaation etsimiseen.
Seuraavassa esimerkissé kiytetdan mainittuja tuloksia ja etsitddn pienimmén nelién
approksimaatio funktiolle f(z) = sin z toisen asteen funktioiden aliavaruudessa.

Esimerkki 3. Etsitddn toisen asteen funktioiden aliavaruuden W suhteen pienim-
mén nelion approksimaatio funktiolle f(z) = sin z, kun 0 < z < 7.

Jotta tehtéava voidaan ratkaista lauseen 3 tuloksen avulla, tdytyy ensin muodos-
taa avaruuden W kannan {1,z,z%} ortonormaalikanta, joka tehddin kiyttdmélld
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Gramin-Schmidtin ortonormalisointiprosessia. Prosessin tulokseksi saadaan

B - {W17W27W3}

_ {L V3 oy, YO
NN VR

Lauseen 3 tuloksen mukaan pienimmén nelion approksimaatiofunktio on muotoa

(62% — 672 + 7T2)}.

g(:v) = (f7 Wl)wl + <f7 W2>W2 + (fa W3)W

Funktion g summattaviksi tekijoiksi saadaan
T 1 1 1 [" 2
W)W sin x - — — =— sin x dxr = —
(f? 1) 1 — / ﬁ \/— 7T/0 7T’

(f,wo)wy = /7r sin z - 7T\\//§E( — ) dx - %(235 — )

= 2x—7r/sma: (2x — ) dx
0

=—2r—7 {QSmx—i- W—Qx)cosx] =0
0

ja

(62 — 67z + 7°) da - (62 — 67 + 7°)

(f,W3)W3:/7r81nx 7r2\/_ W;/j%
)

:7T5(6x —67m—|—7r)/0 sin x - (62 — 67z + 7°) dx

10
= 5(6x — 6mz + %) (7% — 12).
m

Funktion f(z) = sin z pienimmén nelion approksimaatiofunktio valilla x € [0, 7] on

10

= (622 — 6mx + 72)(n2 — 12) & —0,41772% + 1,3122z — 0, 0505.
e

g(z) = %

Funktio f ja sen approksimaatiofunktio g esitetdin kuvassa [2]

3.2 Fourier’n approksimaatio

Esitellaan seuraavaksi pienimmén nelion approksimaation sovellus Fourier'n approk-
simaatio, jossa approksimaatiofunktiot ovat muotoa

Qo . .
g(a:)z;%—al cos T+ -+ a, cosnxr+by sinx+---+b, sin nx.

Approksimaatiofunktiot kuuluvat avaruuden C[0, 27| aliavaruuteen W, joka on kan-
nan S = {1,cos x,...,cos nzx,sin z,...,sin nz} muodostama. Approksimaatiofunk-
tiota kutsutaan funktion f kertaluvun n Fourier'n approksimaatioksi yli vélin [0, 27].

9



0.8

0.6

(e} =lsin-=

g(x) =~ —D0,4177x% + 1, 3122x|— 0, D505

0.4

0.2

-0.2 // 0.2 0.4 0.6 0.8 1 112 1.4 1.6 1.8 2 22 24 26 2.8 3 A

Kuva 2: Funktion f(z) = sin = ja sen approksimaatiofunktion kuvaajat yli vélin
x € [0, 7).

Huomataan, ettd kanta S muodostuu 2n + 1 kappaleesta vektoreita, jotka ovat
lahteen [I] mukaan ortogonaalisia sisétuloavaruuden C0, 27| suhteen. Kanta S voi-
daan siis ortonormalisoida Gramin-Schmidtin ortonormalisointiprosessilla, jonka tu-
lokseksi saadaan

) {1 1 1. 1 }
S = cos , COS NT, — sin x, ..., — sin nx ;.

ez G T T

Koska kanta S’ on ortonormaali, voidaan Fourier'n approksimaatiofunktio g esittai
lauseen 3 mukaisessa muodossa g(z) = (f, Wo)wWo + (f, W1)W1 + - - - + (f, Wan) Wap,
jolloin Fourier’n kertoimet ag, ay, ..., a,, by, ..., b, voidaan muodostaa integraaleista

%0 =) )\/_ m/ fla /f
a; = (. \/_ \/_/ () = cos jiudo = /f c0s jz dx

ja

1 1 2m 1 1 2m
b; = (f,wnﬂ)ﬁ = ﬁ/o f(x)ﬁ sin jr dr = ;/0 f(z) sin jzx dz.

Nyt on maéritelty Fourier'n approksimaation muodostamiseen vaadittavat teki-
jat. Fourier'n approksimaatio esitellddn kokonaisuudessaan méaritelméssa 3.

Maaritelma 3. Vililla [0, 2] jatkuvan funktion f pienimmén nelion approksimaa-
tio vektoriavaruudessa, joka on kannan {1, cos z, ..., cos nx,sin x,...,sin nz} muo-
dostama, on muotoa

o : :
g(x) = —4a cos x+---+a, cos nx + by sin x + --- + b, sin nz,

2
missd Fourier’'n kertoimet ag, aq,...,a,,b1,...,b, ovat
/ fla
aj:— f()cosgxdx j=1,2,.
™ Jo

10



ja
1 27
bj:_/ f(x) sin jx dz, j=1,2,...,n.
T Jo

Tarkastellaan seuraavaksi Fourier'n approksimaation kiyttod esimerkin 4 avulla.

Esimerkki 4. Etsitddn kolmannen kertaluvun Fourier'n approksimaatiofunktio
funktiolle f(z) = x, kun 0 < z < 27.
Maéaritelmén 3 mukaan Fourier’'n approksimaatiofunktio on muotoa

g(z) = %o + aj cos T + ay cos 2x + as cos 3x + by sin x + by sin 2z + bs sin 3z,

2
missa
e 1
aoz—/ z dr = —2r% =27,
T Jo T
1 (2" , 1 _ A
a; = — x cos jxr dr = —5CO8 JT + —sIn jr =0
™ Jo ™) U, 0
ja

L Lo e T2
b = — T sin jx dv = | —sin jo — —cos jr| = —-.
T Jo mJ mJ 0 J
Néin ollen funktion f(z) = x kolmannen kertaluvun Fourier'n approksimaatiofunk-
tio vélilla x € [0, 27| on
2r 2 2 . . : . 2 .
g(x) = — — —sin x — = sin 2z — = sin 3z = 7 — 2 sin  — sin 2z — - sin 3z.
2 1 2 3
Esimerkissa 4 etsittiin kolmannen kertaluvun Fourier'n approksimaatiota. Kun
tarkastellaan approksimaatiofunktion Fourier'n kertoimia yleisesti, huomataan, etté
a=2m, a1 =a =...=a, =0jab = —2by=—2,...,b, = —%. Kertoimien

1 DY
avulla voidaan muodostaa funktion f(z) = x yleinen Fourier'n approksimaatio

2 2
glx)=m— <23in x + sin 2z + gsin 3z + ...+ —sin nx)
n

Fourier'n approksimaatiolle péatee, etta kertaluvun n kasvaessa Fourier'n approksi-
maatio tarkentuu. Tarkemmin sanottuna, kun kertaluku n — oo, niin approksimaa-
tion virhe ||f — g|| — 0 kaikilla muuttujan z arvoilla vélilla (0, 27).
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