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Tutkielman ensimmaisessa osassa on maaritelty ketjumurtoluvut ja niiden osat.

Toisessa osassa on esitetty todistus sille etté, jaksollinen ketjumurtoluku on toisen
asteen yhtalon irrationaalinen juuri ja todistus Lagrangen teoreemalle.
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1 Johdanto

Tutkielmassa esitetdan todistus jaksollisen ketjumurtoluvun kvadraattisuudesta ja
Lagrangen teoreema. Alussa esitellddn myos pohjatietoja ketjumurtoluvuista ja to-
distuksissa tarvittavia tuloksia. Jaksollisen ketjumurtoluvun kvadraattisuuden to-
distus Khinchinin kirjasta Continued Fractions [4] ja Lagrangen teoreeman todistus
on Steinigin [2].

2 Maaritelmia

2.1 Ketjumurtoluku

Maaritelma 1. Jokainen rationaaliluku § > 1 voidaan esittda ketjumurtolukumuo-
dossa,

1

P_ ap + —"ry
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a/ —
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e+ —
an
misséd ag on kokonaisluku ja osanimittdjit aq,...,a, ovat positiivisia kokonais-
lukuja jan € [0,1,2,3,...]. Yleensi kiytetddn myos merkintdd ag + a%r@% e ai

2.2 Segmentit ja jdannokset

Téssé osiossa on lahteesté [4] pohjatietoina mééritelmid ketjumurtolukujen osista ja
niita koskevia, todistuksissa tarvittavia, yhtaloita.

Maaritelma 2. Kutsutaan ketjumurtolukua
sy = lao; a1, as, . . ., ay]

adrellisen ketjumurtoluvun
[ao§ ap,dg, ... 7an]

segmentiksi, kun 0 < k < n. Vastaavasti ddrettoméan ketjumurtoluvun
lag; a, as, .. .|
segmentti on s, mielivaltaisella k& > 0.
Maaritelma 3. Kutsutaan ketjumurtolukua
Tk = [ag; Qri1, Qo - - -, Q)
adrellisen ketjumurtoluvun jadnnokseksi ja vastaavasti
T = [ak; Qpy1, Agro, - -

on ddrettoman ketjumurtoluvun jaannos.



Jaannoksille patee

T = ag 4+ —.
Tk+1
Olkoon murtoluku 2, pituudeltaan 1 olevan ketjumurtoluvun o = [ag] = ao,
rationaaliapproksimaatio. Kahden pituiselle ketjumurtoluvulle patee
1 agaq —f- ]_
lag;a1] = ag+ — = ——.
ai ay
Olkoon 7, on pituudeltaan (n — 1) olevan ketjumurtoluvun [ag; ay, ..., a,] jAdnnos.
Merkitaan sitéa
p/
r =—-
q/
jolloin
¢ _ap’+¢
[ag; a1, ..., an) = ag + = = O—I.
p p
Olkoon tédmé viimeinen murtoluku ketjumurtoluvun [ag; ay, .. ., a,] approksimaatio.

Approksimaatioiden osoittajiksi ja nimittédjiksi saadaan
p=ap +q¢, q=p. (1)

Segmentin s, rationaaliapproksimaatio on 2. [4]

2.3 Konvergentit

Ketjumurtoluvun konvergentti saadaan katkaisemalla kyseinen ketjumurtoluku jon-
kin osanimittéajin jilkeen ja kehittdmalla saatu lauseke murtoluvuksi [5]. Ketjumur-
toluvun konvergentit ovat

L 1 n 1
a, ap —, Qg 10
aq CL1+£

. ey

jotka saadaan pysahtymalla ketjumurtoluvussa ennen jotakin ax, missa k € N.

Yleinen konvergentti on:
1 1
S S S Y
;m+  ar Gk
Ensimmaéinen konvergentti on 5—3 = qg. Asrellisen ketjumurtoluvun viimeinen kon-

vergentti on ’qﬁ, joka on itse ketjumurtoluku.

Lemma 1. [}/ Mielivaltaisella k > 2, k:nnen konvergentin osoittaja py ja nimittdjd
qr saadaan muodostettua yhtaloiden (1| avulla niin, ettd

Pk = QkPk—1 + Pr—2; @k = QpQr—1 + Qr—2- (2)
Maaritelma 4. [4] Jokaiselle darettomaélle ketjumurtoluvulle [ag; ay, as, .. .| on ole-
massa adreton jono konvergentteja
won m
@ oG

Jos tdma suppenee kohti jotakin raja-arvoa a, voidaan lukua « pitda ketjumurtolu-
vun arvona ja merkité
a = [ap;ay,ag,...].

Jokaiselle reaaliluvulle voidaan muodostaa télldinen ketjumurtolukukehitelma.



2.4 Toisen asteen yhtalon juuret

Téamén luvun kaavat ovat taulukkokirjasta [6].

Maiiritelmé 5. Toisen asteen yhtilon az? +bx+c = 0, missi a, b ja ¢ € Z, ratkaisut

ovat
_ —bE Vb —4dac
N 2a '
Talloin yhtélon diskriminantti D = b* — 4ac.
Jos D > 0, saadaan kaksi erisuurta reaalijuurta,

~ —b+xVD

X

X

2a
Jos D = 0, z on reaalinen kaksoisjuuri
b
r=——
2a’

ja jos, D < 0, niin
—b+iv—D
r=—————"-:
2a

Tilléin juuret eiviit ole reaalisia, vaan kompleksisia. Jos D olisi nelio, eli D = b?,
yhtélon juuret olisivat reaalisia, mutta eivét irrationaalisia.

Irrationaalisia juuria ovat esimerkiksi kaikki muotoa \/% olevat luvut, missé %

ei ole rationaaliluvun nelid, silld ne toteuttavat muotoa kx? — h = 0 olevan yhtilon
5]
3 Lagrangen teoreema

Maaritelma 6. Ketjumurtoluku o = [ag; ay, as, .. .| on jaksollinen, jos on olemassa
sellaiset kokonaisluvut kg ja h > 0, ettd mielivaltaiselle & > kg

Qk+ph = Q. (3)

Merkitaan tdmén kaltaista jaksollista ketjumurtolukua seuraavasti:

o= [a0§ A1, A2, -« 5 Oy —1; Ak Ao +15 - - - 7ak0+h71]- (4)

3.1 Jaksollinen ketjumurtoluku on toisen asteen polynomin
irrationaalijuuri

Tamén kappaleen lopussa todistetaan, ettd jaksollinen ketjumurtoluku on toisen

asteen polynomin irrationaalijuuri eli kvadraattinen irrationaali. Tata ennen on esi-

tetty kaksi todistuksessa tarvittavaa tulosta. Lauseen 1 todistus on Rockettin ja
Szuszin teoksesta [7]. Lauseiden 2 ja 3 todistukset ovat Khinchinilté [4].
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Lause 1. Mielivaltaisella k € [1,...,n],

_ DkTk+1 T Dk—1
[ag; ay, ag, . .., ap) = —————,
QkTh+1 T Qr—1
missd p;, q;, i viittaavat yhtalon vasemmalla puolella olevaan ketjumurtolukuun.
Todistus. 7 on ketjumurtoluvun « jaannés, joten kun k£ = 0

PoT1 —f-p_l CL07‘1+1 1
= =g+ — =19 = Q.
qoT1 + q-1 (] r1

Oletetaan etté, viite pétee jollain k € N. Koska r, = ap + ﬁ, niin

o — PETR+1 +Pr-1 (aks1 + rk1+2 )Pk + Pr-1

GTrr + Qo1 (aks1 + ——)qk + Q1

Tk42
_ (aks1px + Pr—1) + (T;H )Pk ©)
(ahi1qr + @r-1) + () g

_ Pea1Th+2 + Pr

ot 1Thr2 + @

Tk+2

Saadaan etté, viite patee myoOs tapauksessa k+1. Siis véite on tosi kaikilla £ € N.
m

Lause 2. Jos vahintdadin yksi ketjumurtoluvun jadnnoksistd suppenee, niin myos itse
ketjumurtoluku suppenee.

/

Todistus. Merkitaan Z—: annetun ketjumurtoluvun konvergentteja ja z—f“ jonkin sen
k

jaannoksen, kuten r,, konvergenttia. Lauseesta , kun £ =0,1,..., saadaan:
Pk
Pr+k - . o Pn—1 qé + Pn—2
= [ag; a1, a9, ..., anik] = — (8)
Intk qn—lq_fC + qn—2
k
ja tasta
l)_;g _ 9n+kPn—2 — Pn+kdn—2 (9)

qfC N Prnikdn—1 — Qn—l—kpn—l'

Jos 7, konvergoituu, niin k lahestyy déretonté ja ]Z—% ldhestyy raja-arvoa. Merkitkoon
k
r, myos tatd raja-arvoa. Nyt jos jaannos r, konvergoituu, niin ’q’"—f}z konvergoituu

kohti rajaa (3, jolle patee
B _ Pn—-1Tn + Pn—2

. 10
Gn—1Tn + Gn—2 ( )

]

Yhtélosta [10] saadaan seurauksena ketjumurtoluku £ toisen asteen yhtéloksi, kun
sijoitetaan (3 konvergentin r, paikalle,

Gn_15% + (@n—2 — Pn-1)8 — Pn—2 = 0.
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Lause 3. Jaksollinen ketjumurtoluku on toisen asteen polynomin irrationaalijuuri

Todistus. Kaavan [ jaksollisen ketjumurtoluvun « jaédnnoksilla pétee ryi, = 7%,
missa k > kg. Joten, kaavan (10| nojalla, kun k > kg, niin

o= Pk—1Tk + Dk—2 _ Prth—1Tk+h + Dkth—2 _ Pkth—1Tk + Drth—2 (11)
Qe-1Tk + Qk—2  Qk+h—1Tk+h + Qhth—2  Qeth—1Tk T Qth—2

eli

Prk—1Tk + Di—2 _ Prth—1Tk + Dith—2 (12)
Qe-1Tk + Qk—2  Qk+h—1Tk T Qk+h—2

Yhtialosta 12 saadaan

(pk—1Qk+h—1 - pk—l—h—l‘]k—l)ﬂ%-f‘
(pk71Qk+hf2 + Pr—2qQk+h—1 — Prkth—1qQk—2 — pk+h72Qk71>7ﬁk

+ Pk—2Qk+h—2 — Pkth—2qk—2 = 0.

Joten r; on toisen asteen yhtdlon juuri ja kvadraattinen irrationaali. Talloin
kaavan [1 1| ensimméisen epayhtalon perusteella o on my6s kvadraattinen irrationaali.
m

3.2 Lagrangen teoreema

Seuraava todistus on Steinigin [2]. Sen perusvéite seuraa samanlaista kaavaa kuin
useat muut aikaisemmat todistukset Lagrangen lauseelle. On olemassa sarja toi-
sen asteen polynomeja f,(x) € Z[z|, joilla kaikilla on sama diskriminantti, jonka
kertoimet voidaan rajoittaa n:std riippumatta ja polynomeille pétee jokaisella n,
fulan) = 0. [2]

Olkoon a reaaliluku. Méaaritellaan jono kokonaislukuja {a,} ja jono reaalilukuja
{a,,} niin, ettd

a, = |ap ], kunn > 0; ap = « (13)
ja
1
ap = Gy, + , (n>0). (14)
pit1

Nyt a, > 1jaa > 1, kunn > 1. Jos a on irrationaalinen, niin myos jokainen «,
on irrationaalinen ja jonot {a,} ja{a,} ovat &drettomid. Tamén algoritmin avulla
saadaan luvulle o ketjumurtolukuesitys:

ap +
a; +
as +

1
as+ ...

Lause 4. Toisen asteen polynomin irrationaalijuuren ketjumurtolukuesitys on jak-
sollinen



Todistus. Olkoon « toisen asteen polynomin irrationaalijuuri. Maéritelldén joukko
{an n>0 yhtaldiden [13]ja [14] avulla. Oletaan, etté jokaiselle n > 0 on olemassa jokin
sellainen polynomi

fn (1) = Apz* + Bpx + Cy,

joka toteuttaa yhtélon f, (ay,) = 0. Téssé polynomin kertoimet A,,,B, ja C, ovat
kokonaislukuja, polynomin diskriminantti D = B2 — 4A,C,, > 0 eikid D ole nelio.
Silla, jos D olisi nelid, polynomin juuret eivit olisi irrationaalisia, ja jos D olisi
negatiivinen, juuret olisivat kompleksilukuja. Jos tdméan kaltainen f, on olemassa
jollekin n > 0, niin silloin yhtdlon [14] nojalla

1
Oé'?z—i-lfn (an + a +1) = 0.

Tama voidaan kirjoittaa muodossa

fnt1 (ang1) = 0,

missa
Jos1 (@) = Ap12® + Bz + Coa,
ja
AnJrl = a2An +a,B, + Cna
B,i1 = 2a,A, + B,, (15)
Cn_;’_l = An. <16)

Selvasti funktion f,,1; kertoimet ovat kokonaislukuja. Saadaan tarkistettua, ettd
BT21+1 - 4An+10n+1 == BZ - 4ATLCTL7

joten
D = B —4A,Cy = B> — 4A,C,, (n>0). (17)

Diskriminantti ei ole nelié, joten tiytyy péited D # B2, siis A, # 0, kun n >
0. Joukko {A,},>0 vaihtaa merkkid &éarettomén usein. Silla, jos A, olisi lopulta
muuttumatonta merkkié, kuten jos A,, > 0, kun n > ny , niin {B,, },>,, olisi kasvava
sarja kokonaislukuja yhtélon [15] takia, silld a,, > 0, kun n > 1. Téten yhtéalon
kanssa seuraa, ettd A, > 0, B, > 0 ja C,, > 0, kun n > nsy, joillakin ny > n,. Tésté
seuraa ristiriita, silld a,, > 0, kunn > 1, ja f,, (a;,) = 0. Samoin A,, < 0, kun n > ny,
on mahdoton.

Joten A, A, 1 < 0 jollakin ddrettomaélla joukolla E positiivisia kokonaislukuja n.

Siis A,C, < 0, kun n € E. Joten yhtdlon [I7 nojalla,

|B.| < VD,

1
|An| S _Da
4

1
C, < -=D.
Cal <

Nyt, kun n € E, on olemassa vain aarellisen monta erillistd polynomia f,. Tésté
seuraa, etta kaksi joukon «, alkioista ovat yhtd suuret, mistd seuraa viite. O]
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