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1 Johdanto

Téssé tyossd perehdytadn roottorin kisitteeseen (engl. curl) ja harjoitellaan vek-
torikentén pyorteisyyden lokalisointia. Roottori on differentiaalinen operaatio, jolla
kuvataan vektorikentédn pyorteisyytta. Aiemmin pyorteisyyden kuvaamiseen on kéy-
tetty sanaa rotaatio (engl. rotation) roottorin sijaan (Schey, 1973).

Roottoria kiytetddn yleensa fysiikassa varsinkin tutkittaessa sdhkomagnetismia
tal tutkittaessa ilmavirtauksia. Roottori on osa Mazwellin yhtaldita ja se esiintyy
mm. Faradayn laissa. Liséksi roottoria voidaan hyodyntdd méaritettdessa esimer-
kiksi sdhkokentan tekemé&a tyota.

Vaikka roottori onkin helppo yhdistéé fysikaalisiin laskuihin, perehdytdan téssé
tutkielmassa sen matematiikkaan ja siihen, kuinka roottoria voitaisiin mallintaa.

Alkuun kerrataan lyhyesti kdyrdintegraalia sekd skalaarikentéssé, ettd vektori-
kentdssa. Tama auttaa ymmaéartdméaéan roottorin differentiaalista muotoa ja naista
jalkimmaistd kidytetddn myohemmin myos roottorin méarityksessia. Tamén jalkeen
tutkitaan roottorin maaritysta eri suunnista. Lopuksi pohditaan vield tilannetta,
jossa tarkasteltavan roottorin suunta on epéideaalinen.

Tyon tarkoituksena on avata roottorin kasitettéd sellaiselle oppijalle, jolle se on
vield tuore tai heikosti hallussa. Tarkoituksena on myos mallintaa roottorin kéyt-
totarkoitusta kentdnpyorteisyyden laskujen yksinkertaistamiseksi. Téata tutkielmaa
voi kiyttdd auttavana ja avaavana materiaalina muun oppimateriaalin tueksi tai
kertauksena, jos roottorin opiskelusta on kulunut paljon aikaa.

2 Kayraintegraalin kertaus

Jotta voidaan maéarittaéd vektorikentélle roottori, on hyvd ymmartaéd kiayraintegraa-
leja. Tassa luvussa kiydaan lyhyesti kdyrdintegraaleja, sekd esitetddn niista esimer-
kit.

Olkoon kiyra C' kolmessa ulottuvuudessa. Valitaan kdyralle suunta kuvan mukai-
sesti. Olkoon s kaaren pituus mielivaltaisesta pisteestd P. Esimerkiksi s = s; pis-
teestd Py ja s = s pisteestd P,. Olkoon my6s funktio f(z,y,z). Oletetaan, etté
funktio f on maaritelty kaikkialla kiyrassa C'.

Nyt jaetaan pisteiden P; ja P vélinen osa kdyrastd C' n:dan osaan. Yhdistetdan
pisteet jénteilld ja valitaan niistd janne j, jonka pituus on As;.

Arvioidaan funktiota f(z,y,2) mielivaltaisessa janteen j vastaisen kaaren pis-
teesséd x;,y;, z; ja muodostaa f(z;,y;,z;)As;. Kun tehddén sama jokaiselle kéyrén
C sekmentille n, saadaan summa

> F(w),y5, %) As;
j=1

Kéyriintegraalin méaritelmésta saadaan tdmén summan raja-arvoksi f(x,y,z), kun
janteiden lukumaéérd n — oo ja niiden pituudet ldhestyy nollaa.

/Cf(%ymz) ds=  lim > f(x;,;,2)As;
j=1

n—o0 ja As—0



Jotta voidaan arvioida kiyraintegraali, taytyy selvittaa polku C'. Témaé saadaan hel-
poiten parametrisoimalla kaarenpituuksien s suhteen. Télloin saadaan x = z(s),y =
y(s), z = z(s). Nyt kiyraintegraali saadaan tavalliseksi méérétyksi integraaliksi

/Cf(%yaz) dS:/:f(ﬁc(s),y(s),z(s))ds.

2.1 Kayraintegraali skalaarikentassa

Tarkastellaan ensin yksinkertaisempaa esimerkkia kdyraintegraalista skalaarikentés-
sé kahdessa ulottuvuudessa.

Esimerkki 1. Olkoon kiyrd C' suora jana origosta pisteeseen (1,1) ja arvioidaan
sitd yli integraalin

/C(x+y) ds.

Olkoon piste P mielivaltainen piste kiyralla C' ja sen koordinaatit (x,y) ja kaaren

Pituus or'igosta s. Talloin z = 7 jay = \/ii Siispd x +y = \2/—% = 5v/2. Nyt saamme
integraalista

/C(:U—i-y)ds:\ﬁ/oﬁsds:\/i

Vastaus kuvaa téssd polun pituutta sen rajaaman pinta-alan sijaan.

2.2 Kayraintegraali vektorikentassa

Koska tavoitteena on maérittaéd vektorikentta roottori, on térkedd tarkastella myos
kayrdintegraalin vektorimuotoa. Jos kdyraintegraalissa ilmenevét suureet ovat vek-
torisuureita, voidaan myos integraalia muokata sen mukaisesti.

Esimerkki 2. Tarkastellaan nyt kiyrda C kolmessa ulottuvuudessa. Oletetaan, et-
td mikd tahansa kappale liikkuu voiman vaikutuksesta tdmén polun myé6téisesti pis-
teestd s; pisteeseen sg. Olkoon kiyrén mielivaltaisessa pisteessd P vektorin f(x, Y, 2)
suuntainen voima. Madritelman mukaan vektorin f komponenteista on aktiivinen
vain sen tangentiaalinen komponetti. Tamé vastaa voiman tekemén tyon suuntaan.
Olkoon ? yksikkévektori, ja olkoon se kilyrin C' tangentti pisteessi P. T#ll6in voiman
tekema tyo siirtamalla kappaletta pisteesté s; pisteeseen s, on

W—/f(x,y,z)-ids.
c

Tassa integraali saadaan kahden vektorifunktion pistetulona. Ongelmana on kuiten-
kin, 16ytad yksikkovektori ¢. Tarkastellaan kaarenpituudella parametrisoitua kiyrad
C'. Jossain kdyrén pisteessé s saadaan, ettd x = x(s), y = y(s) ja z = z(s). Toisessa
kéyran pisteessd s + As saadaan, ettd x + Az = z(s + As), y + Ay = y(s + As)
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ja z 4+ Az = z(s + As). Téalloin kidyran kahden pisteen véliseksi jénteeksi saadaan
vektori Ar = iAx 4+ jAy + kAz, missa

Az = x(s + As) — x(s)
Ay =y(s + As) —y(s)
Az = z(s+ As) — z(s).

Jakamalla vektori matkan muutoksella As, saadaan

Ar Az Ay Az

As 'As TTAs TRAS
Ottamalla tésta raja-arvo, kun As — 0, saadaan

dx dy dz
i—+j—+ k:—,
ds s ds
jonka viitetddn vastaavan yksikkovektoria . Alussa, kun As — 0, vektori Ar on kiy-
ridn tangentti pisteessd s. Kun raja-arvo As — 0 jatkaa pienemistdéan, huomataan,
ettd |Ar| — As. Télloin raja-arvo on 1 ja voidaan todeta, etté

. dx dy dz

t(s) = 2'— + 5=+ s 1
Seuraavaksi lasketaan vektorin ]? yhtélon 1) tulon integraali, joka vastaa tarkastellun
voiman suuruutta. Saadaan siis

W = /fxy, zd—x+]dy+k%}ds
ds ds

:/(f:r dr + f, dy + f. dz).
c

3 Roottori

Roottori kuvaa matematiikassa differentiaalista operaatiota, joka mallintaa vektori-
kentdn kiertoa. Téssa luvussa tarkastelemme ndiden pyorteiden lokalisointia kartee-
sisessa koordinaatistossa.

3.1 Pyorteisyyden maarittaminen

Tarkastellaan pyoteistd vektorikenttdd F' = (—y, z,0). Vektorikenttd muistuttaa ra-
kenteeltaan sylinterid, kun se on samanlainen kaikilla xy-tasoilla. Hahmottamisen
helpottamiseksi tarkastellaan kuitenkin vain yhtéa tasoa, kun z = 0. Kyseinen kentta
on kuvattu kuvassa [I Huomataan, ettd kenttéd ikddn kuin pyorii z-akselin ympé-
ri, joten silla taytyy olla vektorin luonne eli sen kuvaamiseen tarvitaan suunta ja



pyorimisnopeus. Naitd pyorteisen vektorikentdn ominaisuuksia voidaan mitata kéy-
riaintegraaleilla. Tahén tarkoitukseen sopii erityisesti tasomaiset integraalit, jotka

kulkevat tarkasteltavan pisteen tason kautta.
Tarkastellaan ensin suorakulmion muotoista kdyrdintegraalia zy-tasossa (kuva

. Olkoon suorakulmion sivut Az ja Ay ja suorakulmion keskelld piste (xq, Yo, 20)-
Huomataan, ettd integroimispolku on samansuuntainen pyorteen tason kanssa ja

siten kohtisuorassa pyorteen akseliin ndhden. Tavoitteena on mitata lokaalia pyor-

teisyytté, joten annetaan suorakulmion kutistua rajatta.

\
|

20 -
|

7 yo + Ay/2
| / Yo

T Iy — Ay/2
Ty — Aw/2 I‘
|

Kuva 1: Vektorikentta ja integroitava kierto xy-tasossa

Kayraintegraali suoritetaan tdméan kuvion yli vastapaivaédn ja se jaetaan neljaan
eri osaan, eli kukin sivu integroidaan erilldéan. Koska suorakulmio oletetaan pieneksi,

voidaan sen kunkin sivun integraalit approksimoida F - f. (miki on t)
Olkoon suorakulmion sivut nyt S, S, S3 ja Ss. Integroidaan ensin z-akselin

suuntaisten sivujen yli. Talloin

. A
/ F-tds= / F, dx = F,(xo,y0 — —y, 20)Ax (2)
Sl Sl 2

ja

. A
/ F-tds= / F,dr = —F,(xo,y0 + —y, 20)Az. (3)
Sg SS 2



Koska

/ Fmdx:/ Fmd—xds
Ss Ss dS

ja dr/ds = —1, niin integraali sivun S3 yli saa negatiivisen etumerkin. Yhdistamaélla
yhtalot [2] ja [3] saadaan

. A A
/ F-tds= _(Fx<I07y0+7y7ZO) — Fu(2o0, 90 — 7y720>>A$
S1+S3
F:L" y + Ma - Fm 3 - %7
_ _ (:CO Yo 2 ZO) (5’70 Yo 2 ’ZO) AZL’A’y,
Ay
missd AxAy kuvaa suorakulmion alaa AS. Néin ollen
1 R F.(xg, +%,z — F(xoq, —%,z
F.ids— — (oyo 2 0) (oyo 5 0). (4)

A_S S1+5S3 . Ay

Samalla menetelmalld voidaan laskea integraali y-akselin suuntaisten sivujen S, ja
Sy yli. Jolloin

1 3 Fy(zo + 5% 40, 20) — Fy(ro — 5% 40, 20) (5)
AS Jsyts, Ax '

Nyt yhdistamalla yhtalot [ ja 5] voidaan méérittéda suorakulmion keskipiste
(0, Yo, 20), kun Az ja Ay — 0, saadaan

1 . OF, OF,
Am R P rtds =57 =50 (6)

missé [fi kuvaa kiyriintegraalia pienen suorakulmion yli.

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta, jossa integroimispolku onkin kidannetty xz-
tasoon (kuva . Nyt polun rajaaman tason normaali on kohtisuorassa kentédn ak-
seliin nahden. Télloin siis myos vektori kentta on kohtisuorassa polkuun nahden, ja
taten integraali reunan yli haviaa.

Olkoon témén suorakulmion sivut Az ja Az ja suorakulmion keskelld edelleen
piste (o, Yo, 20)-



—
€Ly /

m+ Af2 )

Kuva 2: Vektorikenttd ja integroitava kierto xz-tasossa

Jaetaan integroitava polku neljaén sen sivujen mukaisesta. Olkoon sivut Sy, So,
S3 ja Sy. Suoritetaan integrointi ensin z-akselin suuntaisten sivujen yli. Téall6in

. A
/ F-tds:/ F, dx:Fx(a:O,yo,zo——z)Aa: (7)
Sl Sl 2
ja
R Az
/ F-tds= / F, dx = —F,(x0, Y0, 20 + —)Ax . (8)
53 SS 2

Koska

/ F,dr = fx@ds
Ss Ss dl‘

jadzr/ds = —1, niin integraali saa negatiivisen etumerkin. Yhdistdmalld kummankin
sivun yhtélot saadaan

. A A
/ F-tds = —(Fy(x0,v0, 20 — —Z)Ax — F(w0, Y0, 20 + —Z)AZ)Ax
S1+S3 2 2
Fx(an Yo, 20 — %) - Fx(x07y07 Zo + %)

= — Ay AzxAy,




1 R
AS S1+S3

missd AzrAy kuvaa suorakulmion alaa AS. Jolloin jélleen

Fo(20, Yo, 20 — %) — Fy (20,90, 20 + %)
Ay

Samoin integraaliksi yli z-akselin suuntaisten sivujen S; ja 5, saadaan

F-tds=—(F,(x
So+S4

x Az

5 Yo 20)Ax — F,(wo + 5 Yo, 20))Az
B _Fz($0 - %ayOVZO)AJ" - Fz(l’o + %myO?ZU)

B Az

ArAz.
Jalleen jakamalla kiyrédintegraali suorakulmion pinta-alalla saadaan

F.(xg — %, Yo, 20) Az — F,(zo + %, Yo, %0)
Sa+S4 Az
Nyt ndma yhdistamalld voidaan laskea raja-arjo

1 5 or, OF,
o Ry i = G-

: 9
Ox 0z )

Tarkastellaan vield lopuksi tilannetta, jossa integroimispolku on yz-tasossa (kuva
. Olkoon suorakulmion sivut nyt Ay ja Az ja suorakulmion keskipiste (g, yo, 20)-

Yo + A’ij/21
Yo \
Yo — Ay/2 |
20+ Az/2 "\I‘_, . : -
||‘ » v . S |
Z0 | A
| i
II‘ A'
zn — AZ/? I"|‘

Kuva 3: Vektorikentta ja integroitava kierto yz-tasossa



Jaetaan integroitava polku jélleen neljaan osaan suorakulmion sivujen mukai-
sesti. Olkoon sivut Sy, Sy, S3 ja S4. Integrointi suoritetaan jélleen kahdessa osassa
eri akseleiden suuntaisten sivujen yli ja tulokset yhdistetdan yhdeksi lausekkeeks
samaan tapaan kuin aiempien integroimispolkujen kohdalla.

Néamé kolme polkua kuvaavat kukin kentén pyorteisyytta tiettyyn suuntaan. Las-
kemalla ja yhdistadmaélld ne saadaan vektori, joka kuvaa kentén pyorteisyytta eli saa-
daan kentén roottori F' (engl. curl F).

Kierto nimetéédn aina sen normaalivektorin mukaan kiyttden apuna oikeankiden-
saantod, jossa peukalo osoittaa normaalin suuntaan ja muut sormet kierron suun-
taan. Eli kiertotapahtuu tason keskipisteen kautta kulkevan normaalin suuntaisen
akselin ympéri. Oikeankddensddnnolla raja-arvo limag_,o ¢ F - t ds/AS lasketaan
seuraavasti:

OF, OF,
Jos polun normaali on i, lasketaan — £
oy 0z
OF, OF,
Jos polun normaali on j, lasketaan — .
0z ox
oF, OF,
Jos polun normaali on k, lasketaan —2 — .
x oy
Roottorin lauseketta
oF, OF, 0F, OF oF, OF,
HF) =3 z Y . z z L Yy T
rot(F) Z(ay 8z)+j(8z 8:17>+ (8x Gy)

kéytetddn usein roottorin méaritelmien yhteydessa. Lisdksi monesti nidkee roottorin
ilmaistavan determinantin avulla

i § ok

e} 0 0
VXF:£a—y&.

F, F, F.

Funktion ja nablan ristitulo on yleisesti kiytetty symboli roottorille.

4 Yhteenveto

Vektorikentan pyorteisyyttd voidaan mitata kahdella tavalla. Mittaus voidaan suo-
rittaa laskemalla kiyridintegraaleja kuvitteellisen laatan reinan ympéari. Téhéan vaa-
ditaan kolmen kéyrdintegraalin laskemista joko laatan suunnan mukaisesti tai sen
normaalin mukaan. Tasolle voidaan méaarittda kaksi normaalia, joista oikean kidden
saannon mukaan voidaan valita oikea.

Toinen tapa pyorteisyyden maérittadmiseen olisi dskettdin lapikéyty roottori. Root-
tori on siis matemaattinen apukeino maaritettiessa moniulotteisempaa liiketté. Root-
torilla voidaan ilmaista ilmitté, jota olisi muuten hankalaa mallintaa. Roottori il-
maisee, kuinka paljon suurimmillaan kenttd vaikuttaa polkuun ja esimerkiksi ho-
mogeenisessd kentédssa roottori on nolla, kun kaikkialla vaikutus on sama. Téalloin
kenttd on siis pyorteeton.



Pyorteisyyttd mééritellessd tarkasteltiin kenttdd F' = (—y, x,0) origon léheisyy-
dessé (kuvat , ja . Naissd huomattiin, miten pyorteisyys esiintyi z-akseliin nah-
den kohtisuoralla tasolla, mutta ei x- tai y-akselien suhteen kohtisuorilla tasoilla.
Kyseisen kentén roottori on (0,0,2), josta voidaan tulkita, ettd kaikki kentén pyor-
teet kulkevat vain z-akselin ympéri.

Pyorteisyyden ei kuitenkaan tarvitse rajoittua koordinaattiakseleita kohtisuoriin
pyorteisiin. Tarkastellaan kuvaa [4] Tédssé on esitettyné laatta S ja sen normaalivek-

tori u oikean kidden sddnnon mukaisesti.

y —

Kuva 4: Vino taso ja sen normaali

Toistamalla néille komponenteille aiemmin kiydyt laskut saadaan kentén root-
toriksi V x F' ja normaalin u pistetulona kerrottuna laatan pinta-alalla AS. Tar-

kemmin

) 1 .
(VxF)-u:AlérEOA—S F-tds

Lisdamalla kuvaan vektorikentédn F' ja maarittdmalld roottorin arvoksi V x F' =
(1,1,1) saadaan kuvan [5| mukainen tilanne. Téstd voidaan huomata roottorin ja
laatan normaalin olevan ldhes yhdensuuntaisia, jolloin sisdtuloksi saadaan

(VXF)-u>0.



Kuva 5: Koordinaattiakseleihin nahden vino kentta

Pohditaan viela tilannetta, jossa kenttd onkin laattaan ndhden kohtisuorassa.
Tama on esitettynd kuvassal6l Nyt kiyrdintegraali hivida, kun eri sivujen tuottamat
integraalit kumoavat toisensa ja néin sisatuloksi saadaan

(VXF)-u=0.
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Kuva 6: Kentta kohtisuorassa

Kuten téssa tutkielmassa esiintyvista kuvista voi paatelld, on roottorin kuvaami-
nen hankalaa kolmiulotteisessa avaruudessa. Jotta voidaan kuvata edes vahénkaan
selkedisti roottoria, on kuvista jouduttu karsimaan osa tasoista ja yksin kertaista-
maan. Esimerkiksi, jos kuvassa olisi esitetty vektorikenttd mahdollisimman laajasti,
ei siitd hahmottuisi yhta selkeésti ja yksiselitteisesti sen luonne. Ideaali esitystapa
naille olisikin liikuteltava kuva, jolloin lukija voisi tarkastella sitd, monesta nakdkul-
masta.
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