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Tassé tutkielmassa tutustutaan lineaarialgebran vektoriavaruutta laajentavaan ké-
sitteeseen, jota kutsutaan moduliksi. Maaritellddn modulit aksioomien avulla ja kési-
telladn myos alimoduleja. Lopuksi tarkastellaan vapaita moduleja seké laajennetaan
tarkastelua matriiseihin ja Smithin normaalimuotoon.
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1 Johdanto

Modulit ovat vektoriavaruuksien yleistyksié [I]. Niiden historia ulottuu 1800-luvun
puolelle. Richard Dedekind kéytti modulin késitetta algebrallisen lukuteorian yh-
teydessa ensimmaisen kerran vuonna 1871. Dedekind kuitenkin tarkoitti késitteel-
1a vain kompleksilukujen additiivisen ryhmén aliryhméa eli Z-modulia. 1900-luvun
alussa Emanuel Lasker kiaytti modulin késitettd ideaalin késitteen kanssa synonyy-
min tavoin. Vasta mychemmin 1900-luvulla Emmy Noether kiytti modulin kasitetta
samalla tavalla kuin se nykyaan ymmarretaén. Noether oli ensimmaéinen, joka kaytti
modulin késitetta oikeassa merkityksessaéan [2].

Moduleilla on paljon sovelluksia. Muun muassa lineaariavaruuksien tarkastelu
moduleina yhdestéd vektoriavaruudesta toiseen polynomirenkaan F'(z) yli, missd F
on vektoriavaruuksien skalaareiden kunta, johtaa esimerkiksi Jordanin kanoniseen
muotoon [I]. Moduleja voi hyddyntda myos esimerkiksi koodausteoriassa, erityisesti
lineaaristen koodien yhteydessé [3].

Tutkielman tarkoituksena on opettaa lukijalle, millaisia algebrallisia rakenteita
modulit ovat. Lisdksi tutkielma pyrkii herdattdméan lukijan kiinnostuksen moduleja
kohtaan ja sitd kautta innostamaan lukijaa tutkimaan niitd lisdd. Tutkielma poh-
jautuu lahteeseen [I].

2 Modulin maaritelma
Yksinkertaisesti moduli on vektoriavaruus, jonka méadritelméssa kertoimien kunta
korvataan renkaalla.

Ma&aritelladn vasen R-moduli. Oikea R-moduli méaritelladn samankaltaisten ak-

sioomien avulla.

Maaritelma 1. Vasen R-moduli M yli renkaan R, jossa 1z on ykkdsalkio, on Abelin
ryhmé varustettuna skalaaritulolla

i Rx M — M,

missi -(a, m) = a-m, kaikilla « € R jam € M, ja missi a ja M tayttavit seuraavat
aksioomat:

e a-(f-m)=(aP)-m
e (a+p)-m=(a-m)+(6-m)
ea-(m+n)=a-m+a-n

e lp-m=m,

missd o, f € Rjam,n e M.



2.1 Modulit poikkeavat vektoriavaruuksista

Tarkastellaan rationaalilukuja Q Z-modulina. Nyt Q on Z-moduli, silla Q muodostaa
Abelin ryhmaén. Lisdksi moduliaksioomat péatevat, koska alkioille a, b, ¢, d, m,n, € Z
ja ¢, ¢ € Q pitevat laskulait

o n(m3) = (nm)¢

° (n+m)%:n%+m

Salls]

o n(§+ 5) =ng+ng

missa on kaytetty kokonaislukujen Z ja rationaalilukujen Q tuttuja ominaisuuksia.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd Z-modulilla Q ei ole kantaa. Kaytetddn apuna line-
aarisen riippumattomuuden méaritelméa ja kannan méaédritelméaé, jossa vektoriava-
ruus korvataan modulilla ja skalaarikunta renkaalla.

Modulin @Q alkiot eiviat pysty muodostamaan modulin Q kantaa. Modulin Q
kanta ei voi muodostua yhdesta alkiosta, silla jos néin olisi, olisi olemassa elementti
a/b € Q,a,b € Z ja b # 0, missi jokainen modulin Q alkio voitaisiin esittdd tdméan
alkion kokonaislukukerronnalla eli jollekin r € Z,

a a
r— =

. 1
b b+1 (1)
Tama ei ole mahdollista, koska yhtalon [1] mukaan

r(b+1)=5b
eli
b
b+ 1]

missd b # 0 eli r € Z. Paddytéén siis ristiriitaan. Seuraavaksi osoitetaan, etté kaksi
modulin Q alkiota eivit voi muodostaa modulin QQ kantaa. Olkoon a; /by, as /by € Q
ja a1 /by # as/by, missd ay, as, by, by € Z ja by, by # 0. Nyt 11,79 € Z ja lineaarisen
riippumattomuuden mukaan

a1 a2
r— + ro— = 0,
by by
jos ja vain jos kertoimet ry ja ro ovat 0. Jos valitaan r; = bjas ja r9 = —bsay, niin

r1,7o € Z ja edelld mainittu lauseke on lineaarisesti riippuva. Joten, kun valitaan
mitkd tahansa kaksi modulin Q alkiota, niin ne ovat lineaarisesti riippuvia ja ta-
ten eivat voi muodostaa modulin Q kantaa. Induktiotodistuksesta seuraa laajennus:
miké tahansa kahta suurempi alkioiden méara modulilla Q on lineaarisesti riippuva
eikéd taten voi muodostaa modulin Q kantaa.



2.2 Esimerkki

Modulien aksioomat ovat hyvin samankaltaiset kuin vektoriavaruuksien, mutta pie-
nien muutoksien seuraukset ovat monipuoliset. Monet objektit osoittautuvat modu-
leiksi. Esimerkiksi Abelin ryhmé G, jossa on ryhméoperaatio +, on Z-moduli, jonka
skalaarinen kertolasku on maéaaritelty seuraavasti: g € G jan € Z,

g+g+---+g,josn>0
nk;;taa

(—=9) +(=g) +---+(=g), jos n <0,
nk;taa

ng =

missd —g on alkion g kd#nteisalkio. Voidaan my0s osoittaa, ettd renkaan R vasem-
manpuoleiset ihanteet ovat R-moduleja, ja ettd vektroriavaruudet ovat modulien
erikoistapauksia tilanteissa, joissa rengas R on kunta.

3 Hyodyllisia maaritelmia ja lauseita

3.1 Maaritelmia

Monet ryhmiin, renkaisiin ja vektoriavaruuksiin liittyviat madritelméat pateviat myos
moduleihin, koska modulit ovat néiden késitteiden yleistyksid. Seuraavaksi mé&ari-
telladn alimodulin késite sekd tutkitaan vastaavan osajoukon ominaisuuksia.

Maaritelma 2. Olkoon R rengas ja olkoon M R-moduli. R-modulin M osajoukko
N on R-alimoduli, jos ja vain jos N on Abelin ryhmén M aliryhmé ja N on R-
moduli, missé skalaarikertolasku - on maéritelty kuten modulissa M ja a-n € N
kaikilla a € R jan € N.

Esimerkkeja alimoduleista ovat Abelin ryhmén aliryhmét, jotka ovat Z-alimoduleita
ja renkaan R ihanteet, joissa rengas R on R-moduli.

Maaritelma 3. Olkoot R rengas, M R-moduli sekd N R-modulin M R-alimoduli.
Osamddramoduli M /N on Abelin ryhmén M tekijaryhmé, joka on my6s R-moduli,
missd skalaarikertolasku o maéritellaan

ao(m+N)=a-m+ N,

kaikilla « € R, m + N € M/N.

Jos m+ N = m' + N niin m —m' € N, mistd saadaan o - m — a - m’ =
a-(m—m') € N, koska N on alimoduli ja siten suljettu skalaarikertolaskussa. Siis
a-m+ N =a-m'+ N. Taten osaméaaramodulin skalaarinen kertolasku on hyvin
madaritelty.

Seuraavaksi maaritelladn modulihomomorfismin ja moduli-isomorfismin kasit-
teet, jotka ovat térkeitd ryhmien, renkaiden, kuntien ja vektoriavaruuksien tutkimi-
sessa.

Maaritelma 4. Olkoon R rengas ja olkoon M ja N R-moduleita. Funktio f : M —
N on R-modulihomomorfismi jos ja vain jos seuraavat ehdot patevit:



o f(my+mg) = f(my)+ f(ms) kaikilla my,me € M ja

o f(a-m)=a- f(m) kaikilla « € R,m € M.
Maaritelma 5. Olkoot R rengas, M ja N R-moduleita sekd f : M — N R-
modulihomomorfismi. Funktio f on R-modulin isomorfismi jos ja vain jos f on
bijektio.

Madritelladn viela generoidun alimodulin késite, joka on yleistys vektoreiden vi-
rittdméasta aliavaruudesta lineaarialgebrassa ja ihanteen késitteesta rengasteoriassa.

Maaritelma 6. Olkoot R rengas, M R-moduli sekd S R-modulin M osajoukko.
Madéritelladn joukon S generoima alimoduli M seuraavasti:

(S) = {Zaisi |n€N,a; € R,s; € 5,1 <i<n}.
i=1
Maaritelma 7. Olkoot R rengas, M R-moduli sekd S R-modulin M osajoukko.
Madritellddan alimodulin (S) generaattoreiksi joukon S alkiot. Moduli M on ddrel-
linen jos ja vain jos M = (S), missd S on &éarellinen joukko. Moduli M on syklinen
jos ja vain jos M = ({m}) jollekin m € M.

Maaritelma 8. Olkoon R rengas, olkoon M R-moduli ja olkoon S R-modulin M
osajoukko. Maaritelldan R-modulin M aste R-modulin M generaattoreiden vahim-
méismadrdksi. Merkitddn R-modulin M astetta rank(M).

Syklisen R-modulin késite yleistda syklisen ryhmén késitteen, koska Abelin ryh-
mé on syklinen jos ja vain jos se on syklinen Z-moduli.

3.2 Lauseita

On olemassa kolme isomorfialausetta sekd ryhmille ettd renkaille. Koska modulit
yleistavit sekd Abelin ryhmiéd ettd renkaita, myos moduleille on olemassa kolme
isomorfialausetta. Todistetaan vain ensimmaéinen isomorfialause, sillé lauseet [2] ja
todistetaan samalla tavalla.

Lause 1. (Ensimmdinen isomorfialause). Olkoot R rengas, M ja N R-moduleita
seki f: M — N R-modulihomomorfismi. Silloin M /Ker(f) = Im(f).

Todistus. Ryhmia koskevasta ensimmaisesta isomorfialauseesta saamme kuvauksen
f: M/Ker(f) — Im(f), joka miaritelliin f(m + Ker(f)) = f(m). Kuvaus
on hyvin méaritelty Abelin ryhmén isomorfismi. Todistetaan vield, ettd f on R-
modulihomomorfismi kaikilla « € R,m € M. Nyt

flao(m+Ker(f))) = fla-m+Ker(f)) = f(a-m) = a- f(m) = a- f(m+ Ker(f)).
[l

Lause 2. (Toinen isomorfialause). Olkoon R rengas, olkoon M R-moduli ja olkoon
N ja P R-modulin M R-alimoduleita. Silloin

(N + P)/P = N/(N N P).

Lause 3. (Kolmas isomorfialause). Olkoot R rengas, M R-moduli seki N ja P
R-modulin M R-alimoduleita, missd P C N. Silloin

M/N = (M/P)(N/P).
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4 Vapaat modulit

Soveltamalla samankaltaista ajattelutapaa darellisesti generoiduille moduleille pééi-
hannealueen yli kuin &dérellisille Abelin ryhmille tarvitsemme suoran tulon vastaavan
késitteen moduleille.

Maaritelma 9. Olkoon R rengas ja M, ..., M, darellinen méara R-moduleja. M&a-
ritelldéan karteesiselle tulolle M7 x. .. x M, yhteenlasku, jota merkitdan symbolilla +,
ja skalaarikertolasku, jota merkitdan symbolilla o, kun x;, 4, € M,i € N1 <17 < n.
Nyt
(X1, s T0) + (Y1s - Yn) = (X1 4+ Y1y T+ Yn)
ja kaikilla o € R
Qo (Ty,...,T,) = (a-T1,...,«a-Ty).

Talloin karteesinen tulo M; x ... x M, on R-moduli, jossa on yhteenlasku + ja ska-
laarikertolasku o. Tata kutsutaan My, ..., M, suoraksi summaksi. Merkitaan suoraa
summaa My, ..., M, seuraavasti:

]\41 PP Mn_
Seuraava lause on hyddyllinen myShemmin tutkielmassa.

Lause 4. Olkoot R-rengas, M R-moduli ja My, ..., M, R-modulin M sellaiset ali-
modulit, ettd

e M =M +---+ M, ja
o kun1<i<mn,
M;OV(My+ -+ My + My + -+ + M,) = {0}.

Silloin
M=M®---dM,.

Todistus. Madritelladan kuvaus f; : M; — M, f;(x) = x kaikilla z € M;. Olkoon
fMi® - M, — M

f(r, .o zn) = filz) + -+ folan) =2+ + 2y

Selvasti ndhdéén, ettd f on R-modulihomomorfismi. Oletusten ensimmaisen ehdon
perusteella f on surjektio. Valitaan nyt (yi,...,y,) € Ker(f). Talloin y1+- - -4y, =
0. Saadaan

YVi=—Y1—  —Yie1 — Yit1 — ** — Yn,

mista seuraa
yi € My (My + -+ My + My + -+ M,) = {0}

oletusten toisen ehdon perusteella. Néin ollen (yi,...,y,) = 0, joten Ker(f) =0 ja
siten f on injektio. Kuvaus f on siis seké surjektio etté injektio. Taten kuvaus f on
bijektiivinen kuvaus eli isomorfismi. m



Kappaleessa |2.1| osoitettiin, ettei kaikilla moduleilla ole kantaa. Nyt kuitenkin ra-
joitetaan tarkastelu moduleihin, joilla on kanta. Kanta esittda darettomén joukon
adrellisella méaralld alkioita.

Formalisoidaan kannan késite aiemmin kiytetysté lineaarialgebrallisesta kielesta.

Maaritelma 10. Olkoon R rengas ja olkoon S R-modulin M osajoukko. Joukko S
on lineaarisesti risppumaton yli renkaan R, jos ehdosta

A1x1++)\nxn:0
seuraa, ettd \; =0, missa \; € Rjax; € S, kuni e N, 1 <i < n.

Maaritelma 11. Olkoon R rengas ja olkoon S R-modulin M &érellinen osajoukko.
Silloin S on R-modulin M kanta jos ja vain jos M = (S) ja S on lineaarisesti
riippumaton yli renkaan R.

Seuraavaksi méaéritelladn vapaan modulin késite.

Maaritelma 12. Olkoon R-rengas ja olkoon M R-moduli. R moduli M on vapaa
jos ja vain jos R-modulilla M on kanta.

Osoitetaan, ettd vapaat modulit kiyttaytyvat hyvin samalla tavalla kuin vek-
toriavaruudet. Oletetaan, ettd M on vapaa moduli, jonka kantana on wv;, missa
i € Njal < i < n. Tarkastellaan nyt alimodulia, jonka generoi v;, ({v;}), jol-
lekin j € N, 1 < j < n. Tarkastellaan rengasta R R-modulina. Maaritellaan kuvaus
¢; : R — ({v;}) lausekkeella

¢;(r) = rv;.

Kuvaus ¢; on homomorfismi, koska
¢j(air + agre) = (a1r1 + a9r2)vj; = a1V + aorav; = a10;(r1) + asd;(r2).

Oikeastaan ¢; on isomorfismi, koska selvasti nahdéén, etta kuvaus on surjektiivinen
ja koska {v;} on lineaarisesti riippumaton joukko, kuvauksen ¢; ydin on 0, kuvaus
on myos injektiivinen. Eli kuvaus on bijektiivinen ja téten ¢; on isomorfismi. Koska
vektorit v; generoivat R -modulin M, niin seuraavat yhtdsuuruudet patevit vekto-
reiden v; lineaarisen riippumattomuuden vuoksi:

M = ({vi}) + -+ {on})
ja
{oh) 0 ({o}) + -+ {oiah) + {via ) + - + (o)) = {0}

Lauseen 4| mukaan R-moduli M on vektoreiden v; generoimien alimodulien suora
summa. Koska (v;) on isomorfinen renkaan R kanssa, voimme tulkita vapaan mo-
dulin seuraavasti: Vapaa moduli on renkaan R isomorfisten kopioiden suora summa.
Talloin voimme tulkita vapaan modulin R listana n-alkioita, missa skalaarikertolas-
ku ja yhteenlasku suoritetaan komponenteittain.

Keskeinen lause lineaarialgebrassa sanoo, etta jokaisella vektoriavaruuden kan-
nalla on sama maéréd alkioita, mikd mahdollistaa vektoriavaruuden ulottuvuuden



hyvin maaritellyn kasitteen. Jos vapaan modulin kerrointen renkaana on kommuta-
tiivinen rengas, niin jokaisella kannalla on sama maéra alkioita, joka tarkoittaa, etta
vapaalla modulilla on hyvin méaéritelty aste. On olemassa kuitenkin esimerkkejé,
jotka rikkovat tdmén ominaisuuden, mutta niitd ei kisitella tassa tutkielmassa.

Lopuksi todetaan, ettd annetulla renkaalla R mikd tahansa dérellinen R-moduli
N voidaan esittdd vapaan R-modulin R-homomorfisena kuvana. Otetaan R-modulin
N generaattorijoukko {y;|1 < i < k, k € N}. Rakennetaan vapaa R-moduli, jonka
kantana on k alkion joukko {z;|1 < i < k,k € N}. Lopuksi mééritelladn jokaiselle
1,1 <1 <k, kuvaus, joka vie alkion z; alkioksi ;. Mika tahansa aérellinen R-moduli
on isomorfinen vapaan R-modulin osamaéramodulin kanssa, kuten ensimméinen iso-
morfialause sanoo.

5 Matriisit ja Smithin normaalimuoto

Tutkitaan viela matriiseja. Kuten matriisit lineaarialgebrassa esittavéit lineaariku-
vauksia vektoriavaruuksien valilld, matriisit modulien tutkimuksessa esittédvat ho-
momorfismeja vapaiden modulien valilla.

5.1 Homomorfismin muuttaminen matriisiksi

Esimerkki 1. Olkoot R rengas, M vapaa R-moduli, jonka aste on rank(M) = m
ja kanta {vy,...,v,}. Olkoon lisdksi N vapaa R-moduli, jonka aste on rank(N) =
n ja kanta {wq,...,wy}. Olkoon f : M — N R-modulihomomorfismi. T&ll6in
kaikille 1 < ¢ < m, f(v;) € N, ja siksi se voidaan esittdd kantavektoreiden N

lineaarikombinaationa
n

Fl) =" agw;,

=1

missa a;; € R. Jos merkitdan matriisin alkio a;; rivilla 7 ja sarakkeessa j, saadaan
homomorfismille matriisiesitys.

Matriisikertolasku voidaan késittda vapaiden R-modulihomomorfismien yhdistelma-
n4, jos ja vain jos R on kommutatiivinen. Koska kommutatiivisilla renkailla on myos
hyvin maaritelty aste, rajataan késittely jatkossa kommutatiivisiin renkaisiin.

5.2 Smithin normaalimuodon idea

Motivoidaan lineaarialgebrasta tutun kannan tédydentdmisen ajatuksella Smithin
normaalimuoto tarkastelemalla seuraavaa ongelmaa: liitetdan vapaan R-modulin M
kanta x,...,x, airellisesti generoidun alimodulin generaattoreihin {us, ..., um},
missd m < n. Alimodulin generaattoreille voidaan luonnollisesti maaritella esitys
kantavektoreiden suhteen. Kuten lineaarialgebrassa, kanta voidaan vaihtaa kannasta
= (zy...7,)" kantaan y = (y; ...y,)" kertomalla siédnnolliselld matriisilla P, jol-
loin y = Px. Myos generaattoreita voidaan vaihtaa generaattorista v = (vy ... v,,)7"
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generaattoriin w = (wy ... w,)T kertomalla sdinnélliselld matriisilla Q. Koska gene-
raattorit ovat kantavektoreiden lineaarikombinaatioita, saadaan

U= AX,

missd A on kerroinmatriisi, joka koostuu kantavektoreiden lineaarikombinaatioiden
kertoimista. Méaritelman mukaisesti:

V =QU = QAX = QAP

joten uusi kerroinmatriisi on QAP~!. Smithin normaalimuodon perusidea on vali-
ta () ja P niin, ettd uudet generaattorit liittyvéit uusiin kantavektoreihin yksinker-
taisella tavalla. Tarkemmin sanottuna Smithin normaalimuodossa kerroinmatriisilla
B = QAP™! on seuraava ominaisuus: b;; = 0, kun i # j, ja by = b; # 0, kun i = j.
Lisaksi b;|b;41 kaikilla i.

Seuraus 1. Jokainen generaattori on uuden kantavektorin skalaarikerroin.

Saannollisen matriisin tapauksessa on syytéa olla tarkkana, silld renkaassa R ole-
van matriisin kidanteismatriisilla tulee myo6s olla alkiot renkaasta R. Esimerkiksi ko-
konaislukujen tapauksessa matriisin kddnteismatriisin alkioiden tulee olla myé&s ko-
konaislukuja, miké rajoittaa kadntyvat matriisit kokonaslukujen tapauksessa niihin,
joiden determinantti on +1. Determinantin tulee olla siis yksikko eli alkio, jolla on
kddnteisalkio saman renkaan sisilld, jotta matriisi voi olla sdénnéllinen.

5.3 Smithin normaalimuoto

Rajoitetaan perusrengasta vield kommutatiivisista renkaista pddihannealueeseen.
Esimerkisséa kertoimien renkaana on kokonaislukujen padihannealue ja lopuksi paa-
dytdan Smithin normaalimuotoon. Smithin normaalimuodon olemassaoloa ei todis-
teta, mutta esimerkin avulla voi huomata, ettd prosessi paattyy &darellisen monen
askeleen jalkeen. Jos tehddan samat rivitoimitukset identiteettimatriisille ja samat
saraketoimitukset toiselle identiteettimatriisille, niin 16ydetadan matriisit P ja @), jot-
ka muuttavat kannan ja generaattorit.

Oletetaan, ettd on olemassa Z-moduli M, jonka kanta on {1, s, z3, 24 }. Olkoon
K Z-alimoduli, jonka generaattorit ovat vy, ve ja v3, missa vy = 2xy + 9 — 314 —
T4, Vg = T1 — Ty — 3x3 + T4 ja v3 = 4wy — 4x9 + 1624. TEllGIn kerroinmatriisi on

2 1 -3 -1
A=1|1 -1 -3 1
4 —4 0 16

Muutetaan nyt matriisi A Smithin normaalimuotoon:

Is A I,
1 00 2 1 -3 -1 (1) (1) 8 8
=10 10 1 -1 -3 1 00 10
0 01 4 —4 0 16 000 1



0010\ /1 -1 -3 1\ "Y0
Ri+R> 0100
== 1 00) |2 1 =3 -1)|0,
001)\4 -4 0 16/, 7,
| 1 0\ /1 -1 =3 1 5288
SR L =2 0] {0033 =3 )0
0 -4 1/ \0 0 12 12/ \0
10\ /100 o) (-2
C1+C2;3C1+C3;—1C1+Cy 010 O
P =2 0) 03 3 =3[0
0 -4 1/ \0 012 12/ o, |
1o\ /100 o\ (LT 2
—C9+4C3;C2+Cy 0 1 —1 1
—/Es =200 30 0,0 1 o
0 —4 1/ \0 0 12 12/, o o
0 1 0 1000(1)1_21_22
— e 2 0) (o3 00|, ] 5
0 -4 1/\0o0120/\s, 4 ;
=Q B P

Helposti voitaisiin myds tarkistaa, etti QAP~! = B. Nyt modulin M uusi kanta
on {y1,v2,Ys,Ys}, ja alimodulin K generaattorit ovat wy; = 31, ws = 3y ja wz =
12y3. Koska generaattorit w; generoivat Z-alimodulin K ja alkiot y; sekd w; ovat
lineaarisesti riippumattomia, muodostaa w; kannan K. Néin ollen K on vapaa Z-
alimoduli.



Viitteet

[1] Poulsen, D. (2010). Modules: An introduction. University of Puget Sound.

[2] Kleiner, I., & Kleiner, 1. (2007). A History of Abstract Algebra (1st ed.). Springer
Nature. https://doi.org/10.1007,/978-0-8176-4685-1

[3] Faldiyan, M., & Sylviani, S. (2024). Application of Module to Coding Theory:
A Systematic Literature Review. https://doi.org/10.48550/arxiv.2401.02489

10



	Johdanto
	Modulin määritelmä
	Modulit poikkeavat vektoriavaruuksista
	Esimerkki

	Hyödyllisiä määritelmiä ja lauseita
	Määritelmiä
	Lauseita

	Vapaat modulit
	Matriisit ja Smithin normaalimuoto
	Homomorfismin muuttaminen matriisiksi
	Smithin normaalimuodon idea
	Smithin normaalimuoto


