84 TURUN
?’/a \\\\ YLIOPISTO

YMPYRAPEILAUS JA STEINERIN KETJU

Marcus Rautsala

LuK-tutkielma
Marraskuu 2024

Ohjaaja:
Dos. Jyrki Lahtonen

MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS



Turun yliopiston laatujarjestelmén mukaisesti tdmén julkaisun alkuperéisyys on tar-
kastettu Turnitin OriginalityCheck-jarjestelmalla



TURUN YLIOPISTO
Matematiikan ja tilastotieteen laitos

MARCUS RAUTSALA: Ympyréapeilaus ja Steinerin ketju
LuK-tutkielma, 17 s.

Matematiikka

Marraskuu 2024

Tassé tutkielmassa méaritelladn ympyrapeilaus eli inversio ja esitellddn ympyrapei-
lauksen geometrisid ominaisuuksia seké niihin liittyvia lauseita ja todistuksia.

Tutkielman jalkimmaéisessé osassa esitellddn sveitsildisen matemaatikon Jakob Stei-
nerin maaritteleméa Steiner ketju ja kidlydaan lapi tahén liittyvid lauseita ja todistuk-

Sla.

Asiasanat: ympyrépeilaus, Steinerin ketju, Steinerin porismi






Sisallys

(l__Johdantol

2 Ympyrapeilaus|

2.1 Invertoidun pisteen loytaminen

[3  Steinerin ketjul
[3.1 Steinerin porismi| . . . . . ..
[3.2  Steinerin ketjun ominaisuuksial







1 Johdanto

Tasogeometria eli kaksiulotteista avaruutta késittelevd geometrian osa-alue tutkii
pisteité, pistejoukkoja, kulmia, etédisyyksié ja alueita. Yksi tasogeometrian peruskéi-
site on ympyra. Ympyréapeilauksessa eli inversiossa kiytetddn tasossa olevaa ympy-
rad kuvaamaan tason pisteet uusille sijainneille. Téssa tyossd madritellaan ympyra-
peilaus ja kdydédan lapi ympyréapeilaukseen liittyvia ominaisuuksia todistuksineen.

Inversio liittyy oleellisesti Steinerin ketjuun sekd sitd kuvaavaan Steinerin po-
rismiin. Namé késitteet méaritteli sveitsilainen matemaatikko Jakob Steiner (1796—
1863), joka tutki padosin geometriaa. Steinerin kontribuutio alalle on ollut merkit-
tava, ja hantad on pidetty yhtend maailman merkittdvimpéanad puhtaana geometrik-
kona. Téssa tyossd madritelladn molemmat kasitteet seké todistetaan niihin liittyvia
tuloksia.



2 Ympyrapeilaus

Ympyrapeilaus eli inversio on kuvaus, joka vaihtaa ympyréan ulkopuolisen ja sisé-
puolisen alueen keskenaén.

Maaritelma 1. Olkoon w annettu ympyré, jolla on keskipiste O ja séde r, eli
w(O,r). Inversio I = I, kuvaa pisteen P # O pisteeksi I,,(P) = P’ niin, ettd P’

kuuluu puolisuoralle O? ja OP-OP =r?

Inversio I, ei ole tason E transformaatio, silld se ei ole maaritelty pisteelle O,
mutta [, on bijektio E\ {O} — E\ {O}.

Inversiossa [, jokainen ympyran w kehédpiste kuvautuu itselleen. Voidaan myds
ajatella, etté pisteelle O on olemassa kuva ddrettomyydessa — tdhén ideaan palataan
luvussa 2.3.

2.1 Invertoidun pisteen loytaminen

Madritelladan valitun pisteen P kuva I,(P) geometriselld konstruktiolla:

Oletetaan, ettd piste P on ympyrdn w sisilld. Piirretaén suoralle £(O, P) nor-
maali pisteeseen P, jolloin sen ja ympyran w leikkauspisteeseen () piirretty tangentti
leikkaa suoran ¢(O, P) inversiopisteessa P’.
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Kuva 1: Havainnollistus inversiopisteen P’ 16ytdmisesté.

Havaitaan, ettd AOPQ ~ AOQP’, josta saadaan OP/OQ = OQ/OP’, josta
edelleen saadaan OP - OP' = 0Q? = 2.

Kun piste P on ympyran w ulkopuolella, kuvattu piste I, (P) 10ydetddn kdéntei-
sessa jarjestyksessa:
Loydetaén pisteen P kautta kulkevat ympyréan w tangentit ottamalla janan OP kes-
kipiste M. Piirretdén ympyré «, jonka keskipiste on M ja side on OM. Ympyrat
w ja « leikkaavat toisensa pisteissd @ ja N, jolloin suorat ¢(P, Q) ja {(P, N) ovat
ympyrin w tangentit. Nyt jana QN leikkaa suoran ¢(O, P) inversiopisteessi P’.



Kuva 2: Havainnollistus inversiopisteen P’ 16ytdmisesté.

2.2 Inversion ominaisuuksia

Tassd luvussa esitellddn inversion ominaisuuksia todistuksineen.

Lause 1. Inversio jonkin annetun ympyrin w suhteen on itsensd kddnteiskuvaus,
siis I,(I,(P)) =P eli [;' = 1,.

Todistus. Olkoon w annettu ympyra w(O,r). Olkoon P annettu piste ja sen kuva
I,(P) = Ignversion médritelmén mukaan OP - OP' = r? ja P’ € OP. Havaitaan,
ettda P € OP' ja OP'- OP = r?, joten I,(P') = P. O

Sanotaan, ettd fp on (O-suora, jos se saadaan suorasta /¢, jossa O € {, poista-
malla siitd piste O. Vastaavasti O-ympyra wo saadaan ympyréstd w, jossa O € w,
poistamalla siita piste O.

Lause 2. Olkoon w annettu ympyri w(O,r). Kun O ¢ ¢, kuva I,(¢) on O-ympyrd.
Vastaavasti kun o on O-ympyrd, kuva 1,(a) on suora, jolle O ¢ 1,(a).

Todistus. Olkoon ¢; sellainen suora, ettd ¢, 1 £, 0 € {1 ja A ={¢;N{. Kun P € ¢, niin
AOPA ~ ANOA'P', missa A’ = 1,(A) ja P' = I,(P). Téten jana OA’ on ympyrén «
halkaisija ja P’ on tdmén ympyréan kehélld. Vastaavasti, jos P on ympyran « kehéll4,
niin P’ € /.

Kuva 3: Havainnollistus suoran ¢ ja O-ympyrén « inversiosta.



Lause 3. Jos {4 # Uy, {1 || by ja O ¢ {1, 0, niin suorat £ ja Uy kuvautuvat inversiossa
O-ympyroiksi, jotka sivuavat toisiaan pisteessda O.

Todistus. Lauseesta 2 tiedetdén, ettd suorat ¢; ja fo kuvautuvat O-ympyroiksi. Suo-
rat ¢, ja ¢y ovat yhdensuuntaiset ja ¢; # /{5, joten niilld ei ole leikkauspistetta.
Valitaan suorasta ¢; miké tahansa piste Pj. Suora ¢(O, P;) leikkaa my6s suoran /o
pisteessd, P,. P ja P, ovat erilliset pisteet, joten niiden kuvat P| ja Pj ovat myds
erilliset. Tama voidaan todeta kaikille suoran ¢; pisteelle, joten tdmén perusteel-
la mitkddn suorilta valittujen pisteiden inversiot eivét kohtaa. Ympyrét sivuavat
toisensa ainoastaan pisteessa O, jota ldhestytddn, kun suora jatkuu darettomasti.

Kuva 4: Havainnollistus yhdensuuntaisten suorien inversiosta O-ympyroiksi.

Lause 4. Olkoon o ympyrd, O ¢ «. Tdlloin 1,(c) on ympyra, O ¢ I,(a).

Todistus. Olkoot A ympyréin « keskipiste, P € o ympyran kehépiste ja

Q) € (O, P) N« toinen kehépiste. Piirretdéan pisteen P inversion P’ kautta suoran
((A, Q) kanssa yhdensuuntainen suora. Piste B on tdmén suoran ja suoran £(O, A)
leikkauspiste. Nyt OP - OP' = r? ja AOP'B ~ AOQA, eli OP'/OQ = BP'/AQ.
Laskemalla todetaan, ettd BP' = AQ -r*/(OP-0Q), missi AQ on ympyrin « side
eli vakio, 72 on ympyrin w siteeseen perustuva vakio ja OP-OQ on pisteen potenssi
eli pisteen P valinnasta riippumaton vakio. Taten BP’ on pisteen P valinnasta
riippumaton vakio eli ympyran I, («) side.



Kuva 5: Havainnollistus ympyran « inversiosta ympyraksi.

Lause 5. Inversiossa kuvatut kulmat sdilyttivdt suuruutensa.

Todistus. Olkoot « ja B ympyrat, jotka leikkaavat toisiaan pisteessd C'. Valitaan
piste P inversioympyran w kaarelta niin, ettd suora ¢(O, P) leikkaa ympyrin «
pisteessid A ja ympyran [ pisteessi B. Tiedetdan, ettd AOAC ~ AOC'A’, joten
ZCAO = £Z0C"A'. Vastaavasti AOBC' ~ AOC'B’, joten ZCBO = Z0C'B’. Kul-
ma ZCAO on kolmion AABC' ulkokulma, joten Z/CAO = ZACB + ZCBA. Las-
kemalla saadaan ZACB = (LACB + ZCBA) — ZCBO = ZCAO — ZCBO =
ZO0C'A"— Z/0C'B'= Z/B'C'A'.

Tama todistus on voimassa myo6s suorien valisille kulmille seké suorien ja ympyroi-
den viélisille kulmille.

ZCAO_/6BO

Kuva 6: Havainnollistus kulman suuruuden séilymisesta inversiossa.



Lause 6. Inversioympyrd w, inversiokeskuksen O kautta kulkevat suorat sekd ym-
pyrdt, jotka letkkaavat ympyrdin w kohtisuorasti kuvautuvat inversiossa I, itselleen.

Todistus. Inversioympyrd w kuvautuu selvésti itselleen, silla kun P € w, niin
OP =r, joten OP-OP' =1* = OP' =r=0P = P' = P.

Inversiokeskuksen O kautta kulkeva suora kuvatuu itselleen, silld inversion mé&a-
ritelmén perusteella I,(P) = P — P’ € OP. Lisiiksi kun OP — oo niin OP' — 0
ja vastaavasti kun OP — 0 niin OP" — oo, joten kuvatut pisteet 1,(¢(O, P)) peit-
tavat kaikki suoran ¢(O, P) pisteet.

Ympyra o kuvautuu itselleen, jos « ja inversioympyra w leikkaavat toisensa koh-
tisuorasti. Olkoot @ ja R ympyroiden w ja a leikkauspisteet. Inversiossa kuvatut kul-
mat sdilyttavit suuruutensa, joten invertoitu ympyra I, («) on ympyra, joka leikkaa
ympyran w kohtisuorasti pisteissd () ja R. Leikkauspisteissd kohtisuorasti toisiaan
leikkaavien ympyroiden keskipisteet ja sdteet ovat toistensa tangenttien leikkauspis-
teet ja niiden etdisyydet ympyroiden leikkauspisteista. Séde ja keskipiste mééritte-
levit ympyréan, joten kohtisuorasti samassa kahdessa pisteessé leikkaavat ympyrat
ovat yksikéstteiset eli kuvattu ympyra I, (a) = a.

Kuva 7: Piste P ja inversiopiste P’ sijaitsevat ympyran « kehéalta.

Lauseen 6 viimeistad kohtaa voidaan tdydentaa:

Lause 7. Ympyrd, joka kulkee pisteen P ja sen kuvan I,(P) = P’ kautta, leikkaa
muversioympyran w kohtisuorasti.

Todistus. Olkoon « ympyré, joka kulkee pisteiden P ja P’ kautta sekd leikkaa in-
versioympyrin w pisteissi @ ja R. Inversion méiritelmin mukaan OP - OP' = r? =
OQ?* = OR?, eli kun piirretéén suora £(O, Q) tai suora (O, R) havaitaan, ettd suora

sivuaa ympyraa « ja ympyrat leikkaavat toisiaan kohtisuorasti. O]



Lauseiden 6 ja 7 perusteella voidaan todeta, etta jokainen ympyra, joka leikkaa
inversioympyran kohtisuorasti, kuvautuu itselleen, ja jokainen ympyra, joka kulkee
jonkin pisteen ja sen kuvan kautta, leikkaa inversioympyran kohtisuorasti. Siis

Io)=a <= wla <<= PecaVPea,PP¢aVP¢a.

Lause 8. Ptolemaioksen lause: Olkoot A, B, C ja D tason E pisteitd. Talloin
AD-BC+ AB-CD > AC-BD. Lisdksi yhtdsuuruus on voimassa tarkalleen silloin,
kun ABCD on konsyklinen.

Todistus. Olkoon w r-séteinen ympyra keskipisteelld A. Merkitddn X' = I,(X)
pisteille X. Télloin AC/AB = AB'JAC" ja siten AABC ~ AAC'B', eli

2
BC/AC = B'C’/AB', misté saadaan, ettd B'C' = BC.ABT—A@" Kolmioepayhtélon

mukaan B'C'+C'D" > B'D’, josta siirtymalla edelleen piste‘isiin A, B,C ja D yhtalo
2 2 2

saadaan muotoon BC'- ABTT@—IFCD'ACT-ﬁ > BD.ABTﬁ
voimassa vain jos C' € B'D’. Jana B’D’ on kaaren BD kuva, joten C' € B'D" kun
C' on ympyran «(A, B, D) kaarella BD joka on vastapdati pistettd A. Kertomalla

edellinen yhtilo puolittain luvulla AB-AC-AD /r? saadaan Ptolemaioksen tulos. []

. Yhtasuuruus on

2.3 Inversiotaso

Lause 9. Apolloniuksen mddritelmd ympyrdlle on niiden pisteiden P wura, joiden
etdisyydet kahdesta annetusta pisteesti A ja B ovat annetussa suhteessa r eli
BP =r-AP. Tdimd ympyrd invertoi pisteen A pisteeksi B.

Todistus. Valitaan piste C' janalta AB niin, ettd Apolloniuksen mééritelmé toteu-
tuu eli BC' = r - AC. Valitaan myo6s jokin piste P ¢ ((A, B), jolle BP = r - AP.
Laskemalla saadaan BC'/AC = r = BP/AP, miké tarkoittaa, ettd suora ¢(P,C') on
kulman ZAPB kulmanpuolittaja.

Valitaan piste D suoralta (A, B) niin, ettd C' # D ja BD =r-AD eli BD/AD =r.
Olkoon @ suoralla ¢(A, P). Nyt kulma ZAPQ on 180°:n kulma. Suora ¢( P, D) puolit-
taa kulman ZBPQ), koska BD/AD = r = BP/AP. Nyt kulma ZC P D on suuruudel-
taan puolet kulmien ZAPB ja /BP(Q summasta. Koska ZAPB+/BPQ = ZAPQ,
kulma ZC'PD = 180°/2 = 90°. Muodostunut kulma on siis aina suora, joten kaikki
Apolloniuksen ehdon toteuttavat pisteet P muodostavat ympyrén, tarkalleen ottaen
ympyran w, jolle patee I,(A) = B.



Kuva 8: Suoran kulman ZCPD muodostaminen pisteiden A, B,C, D ja P avulla.

]

Kuten luvun 2 alussa todettiin, inversiossa ympyran w suhteen keskipiste O on
erikoisasemassa, silla 1,(O) ei ole méaritelty tasossa E.

Laajennetaan tasoa [E ideaalipisteella O'. Merkitddn E,, = E U O’, ja mééritel-
ldén 1,(0) = O', 1,(0") = O. Inversiotulosten ja Apolloniuksen lauseen mukaisesti
suoraa voidaan pitdd ympyrdand, jonka sdde on ddrettomaén suuri ja keskipiste on
O'. Kun tdméa samaistus on tehty, laajennettua tasoa E., kutsutaan inversiotasoksi,
jossa suoraa voidaan pitdd ympyrana.

Inversio I, on inversiotason E., transformaatio.

Inversiotasossa E,, yhdensuuntaiset suorat vastaavat ympyroité, jotka sivuavat
pisteessa O, kun taas erisuuntaiset suorat vastaavat ympyroitd, jotka leikkaavat
toisensa kahdessa pisteessd, joista toinen on piste O’. Suora, joka kulkee pisteen O
kautta, vastaa ympyraé, joka leikkaa inversioympyran w kohtisuorasti.



3 Steinerin ketju

Steinerin ketju on joukko toisiaan leikkaamattomia ympyroitd, jotka noudattavat
tiettyja sadntoja. Ketjulla on mielenkiintoisia ominaisuuksia, jotka ilmenevat esi-
merkiksi kun ketjua invertoidaan.

Maaritelma 2. Olkoot « ja § kaksi ympyrad, jotka eivit sivua tai leikkaa toisi-
aan. Steinerin ketju on joukko, johon kuuluu n ympyréaéa. Steinerin ketjuun kuuluva
ympyra sivuaa ketjussa sitd edeltdvad ja seuraavaa ympyrad sekd ympyrat o ja 3,
mutta ei leikkaa eikd sivua ketjun muita ympyroitd. Mikali ketjun ensimmaéinen ja
viimeinen ympyra sivuavat toisiaan, ketjun sanotaan olevan suljettu, muuten ketjun
sanotaan olevan avoin.

3.1 Steinerin porismi

Osoitetaan ensin, etté erikeskiset ympyriat o ja § voidaan kuvata samankeskisiksi
ympyroiksi jollakin inversiolla.

Oikean inversioympyréan 16ytamiseksi etsitddn ensin ympyréiden « ja S radikaa-
liakseli eli suora, jonka jokainen piste P sijaitsee ympyroiden « ja [ tangenteilla
yhtéd kaukana kummankin ympyréan sivuamispisteesta. Toisin sanoen ympyré, jonka
keskipiste P on radikaaliakselilla, leikkaa kohtisuorasti joko molemmat ympyroista
« ja [ tai ei kumpikaan.

Olkoot ympyroiden « ja [ keskipisteiden A ja B koordinaatit (z4,y4) ja (25, ys)
vastaavasti. Piste P sijaitsee ympyroiden « ja [ radikaaliakselilla jos ja vain jos
(xp —24)* + (yp —ya)? — 14 = (zp — x5)* + (yp — yp)*> — 1%, jossa r4 ja rp
ovat ympyroiden « ja [ vastaavat sdteet eli pisteen potenssin arvo kummallekin
ympyrille on sama. Yhtdlod voidaan avata hieman:

(xp — iL“A)2 + (yp — yA)2 - 7’31 = (zp — ZUB)Q + (yP - yB)2 - 7“129

= 0% — 20pTa + T4 Y — 2ypya + Y4 — T4 = T — 20pTp + 15 +yb — 2UpyB + Ys — T

= —20pra+ 2% — 2ypya + Y4 — 14 = —2xpTp + 15 — 2ypyp + Yp — Th

Toisen asteen termit z% ja y% hividvit yhtilostd kokonaan, joten yhtils kuvaa
suoraa. Lisdksi voidaan todeta, ettd kyseinen suora on kohtisuorassa suoraa ((A, B)
vasten: Valitaan y4 = yg = 0, eli A ja B sijaitsevat x-akselilla. Yhtélo saa muodon

2 2 2 2
—2TprAa+ Y —Ty = —2xprR+TH —TpH

2 .2 .2 2
= 2rp(rp —xa) = —24 + 1y +25 — 18
—r4 + i+ -

= =
i 2(xp —x4)

jossa yhtalon oikea puoli on vakiotermi, eli yhtalo kuvaa y-akselin suuntaista suoraa,
miké on x-akselin kanssa kohtisuorassa. Koska « ja 3 ovat erikeskiset, (zp—x4) # 0.



Radikaaliakseli voidaan 16ytaé piirtamélla mikéd tahansa ympyra «, joka leikkaa
ympyrén « pisteissd K ja L sekd ympyran [ pisteissi M ja N. Suorien ((K, L) ja
¢(M, N) leikkauspiste P on radikaaliakselilla, ja tdmé tiedetdén pisteen potenssin
takia: Ympyréstd v tiedetddn, ettd PK - PL = PM - PN. Koska ndmé pisteet si-
jaitsevat myo0s vastaavasti ympyroilla a ja 3, pisteen P potenssin arvo ympyréille o
ja 8 on sama ja P sijaitsee ympyroiden « ja 3 radikaaliakselilla.

Ympyroiden « ja § radikaaliakseli on pisteestd P piirretty suora, joka on kohti-
suorassa ympyroiden « ja [ keskipisteiden kautta kulkevan suoran kanssa.

Kuva 9: Radikaaliakselin 16ytaminen.

Nyt kun radikaaliakseli on muodostettu, valitaan siitd kaksi eri pistetta P ja Q).
Valitaan ympyrét vp ja g, joilla on keskipisteet P ja () vastaavasti ja jotka leikkaa-
vat ympyrét « ja 3 kohtisuorasti. Merkitdan ympyroiden vp ja 7¢ leikkauspisteista
toinen pisteeksi O ja toinen pisteeksi R.

Miké tahansa ympyra w jolla on keskipiste O tai R kuvaa ympyrat « ja [ sa-
mankeskisiksi ympyroiksi o/ ja (.

Kuvien samankeskisyys voidaan osoittaa geometrisesti: Piirretdan jokin inver-
sioympyréd w keskipisteelld O. Ympyrat vp ja ¢ kulkevat pisteen O kautta, joten
kuvat 7p ja 7 ovat erisuuntaisia suoria. Ympyrit yp ja yq leikkaavat pisteen O
lisiksi my6s pisteessd R, joten pisteen R kuva R’ on suorien v ja 7 leikkauspis-
te. Suorat 7p ja 7 leikkaavat myds ympyrditd o’ ja 3" kohtisuorasti, eli molemmat
suorat kulkevat kummankin ympyréin keskipisteen kautta. Ainoa piste, joka kuuluu
molempiin suoriin, on niiden leikkauspiste R/, joten kuvattujen ympyroiden o’ ja (3’
keskipiste on R’ eli ympyrét ovat samankeskiset.

10



Kuva 10: Pisteiden O ja R 16ytdminen seké kuvien o’ ja ' muodostaminen.

Nyt kun on osoitettu, ettd erikeskiset ympyrat voidaan kuvata jollakin inver-
siolla samankeskisiksi, todetaan ettd on riittavaé osoittaa Steinerin ketjun ominai-
suuksia samankeskisilla ympyroilla. Tiedetdéan, ettd ympyroiden ja suorien véliset
sivuamiset, leikkauspisteet ja kulmat siilyvét inversiossa, joten minké tahansa Stei-
nerin ketjun ympyréiden kuvat séilyttavit sivuamisensa ja muodostavat néin toisen
Steinerin ketjun.

Kuva 11: Havainnollistus Steinerin ketjun inversiosta. Ympyrat « ja § ovat
erikeskiset, mutta niiden kuvat o' ja 8’ ovat samankeskiset.

11



Kuva 12: Havainnollistus Steinerin ketjun inversiosta. Ympyrat « ja [ sekéd niiden
kuvat o/ ja 8’ ovat erikeskiset.

Kuva 13: Erikoistilanne, jossa inversiokeskus O € . Kuva 3’ on suora, mutta kuvien
sivuamiset sailyvat. Kuvat muodostavat Steinerin ketjun inversiotasossa E., jossa
suoraa ' voidaan pitad ympyrané, jolla on ddreton sade ja keskipiste O'.

12



Kuva 14: Erikoistilanne, jossa inversiokeskus O € n;. Kuva n| on suora, mutta
kuvien sivuamiset sailyviat. Kuvat muodostavat Steinerin ketjun inversiotasossa .
jossa suoraa n) voidaan pitdd ympyréand, jolla on dédretdn side ja keskipiste O'.

Lause 10. Steinerin porismi: M:kdli kahdelle ympyrille a ja B on olemassa sul-
jettu Steinerin ketju, joka koostuu n ympyrdstd, niin n ympyrdn muodostamia sul-
jettuja Steinerin ketjuja on ddreton mddrd. Lisdkst jokainen ympyrd, joka sivuaa
ympyroita o ja B samalla tavalla (sisdisesti tai ulkoisesti) kuuluu tallaiseen ketjuun.

Todistus. Olkoot « ja B samankeskiset ympyrat keskipisteella O niin, ettd r, < rg ja
niille on olemassa jokin n ympyrin muodostama suljettu Steinerin ketju. Nahdéén,
ettd ketjun ympyroiden keskipisteet ovat yhtd kaukana pisteestd O, tarkalleen ot-
taen etéisyydelld ry = ro + (rg — ro)/2. Plirretdén jana pisteesté O jokaiselle ketjun
ympyran keskipisteelle. Janojen pituudet ovat kaikki r; ja janojen véliset kulmat
ovat kaikki 360°/n. Janojen péétepisteet toimivat suljetun ketjun ympyréiden kes-
kipisteind niin kauan kun nédmaé kaksi ehtoa toteutuu, joten janojen muodostamaa
kuviota voidaan "pyorittda". Havaitaan, etté itse asiassa miké tahansa piste etaisyy-
delld ry pisteestd O voi toimia suljetun ketjun aloittavan ympyran keskipisteend, jo-
ten suljettuja ketjuja on yhta monta kuin pisteitd ympyréan kehalld — déreton méaara.
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Kuva 15: Havainnollistus samankeskisten ympyroiden Steinerin ketjusta.

Olkoon 7 jokin ympyri, joka sivuaa ympyroitd o ja § kuten aiempi Steinerin
ketjun ympyra. Ympyrén v halkaisijé on rg —r, ja keskipisteen etéisyys pisteestd O
on ro + (rg —ra)/2 = ry, joten ympyrésté v voidaan muodostaa jokin uusi suljettu
Steinerin ketju.

Kuva 16: Uuden Steinerin ketjun muodostaminen piirtdmalla ympyra v etédisyydelle
i pisteestd O.

Tiedetdén, ettd mikd tahansa Steinerin ketju erikeskisilla ympyréilla voidaan
kuvata samankeskisiksi ja IJ! = I, joten miki tahansa Steinerin ketju erikeski-
silld ympyroilla voidaan saada invertoimalla jokin Steinerin ketju samankeskisilla
ympyroilla. Inversiossa ympyroiden sivuamiset sailyvat, joten lause patee myds eri-

keskisten ympyroiden suljetuille Steinerin ketjuille.
O
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3.2 Steinerin ketjun ominaisuuksia

Tassé luvussa esitellddn Steinerin ketjun ominaisuuksia todistuksineen.

Lause 11. Kaksi ympyrdd leikkaavat toisensa kulmassa 20 = 360° /n, jos ne sivua-
vat suljetun Steinerin ketjun samankeskisid ympyroitd o ja B sisdisesti ja nitden
keskipisteet ovat kollineaariset pisteen O kanssa.

Todistus. Olkoon kulma Z0 = Zn1Ony = 20, jossa n; ja ny ovat Steinerin ketjun
vierekkaisten ympyroiden N ja Ny keskipisteet. Piirretdan kulman £ kulmanpuo-
littajan kanssa kohtisuorassa oleva suora pisteeseen O. Tama suora leikkaa ympyrat
a ja [ neljassa pisteessd A, B, C' ja D. Piirretdédn ympyra 7, jolla on halkaisija AC'
ja keskipiste F' sekd ympyré s, jolla on halkaisija BD ja keskipiste G niin, etta
nama ympyrat sivuavat ympyroitd « ja [0 sisdisesti. Ympyrat v, ja o leikkaavat
toisensa ympyroiden N; ja Ny sivuamispisteessa H. Ympyroiden v, ja 7, sdteiden
muodostama kulma ZF HG on suurudeltaan 26.

Kuva 17: Ympyrdiden v ja v muodostaminen seké niiden vilisen kulman 16ytami-
nen, kun n = 10.

Kuva 18: Ympyrdiden v ja 72 muodostaminen seké niiden vilisen kulman 16ytami-
nen, kun n = 5.
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Lause 12. Steinerin ketjun ympyroiden sivuamispisteet sijaitsevat ympyrdlld.

Todistus. Olkoot ympyrat « ja S samankeskiset ja niiden keskipiste O. Valitaan ket-
justa kahden vierekkdisen ympyran N7 ja N, keskipisteet ny ja no. Piirretdén jana
nins, jonka pituus on 2r, ja jonka puolivali on ympyroiden N; ja Ny sivuamispiste
C'. Tasakylkiselle kolmiolle AOnin, voidaan piirtdd kulmanpuolittaja OC'. Kulma
£n1CO on suora, joten janan OC' pituus on vakio \/r2 —r2 =r.,.

Tamaé voidaan todeta jokaiselle ketjun ympyroiden sivuamispisteelle, joten sivua-
mispisteet ovat kaikki etaisyydelld r, pisteestd O. Pisteet sijaitsevat siis ympyralla
7, jolla on keskipiste O ja siade r,. Tamé patee kaikille eri Steinerin ketjuille saman-
keskisille ympyrdéille « ja 5.

Kuva 19: Janan OC' ja ympyrén v muodostaminen.

Erikeskisille ympyréille on riittavaa todeta, etta samankeskisten ympyroiden ket-
jun ympyré v voidaan invertoida. Kuva +" on ympyri, joka kulkee ketjun ympyroiden
kuvien sivuamispisteiden kautta, joten kuvatun ketjun ympyroiden sivuamispisteet
sijaitsevat myos ympyralla.
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rat.

Kuva 21: Erikoistilanne, jossa inversiokeskus O on ympyroiden n; ja no sivuamis-
piste. Inversiotasossa E., kuvat n ja ni, pidetddn ympyroiné, jotka sivuavat toisen-
sa ideaalipisteessid O ja kuvaa 7' pidetddn ympyrané, joka leikkaa kuvat n) ja n)
nakyvien leikkauspisteiden lisdksi myos ideaalipisteessia O'.
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