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Maapalloa kiertavien satelliittien liikkeet toistensa suhteen eli satelliittien suhteelliset radat ovat
keskeisessd asemassa satelliittimuodostelmien kannalta. Suhteellisten ratojen ratkaiseminen maa-
pallon potentiaalikentéissd on haastava ongelma, johon on kehitetty useita eri ldhestymistapoja
alkaen Hillin tekemé&std matemaattisesta pohjaty6std vuonna 1878.

Eri 1ahestymistavat voidaan jakaa analyyttisiin ja numeerisiin menetelmiin. Analyyttisissa mene-
telmissd suhteellisen liikkeen liikeyhtalot ratkaistaan approksimaatioiden avulla ja saadusta ratkai-
suista voidaan suoraan lukea suhteellisen radan kehitys jonkin sopivan ajanluonteisen parametrin
funktiona. Numeerisissa menetelmissi ratkaistaan liikeyhtél6t numeerisesti eli sovelletaan ratojen
numeerista integrointia.

Erds moderni numeerinen menetelmé on soveltaa symplektisié integrointimenetelmié suhteellisen
radan ratkaisemiseen. Tamé&n tyon ensimmiisessd osassa kehitetdin symplektisten integrointime-
netelmien tarvitsema matemaattinen teoria lahtien differentiaaligeometrian alkeista. Teorian sovel-
luksena saadaan Zassenhausin kaavan avulla johdettua symplektisten leapfrog-menetelmien 13ht6-
kohta.

Tyon toisessa osassa keskitytddn suhteellisten satelliittiratojen ongelmaan. Ensin kisitelldén yksit-
tdisen satelliitin liiketta ja suhteellisten ratojen esittdmisessa kiytetyt koordinaatistot. Sen jilkeen
esitellddn analyyttiset Hillin-Clohessyn—Wiltshiren, Tschaunerin—-Hempelin ja Halsallin-Palmerin
suhteelliset ratalaskumenetelmét.

Numeerisista menetelmistd tutkitaan S. Mikkolan kehittdmad logaritmisen Hamiltonin funktion
menetelmaé. Tyossé kehitetdéin algoritmi menetelmén soveltamiseen suhteellisiin ratalaskuihin.

Kehitettyd menetelmis verrataan analyyttisiin menetelmiin ja tarkkaan ellipsiratojen erotukse-
na saatuun suhteelliseen rataan. Vertailun tuloksena havaitaan logaritmisen Hamiltonin funktion
menetelmd kehityskelpoiseksi ja huomattavasti analyyttisid menetelmié tarkemmaksi.

Asiasanat: satelliitit, taivaanmekaniikka, differentiaaligeometria, numeeriset menetelmat.
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Johdanto

Massiivisen keskuskappaleen gravitaatiopotentiaalissa kiertdvien satelliittien suhteellisten ratojen
dynamiikka on laaja-alainen ja kiinnostava astrodynamiikan ongelma. Mahdollisimman yleisilla
ldhtdoletuksilla tehtdva on matemaattisesti erittdin monimutkainen.

Suhteellisia ratoja laskettaessa verrataan yhden tai useamman seuraajasatelliitin paikkaa suh-
teessa padsatelliitin tai toistensa paikkaan. Téssd péddsatelliitin paikka voi olla my6s vain jokin so-
pivalla tavalla liikkuva tarkastelupiste, silld suhteellisten ratojen dynamiikassa on lopulta kysymys
varsinaisten satelliittien paikkavektoreiden erotusvektorin kiytoksestd ajan funktiona.

Teoriassa voitaisiin laskea tunnettuja menetelmia kiyttien satelliittien radat erikseen, ja muo-
dostaa suhteelliset radat niiden ratojen erotuksista. Satelliittien keskindiset vilimatkat ovat kui-
tenkin useimmiten hyvin pienid verrattuna etdisyyteen keskuskappaleen keskispisteesté. Siten suh-
teellisten ratojen laskeminen talld tavoin altistaa numeerisille virheille, ja vaatii yleensd enemman
laskentatehoa kuin suhteelliset ratalaskumenetelmét [1I]. Toisaalta satelliittimuodostelmat para-
metrisoidaan juuri suhteellisten paikkojen avulla, ja muodostelman elinaikana juuri satelliittien
suhteelliset paikat ovat yleensd tdrkempis kuin sijannit maapallon suhteen [I].

On siis perusteltua mallintaa satelliittien suhteellista liikettd nimenomaan yhden satelliitin
liikkeend jonkin toisen satelliitin suhteen. Erilaisia menetelmid ongelman ratkaisuksi on kehitelty
lukuisia. On paikallaan kiiyda l&pi muutamia keskeisii menetelmié, ja aiheeseen liittyvad historiaa
yleensé.

Erds ldhestymistapa on suhteellisen liikkeen litkeyhtdldiden muodostaminen ja sopivien approk-
simaatioiden teko. Néin pyritdan muodostamaan suhteelliselle liikkeelle sellaiset liikeyhtdlot, jotka
pystytddn ratkaisemaan suljetussa muodossa. Naméi analyyttiset menetelmdt saivat alkunsa G. Hil-
lin vuonna 1878 julkaistussa artikkelissa [2], jossa Hill tutki Kuun liikettad suhteellisena liikkeend
Maahan ndhden kummankin taivaankappaleen kiertdessd samalla Auringon ympéri.

Varsinaisten keinotekoisten satelliittien suhteellisen liikkeen tutkiminen analyyttisten mene-
telmien avulla alkoi kiytinndssi vasta 1960. Talldin julkaistiin W. Clohessyn ja R. Wiltshiren
artikkeli [3], jossa kiytettiin Hillin esittelem&4 péssatelliitin mukana py6rivaéd koordinaatistoa. Ar-
tikkelin tarkoituksena oli tutkia satelliittien muodostelmalennon ja telakoimisen problematiikkaa,
ja artikkeli on tdstd johtuen varsin insindoritieteellinen. Artikkelissa esitelty menetelmi tunne-
taan nyky#in joko Hillin, Clohessyn—Wiltshiren tai jopa Hillin—Clohessyn—Wiltshiren yhtiléind tai

menetelménd. Tassd tydssd kiytetddn viimeisintd nimitystd ja kiytdnnollistd lyhennysmerkintia



HCW-menetelma.

HCW-menetelmin rajoituksena on kuitenkin oletus siité, ettd padsatelliitti kiertdd ympyréra-
dalla. Kuten téssékin tydssa havaitaan, johtaa HCW-menetelman kiyttdminen eksentrisilla pédsa-
telliitin radoilla nopeasti hyvin virheelliseen tulokseen. Toisaalta monissa kiytdnnon sovelluksissa,
kuten esimerkiksi venéldisten Molniya-kommunikaatiosatelliittien tapauksessa [4], satelliitit kier-
tavit suuresti eksentrisilld radoilla.

Eksentrisille radoille soveltuvan HCW-yhtéléiden yleistyksen kehityksen aloittivat lentokone-
valmistaja Junkersilla tyoskennelleet J. Tschauner ja P. Hempel vuonna 1965 julkaistussa artik-
kelissaan [5]. Sopivilla koordinaattien skaalauksilla ja kiyttdmalld vapaana muuttujana todellista
anomaliaa ajan sijaan, he onnistuivat johtamaan HCW-liikeyht&loita vastaavat liikeyht&lot mieli-
valtaigelle eksentrisyyden arvolle. Nama yhtilot on sittemmin saatu ratkaistua analyyttisesti, ja
néin saatua suhteellisen ratalaskun menetelmis nimitetddn Tschaunerin-Hempelin menetelmaksi
tai lyhyemmin TH-menetelméksi. TH-liikeyht#lot ja niiden ratkaisut esitellddn kappaleessa [Bl

Sittemmin on kehitelty lukuisia erilaisia HCW- ja TH-yhtdldiden muunnelmia, joihin on esi-
merkiksi sisdllytetty erilaisia h&iriGtermeji. Toisaalta on myos kehitetty kokonaan uusia ldhes-
tymistapoja satelliittimuodostelmien kisittelyyn. M. Halsall ja P. Palmer esittivit vuonna 2007
julkaistussa artikkelissaan [6] satelliittimuodostelman liikkeen jakamisen pdisatelliittia vastaavan
tarkastelupisteen liikkeeseen, koko muodostelman liikkeeseen tarkastelupisteen suhteen ja yksittais-
ten satelliittien suhteelliseen liikkeeseen muodostelman sisélla. Liséksi he sovelsivat kiyrédviivaista
koordinaatistoa, jolla viltettiin HCW- ja TH-menetelmille ominainen linearisointivirhe. Tuloksena
on varsin tarkka mutta monimutkainen moderni analyyttinen suhteellinen ratalaskumenetelmaé.

Analyyttisten menetelmien etuna yleensd on mahdollisuus tarkastella ratkaisun matemaatti-
sen muodon eli eksplisiittisten yhtéldiden avulla suhteellisen liikkeen rakennetta ja kiytostd ajan
funktiona. N&itd menetelmid voidaan tdten kayttdd hyvin suhteellisen liikkeen suunnitteluun ja
kontrollointiin esimerkiksi kohtaamistilanteissa tai satelliittimuodostelmien geometriaa suunnitel-
taessa. Analyyttisten menetelmien haittapuolena on kuitenkin verrattain huono tarkkuus ja suuri
matemaattinen monimutkaisuus yksinkertaisillakin potentiaalimalleilla [I].

Toinen vaihtoehto on laskea suhteellista rataa kiyttiden numeerisia integrointimenetelmii eli lii-
keyhtéldiden numeerista ratkaisua. Téllaisista menetelmisté kiytetddn tydssa nimitystd numeeriset
menetelmdt. Erityisesti tarkastellaan niin sanottuja symplektisid integrointimenetelmié, jotka poh-
jaavat vahvasti klassisen mekaniikan differentiaaligeometriseen esitykseen, ja niiden soveltamista
suhteellisten ratojen laskemiseen.

Newton pohjusti klassinen mekaniikan vuonna 1686 julkaistussa teoksessaan Philosophiae Na-
turalis Principia Mathematica [7]. Klassista mekaniikkaa késiteltiin vuosisatoja soveltaen differenti-
aali- ja integraalilaskennan perustuloksia ja avaruuden R™ ominaisuuksia. Differentiaaligeometrian
1800-luvun lopulla alkanut kehitys kuitenkin mahdollisti klassisen mekaniikan muotoilemisen diffe-
rentiaaligeometrian avulla. T&ll6in keskeiseksi kiisitteeksi nousee juuri symplektisyys, silla klassisen
mekaniikan faasiavaruudella on luonnollinen symplektisen moniston rakenne [8].

Symplektisten integrointimenetelmien kehityksen alkuvaiheita oli Wisdomin vuonna 1982 kéiyt-

tdmé kuvausmenetelmé (engl. mapping method) [9)]. Tété seurasi vuonna 1991 julkaisu [10], jos-



sa esiteltiin symplektiset kuvaukset (engl. symplectic maps). Symplektisten integrointimenetelmien
havaittiin soveltuvan erityisesti pitkien aikavélien laskuihin. Menetelmien kehittyminen jatkui vilk-
kaana ja johti esimerkiksi S. Mikkolan artikkelissa [T1] esiteltyyn laajennettuun faasiavaruuteen ja
aikamuunnoksiin seké logaritmisen Hamiltonin funktion teoriaan [12], 13].

Symplektisten integrointimenetelmien soveltaminen suhteellisten satelliittiratojen laskemiseen
on kuitenkin verraten uusi ala. E. Imren viitoskirjan [1] julkaisemisen aikaan vuonna 2006 téllaisia
oli vain Mikkolan artikkeliin [14] perustuva julkaisematon menetelm.

Liséksi on huomattava, ettd vaikka symplektiset integrointimenetelmét nojaavat olennaises-
ti differentiaaligeometriaan ja Lien ryhmien teoriaan, ei alan artikkeleissa ja muissa julkaisuissa
tdmé matemaattinen yhteys ole kuitenkaan yleensé esilld. Yhteys varsinaiseen matemaattiseen ra-
kenteeseen on enimmaékseen juuri nimitysten muodossa kuten juuri termissi symplektiset integroin-
timenetelmat.

Edeltdvin nojalla tdssd tyossd tarkastellaan erityisesti symplektisten integrointimenetelmien
pohjana toimivaa matemaattista rakennetta. Liséksi tarkastellaan symplektisten integrointimene-
telmien soveltamista suhteellisiin ratalaskuihin, ja verrataan tuloksia analyyttisiin menetelmiin.

Tyon alussa kehitellddn symplektisiin integrointimenetelmiin vaadittava matemaattinen teoria
lahtien peruskisitteistd. Teorian kehittely etenee johdonmukaisesti kohti implementointivalmiita
algoritmeja. Seuraavaksi esitelldsin klassinen satelliittiliikkeen teoria. Erityistd huomiota kiinni-
tetdin maapallon l&heisyydessd kiertdvin satelliitin liilkkeen mallintamisen kiyt&nnon ongelmiin
ja virheldhteisiin. Yksittéisen satelliitin radan teorian liséksi esitellidn suhteellisissa ratalaskuissa
tarvittavat késitteet.

Teorian kehittelyn jélkeen esitellddn erilaisia suhteellisia ratalaskumenetelmii. Aikaisemmin
mainittujen analyyttisten menetelmien lisdksi tyon huipennuksena esitellian uusi Mikkolan et al.
esittelem&sn logaritmisen Hamiltonin menetelméan [12] perustuva suhteellinen ratalaskumenetel-
mé. Lopuksi menetelmét toteutetaan ohjelmakoodina ja niiden antamia numeerisia tuloksia verra-

taan kesken&din. Néin todetaan tydsséd kehitetty menetelmé kehityskelpoiseksi.



Osa 1

Symplektinen integrointi



1 Perusteet

1.1 Liikeyhtil6iden numeerinen integrointi

Fysikaalisen systeemin kiyttdytymistd voidaan kuvata litkeyhtdldilla. Liikeyhtalot ovat yleensd dif-
ferentiaaliyhtaloita (DY) tai osittaisdifferentiaaliyhtaloitd (ODY). Erityisesti tavallisten differenti-
aaliyhtiloiden numeerisesta ratkaisemisesta kiytetdin nimitystd numeerinen integrointi. Yleisesti

tallaiset differentiaaliyhtélot ovat muotoa

Flt,y,y,y",....y") =0, (1.1)

missd F' on jokin reaaliarvoinen funktio, y : R — R™ on vektoriarvoinen funktio, joka kuvaa
systeemin tilaa ajan ¢ funktiona, ja y(™) : R — R™ funktion y n:s tavallinen (Frechet’n) derivaatta.

Lisdksi tarvitaan systeemin alkutila hetkelld o muodossa

yito) =yo, ¥'(to) =50 ¥'(t0) =0, ... ") =" (1.2)
Nyt F ja alkutila muodostavat yhdessd alkuarvotehtdvin.

Kisiteltivi differentiaaliyhtild on n:tti astetta, mutta médrittelemslls yn = y* =1 se voidaan
muuntaa niiden uusien muuttujien suhteen ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtloiksi, joita
saadaan yhteensd n kappaletta.

Mikéli nyt ndmé ensimmaéisen kertaluvun alkuarvotehtavit toteuttavat Picardin—Lindel6fin-teo-
reeman ehdot, on niilld olemassa yksikésitteiset ratkaisut [15]. Tassd tyossa tarkasteltavat funk-
tiot ovat sileitd (eli niilld on kaikkien kertalukujen derivaatat olemassa), ja siten ne toteuttavat
mainitut ehdot. Jatkossa ei siten tarvitse eksplisiittisesti tarkastella ratkaisujen olemassaoloa tai
vksikésitteisyytté.

Perinteiset ensimmiisen kertaluvun differentiaaliyhtdlon y' = f(t,y) numeeriset ratkaisume-
netelmét perustuvat ratkaistavan yhtélon approksimointiin differenssiyhtalolld [16]. Tamé diffe-
renssiyhtalo saadaan joko kdyttdmaélla funktion y Taylorin sarjaa (Taylorin menetelmit), funktion
[ Taylorin sarjaa (Runge-Kutta-menetelmét) tai integraalin [ f(¢,y(t)) interpolaatiopolynomia
(useamman askeleen menetelmét) [16].

Mikéli differenssiyhtdlolls approksimoidaan differentiaaliyhtilod ajassa tasavilisesti voidaan

kirjoittaa t; = to + ¢ -h, missd t; on i:s tarkasteluhetki, ja h aika-askel. Sanotaan, ettd kiytet-



ty differenssiyhtélo suppenee mikéli

li ; —y(t;))| =0 1.
Jin maxfwi —y(t:)] =0, (1.3)
missd N on aika-askelten madra ja w; on differenssiyhtélostd saatu approksimaatio y(t;):lle [16].

Lisaksi suppenemisen tahdille kiytetdin merkintad O(h™), joka madritellddn yhtalolla
wi = y(t) + O(h") & max i = y(t)| < KI", (1.4)

misséd K on jokin vakio [16].

Hyvin mééritellylle ongelmalle saadaan siis periaatteessa ratkaisu, jonka virheelle saadaan kay-
tetystd ratkaisumenetelmisti riippuva raja O(h™). Tietokoneella tehtévissd kiytdnnon laskuissa
aika-askelta h ei voida kuitenkaan pienentid loputtomiin kahdesta syystd: Mikéli A on tarpeek-
si pieni, ovat rajallisesta numeerisesta tarkkuudesta johtuvat pyoristysvirheet samaa kertaluokkaa
kiytetyn menetelmén virheen kanssa. Toisaalta aika-askelta pienennettiessid kasvaa tarvittavien
laskutoimitusten maarid, kun ratkaistavan aikavilin pituutta pidetdin vakiona. T&ll6in kiytossa
olevasta laskentatehosta riippuen laskutoimituksen vaatima aika saattaa osoittautua liian pitkéksi.

Fysikaalisten litkeyhtéloiden tapauksessa on huomattava, ettd virheraja O(h™) on virhe juuri
aika-askeleen suhteen. Jos aika-askelta pidetdin vakiona, mutta kasvatetaan integroitavaa aikavilia

(to,t1), on virheraja ajan suhteen esimerkiksi tarkkuuden O(h?) Eulerin menetelmélle muotoa
w; — y(t;)| < KhleMh =10 — 1], (1.5)

missd K ja L ovat vakioita [16]. Virhe ajan suhteen voi téten pahimmillaan olla monotonista.
Lis#ksi perinteiset differentiaaliyhtéldiden ratkaisumenetelmit eivit huomioi millisn tavalla sys-
teemin fysikaalisia erityispiirteitd kuten esimerkiksi mahdollisia liikevakioita. Tall6in numeerisesta
approksimaatiosta lasketut liikevakiot eivét pysy vakioina. Erityisesti systeemin energian virhe voi

kasvaa monotonisestikin.

Esimerkki 1.1.1. Kdytinnon esimerkkind tavanomaisten menetelmien virheesté voidaan kiyttaa
alkeismekaanista tapausta kappaleesta homogeenisessé gravitaatiokentéssé. Oletetaan, etté kentén
voimakkuus (eli putoamiskiihtyvyys) on g, kappaleen massa m = 1 ja etti kappale ldhtee levosta

origosta. T&lloin systeemin liikeyht&ld on
=g, z(0)=0, v(0)=0, (1.6)

missé nyt z-akseli on valittu gravitaatiokentdn suuntaiseksi.
Toista astetta oleva liikeyhtdld voidaan muuntaa kahdeksi ensimmaéisen asteen differentiaaliyh-
tdloksi ottamalla kidyttoon uudet muuttujat x ja v siten ettd

v 0
=0 z(0) = 0. (1.8)



Tata differentiaaliyhtdlod approksimoiva differenssiyhtdlé voidaan nyt muodostaa yksinkertaisim-

min esimerkiksi Eulerin menetelmélla [16]. Tuloksena saadaan
Viyi = v; + hg vo=0
Tip1 = T; + ho; xo =0,

missé h on aika-askel, ja x; vastaa jatkuvan suureen arvoa xz(ih).

Télle esimerkkitapaukselle saadaan differenssiyhtélolle helposti analyyttinen ratkaisu

v, = nhg
n—1 n—1 1
T, =h ;ihg = h2g§i = §h2gn(n -1).

Tastd saadaan differenssiyhtélosté lasketuksi systeemin kokonaisenergiaksi

_ 1 _la0 0 1oy _ L1
En—Q’Un gxn—znhg 2hgn(n l)—2nh ,

joka ei ole vakio. Oikea arvo on

(1.9)
(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

Tamé esimerkkitapaus osoittaa, ettd numeerisissa laskuissa voi numeerisen epitarkkuuden liséksi

esiintyd myo6s puhtaasti menetelméstd johtuvaa virhetta.

Kayttamalla hyviksi systeemin Hamiltonin funktion ja kanonisten muunnosten ominaisuuksia

voidaan kuitenkin konstruoida sellaisia numeerisia integrointimenetelmii, joissa systeemin liikeva-

kioiden ja erityisesti energian virheen kiyttiytyminen on luonteeltaan monotonisen sijasta oskil-

loivaa eli sekulaarista virhettd ei esiinny. Tadméa ldhestymistapa johtaa symplektisen integroinnin

késitteeseen.



2 Teoreettinen pohja

2.1 Hamiltonin mekaniikka

Tasséd kappaleessa sovelletaan monistojen teoriaa klassisen Hamiltonin mekaniikan esittdmiseen.
Esityksen pitamiseksi suppeana ja vapaana liiallisen pitkistd matemaattisista sivujuonteista teh-
déén joitain koko kappaletta 2.l koskevia oletuksia. Ensinnikin oletetaan, etti kaikki kiisiteltavit
monistot ovat Hausdorflin monistoja eli kaikille moniston eri pisteille 16ytyy erilliset ympéristot.
Lisiksi oletetaan, ettd monistot ovat sileitd. T Samoin oletetaan, ettd kaikki késiteltavit kuvauk-
set ovat sileitd. Lisdksi oletetaan kaikkien tarvittavien Jacobin matriisien determinanttien olevan
nollasta poikkeavia.

Seuraavissa kappaleissa kiiytettivi differentiaaligeometrian esitystapa nojaa vahvasti Juha-
Pekka Pellonpdan luentomonisteessa “"Teoreettinen Mekaniikka” ja Kari Ylisen luentomonisteessa
"Differentiaaligeometria” sovellettuun matemaattiseen formalismiin. Enin osa materiaalista on ki-
sitelty luentomonisteita vastaavilla kursseilla ja oletetaan ennalta kisin tutuksi, joten seuraavassa

esitetddn vain myChemmin tarvittavia padkohtia.

2.1.1 Symplektinen monisto ja symplektinen muoto

Symplektisten integrointimenetelmien johtamisessa voidaan 1ihted Hamiltonin mekaniikan diffe-
rentiaaligeometrisesta tarkastelusta. Kun fysikaalisen systeemin dimensio on n, pidetidin faasia-
varuutena 2n-ulotteista monistoa S, jolla on méiiritelty symplektinen muoto Q € T(S) (eli as-
teen (0,2) tensorikentti). 2 Téllaista monistoa S kutsutaan symplektiseksi monistoksi ja merkitizn
(5,Q) tai vain S, kun Q ymmérretdin implisiittisesti. Faasiavaruutta tulkittuna niin kutsutaan

yleiseksi faasiavarvudeksi.

L Monisto M on siled mikili kaikki sen karttojen ¢; : M D U; — R™ miérittelemdt funktiot
¢ij =¢; 0 ¢;1|¢1(UmUj) 15U NU;) — ¢:(Us NU)

ovat sileitd eli C°°-kuvauksia.
2Merkinta 7,7 (S) tarkoittaa S:114 m#driteltyjen (sileiden) asteen (m,n) tensorikenttien joukkoa. Joukon alkio on

kuvaus S — TS = {(s,T)|s € S,T € T/ Ss}, missi T/ Ss on tyypin (m,n) tensorien muodostama tensoriavaruus
moniston pisteessd s € S. Joukkoa T;*S kutsutaan tensorikimpuksi, ja voidaan osoittaa, ettd silld on moniston
rakenne. Joskus merkitddn 73 (S) = 7(S) =TS.



Lokaalisti yleistetyn faasiavaruuden S jokaisen pisteen m € S ympéristdssd U > m on olemassa

kanoninen kartta € : U — R?", jonka avulla esitettyni,

n n
0= Z deTm A de = Z (A @ d¢' — d¢f @ dg ), (2.1)
i=1 i=1
missd d¢? on funktion & = priof : U — R wulkoinen derivaatta, A kiilatulo ja ® tensoritulo.

Funktioita &' = pr’of kutsutaan koordinaattifunktioiksi ja karttaa & nimitetdin kanoniseksi tai
Hamiltonin karteksi. Ehto moniston symplektisyydelle on itseasiassa kartan & olemassaolo joka
pisteen ymparistossa siten, ettd yhtalo [2.0) patee. Yhtdls (2.0) voidaan kirjoittaa myds muodossa

2n 2n

Q=3 % 2;d¢' @d¢, (2:2)
i=1 j=1
missd  on 2n x 2n-matriisi
On n I’ﬂ n
Q= % . (2.3)
_Inxn Onxn

Jos merkitaan

Si :qi ja £i+n :piv Vi= 1;"'3”7 (24)
saadaan
Q= dei A dg'. (2.5)
i=1

On siis mahdollista samaistaa n-ulotteisen moniston M kotangenttikimppu T'M™* yleisen faasiava-
ruuden kanssa. @ Niin voidaan perustellusti kutsua koordinaattifunktioita ¢° yleistetyiksi koordi-
naateiksi ja koordinaattifunktioita p? yleistetyiksi litkemdédriksi. Yhdessd niistd kilytetdsn nimitys-
té kanoniset koordinaatit. On kuitenkin olemassa sellaisia symplektisii monistoja, kuten pallon 52
pinta, jotka eivit ole minkiin moniston kotangenttikimppuja, joten kisittely symplektisen monis-
ton (5,92) avulla on yleisempi.

Nyt Q midrittelee bilineaarikuvauksen € : 73t (S) x 73 (S) — C*°(S), mutta téllainen kuvaus

voidaan tulkita my0s lineaarikuvaukseksi

T (S) 3 v Qv,-) € T(9). (2.6)

3 T4lléin jokaisen pisteen m € TM* ympéristéssd U médritelty kanoninen kartta on muotoa
n
(m, > pidg’,,) = (@' (m),....a" (m),p1,....pn).
i=1

Analogisesti yleisen faasiavaruuden tapauksen kanssa, symplektinen muoto on tdssi kartassa lokaalisti Q =
Y% . dp; Adq'. Niin saadaan monisto (TM*, ), jota voidaan kisitelld tavallisena symplektisend monistona.



Témén tulkinnan avulla mielivaltaiselle kanonisessa kartassa esitetylle vektorikentélle

n ) a ) 6
X:S—1T(S), X:Z(VZ P F ) (2.7)
i=1 aq 8}9

missd V? ja F? ovat kuvauksia S — R, saadaan

¢ i i i NS i 0 i 90
QX) =) (dp' ®dg’ — dg’ @ dp’) <Z (V g +F W’))

i=1 i=1

- (2.8)
=> (F'dg' — Vidp').
i=1

Symplektisestd muodosta johdetulle lineaarikuvaukselle saadaan myos luonnollisella tavalla kidn-
teiskuvaus Q! : 72(S) — 73'(9), joka mielivaltaiselle 1-muodolle Y- | (f*dg" + v'dp") on vastaa-

vasti

o (Z (fidg' + wdﬁ)) =3 (—;’ Ty ) . (2.9)

n
7 3
i=1 i=1 q 8]3

Mééaritelmén mukaan moniston S vektorikentdn X : S — T(S) integraalikiyrdé A\: R > I — S
toteuttaa yhtalén

N =Xo), (2.10)

missa A on nosto tai prolongaatio (engl. lift, prolongation) eli kuvaus I — T'(S)

du —~ du ¢t

d)x(u)>’ dA(u) g~ dXi(u) 9 (2.11)

N (u) = (A(w, -

A(w)
Nosto vastaa periaatteessa silein kuvauksen derivaattaa. Vektorikentin integraalikidyridad voidaan
ajatella sind kiyrind, jonka derivaatta (nosto) jokaisessa kiiyrén pisteessd on vektorikentin arvo
samassa pisteessd. Yhtéilo (ZI0) kuvaa juuri tatéd. Integraalikiyrdd A kutsutaan myds systeemin
litkkeeksi.

Kanonisessa kartassa esitettynd A(u) voidaan esittdd muodossa

Au) = (g*(u), .. ,q" (u),p' (w), ... .p"(w), wel, (2.12)

missd merkitéfin lyhyesti ¢'(u) = ¢*(A(u)) ja p'(u) = p*(\(u)). Sekaannuksen vaaraa ei ole, kun
muistetaan, etti v € I C R ja koordinaattifunktiot ¢° ja p’ ovat kuvauksia S D U — R. Niilld

merkinnéilla saadaan integraalikiyrin A nostoksi siten

Ly n(y Ly ™ (y
N (u) <)\(u);dqdi ),...,dqdi ),dpdi ),.‘.,dpdi )), wel. (2.13)

Yhtalon (2I0) oikealle puolelle saadaan kanonisessa kartassa puolestaan

(X o N () = (VIAW)), ... .V'A@W), F*A\(@)),....F*(\(w))), uel. (2.14)
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Lokaalisti yhtalostd (2.10) saadaan siis yht&lot

¢'(u) = q'(u), p'(u)=p'(u) (2.15a)
dq(;iu) =Vig"(u),...,q"(w),p"(u),....p"(u)) (2.15b)
dp;i“) = Fi(q" (u),...,q" (u),p (w), ... p"(u)), (2.15¢)

joista pari (215a)) on triviaali.
N&hdaén, ettd symplektisen muodon avulla voidaan generoida mielivaltainen vektorikenttd X

1-muodon w avulla, silld jos

~ -0 -0
x=S(viZ i), 2.16
;( o7 " apz) (2.16)

niin valitsemalla

w= Y (F'd¢"—V'dp') (2.17)
=1
saadaan
n 0 )
—1 _ (v 7 _
0 (w);< ( V)aqi—i-Fapi) X. (2.18)

Yhtélo (210) voidaan siis kirjoittaa myds muodossa
N =0"Hw)o (2.19)

Nyt jos f : S — R on siled funktio, voidaan sen ulkoisen derivaatan avulla m&aritelld kanonisessa,

kartassa (lokaalisti) 1-muoto

de(a;qura;dpl). (2.20)

Kun tdhdn 1-muotoon operoidaan kuvauksella ([2.9) saadaan vektorikentti

./ af o af o
X;=Q N (df) = Z; <8]‘i 5 a;i api> (2.21)

Saadun vektorikentén integraalikiyrille voidaan nyt kiyttaid lokaalia esitystd kanonisessa kartassa
yhtaldiden ([ZI58) mukaan, jolloin saadaan

dg*(u)  Of

du — Op (4" (u), - q" (w).p' (u), .. .p" (u)) (2.22a)
dp(;gu) = gqu (¢"(u), ... ,q"(u),p* (w),....p"(w)). (2.22b)

Talléin sanotaan, ettd integraalikdyra on funktion f generoima.
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2.1.2 Hamiltonin vektorikentta

Valitsemalla yhtélossd ([2.27)) funktioksi f Hamiltonin funktion vastaluku —H ja parametriksi u

aika t saadaan yhtalostd Hamiltonin vektorikenttd, jolle kiytetddn merkintda

“~(0H 0 OH 0
Xpg=Q ' (~dH)=>_ ( - — ) : (2.23)
—~ \0p*' d¢"  Oq' Ip

Yhtaloista [222) saadaan nyt Hamiltonin yhtdldt,

§(0) = 5@ O, " OO ") (2.242)
510 = =50 (OO0 0. (0, (2240)

missd merkint ¢ tarkoittaa ¢':n derivaattaa ajan suhteen. Hamiltonin vektorikentin generoimat
liikkeet siis toteuttavat klassiset Hamiltonin yhtlst, joten Hamiltonin funktio generoi systeemin

liikkeen faasiavaruudessa S.

2.1.3 Poissonin sulut

Kiyttdmailld kartalle & merkint6ja ([Z4) voidaan méiiritelld funktioiden f,g : S — R Poissonin

sulut
{f.g} =Q7'(df,dg) = Q71 (df)

g=Xy(9)
o EXENE
=1

i (af dg Of 89)
=1

oq* Op? B Opt Oq*
= _Xg(f)

Suoraan laskemalla ndhdaén Poissonin sulkujen toteuttavan useita tarkeitd ehtoja. Erityisesti

op' dqi - dqi dpi (2.25)

K2

Poissonin sulut on kuvauksena S x S — R bilineaarinen ja antisymmetrinen. Liséiksi mielivaltaisille
funktioille f,g,h : S — R péatevit Jacobin identiteetti

{£{ghty +{n.{r9kr +{g.{n.f}} =0 (2.26)
ja (Leibnizin) derivaattaehto

{f.gh}y = {f.g} h+g{f.h} (2.27)

tulon gh suhteen.

Lisaksi kanonisille muuttujille ¢* = &%, p* = £+ saadaan lokaalisti yhtilét Vi,j =1,...,n

{¢'p"} =06" (2.28)
{¢".d} =0 (2.29)
{p'p’} =0, (2.30)

missé 07 on Kroneckerin delta, jolle 6% = 1 kaikilla i = 1,...,n ja 87 = 0 kaikilla i # j.
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Jos nyt lasketaan mielivaltaisen sileéin funktion f : S — R aikaderivaatta Hamiltonin funktion

H miaraamai rataa pitkin, saadaan

df <0f( ), (t))dql(t) of

(a®),p(t)) (a®),p(t))

dt oqt dt + opt de

Il
NgE

dp'(t) )

i=1

3

(55 @) 55 (@p(0) + @O pO)(-1 55 @0p0)) (221

= (Xuf)(a(t),p(t) = (2~ (=dH)f) (a(t),p(t))
={f,H} (q(t),p(t)),

missd ndhd&dn eksplisiittisesti yhteys yleiselld faasiavaruudella méariteltyjen funktioiden aikakehi-

tyksen, vektorikenttien, symplektisen muodon ja Poissonin sulkujen vililla. &

2.1.4 Laajennus tila-avaruuteen

Laajennus yleisesté faasiavaruudesta (5,Q2) tila-avaruuteen S = S xR voidaan tehdé tarkastelemalla
funktioiden joukkoa F = {f : S — R|f siled}. Naitd funktioita kutsutaan (klassisiksi) suureiksi.

Valitsemalla suureeksi Hamiltonin funktio H € F saadaan yhtéloiden (222) perusteella jélleen
Hamiltonin kanoniset liikeyhtdlot, jotka kappaleen B.T.1] merkinnailla, ovat

§'(t) = ZZ (" (1), " (1).p (1), ... " (1),t) (2.32a)
pi(t) = *gi (g" (), " ()P (), p" (1) 1) (2.32b)

Niitéd yht#lsitd ja lyhennysmerkintdd (q(t),p(t)) = (¢*(¢),...,q"(t),p'(t),...,p"(t)) kiyttamilld

4 Kisitelladn merkintdtapa X (f) tdsmillisemmin. Olkoon V' C S avoin joukko tulkittuna silein moniston S
avoimeksi alimonistoksi ja X : S — T(S) siled vektorikentti. Olkoon C'°° (V') kaikkien sileiden funktioiden f : V — R
joukko. T&lloin jos ¢ : V. DO U — R™ on moniston V kartta pisteessd = € V, niin voidaan osoittaa, ettd lokaalisti
jokaista f € C°°(V) vastaa yksikiisitteisesti madritty g € C°°(V), jolle

g(@) = D(f o ¢~ 1)(¢(x)) Xc((2)),

missd D on tavallinen R™:n derivaattaoperaattori ( Frechet’n derivaatta) ja X¢ : ¢(U) — R™ on vektorikentin lokaali
esitys. Lokaali esitys X. voidaan antaa vektorimuodossa R™:n luonnollisen kannan suhteen ja saadaan

Xe(z) = (X (2),.... X" ()"
kaikilla x € ¢(U). Vastaavasti

Ifoo™h)
Ooxl

o b1
@@, MW))) ,

D(f o676 = -

missd nyt pr®(x) = z’ on projektiokuvaus ja funktiot #* = pr? o¢ ovat koordinaattifunktioita. Saadaan siis
n
(fop™ ) ;
g(z) = g @)X (@)
i=1

Niin méiriteltiin kuvaus X : C®° (V) — C°°(V), jota merkitdin C°(V) 3 f — X(f) € C°(V).
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saadaan suureen f aikaderivaatalle

df of da(t) , of 9p(t)  Of
E(CI( ):p(t),t) = oq dt + op Ot T o
— LS P00 + 5 (DG @O R0 + o (2.33)

- [(Cm+ 3) 1] @200 = Enpiaweo.o.

Téassd nyt

; " (0H & OH 9 ) 9
Xy = OH O OH 9\ 90 _ 0 |
! 1:21 (3171 o¢t dq' 8p’> o "+ 5 (2.34)

on tila-avaruuteen laajennettu Hamiltonin vektorikenttd, joka generoi liikkeen tila-avaruudessa.
Formulointi symplektisen muodon avulla ei tissd tila-avaruuden kdsittelyssd onnistu kuten kap-

paleessa B 1.7l Nyt aika on otettu karteesisen tulon avulla yleisen faasiavaruuden ulkopuolelta

klassisena universaaliaikana, jolloin Hamiltonin vektorikentdn generoiminen symplektisen muodon

avulla jouduttaisiin kisittelem&din muodossa

- 0 0

— 0O 1l/_ — Il
X =Q N (~dH) + 5 = X + 5. (2.35)

Menettely on varsin kankea varsinkin aikariippuvien Hamiltonin yhtéldiden ja aikamuunnosten

kasittelemisessé. Seuraavassa kappaleessa tutkitaan yleisempéid tapaa kasitelld aikaparametria.

Laajennettu faasiavaruus tila-avaruutena

Tila-avaruuden muodostaminen voidaan kasitelld toisinkin. Aikaparametri voidaan ottaa yhdek-
si kanonisista koordinaateista merkitsemllad ¢° = t jolloin vastaava kanoninen konjugaatti on p?,
jonka merkitystd tarkastellaan edempéané. Téssé tyosséd tullaan kiyttadmain yleisen kdytdnnon mu-
kaisesti paikoitellen merkintdi ¢ my6s laajennetun faasiavaruuden tapauksissa, kun erehtymisen
vaaraa ei ole.

Néin tila-avaruus voidaan kiisitelld (2n 4 2)-ulotteisena laajennettuna faasiavaruutena (S’,Q)
kappaleiden R.T.T] ja B.T.T] formalismilla. Myshemmin havaitaan, etti tilli menettelylld on selvii
etuja ajasta riippuvien Hamiltonin funktioiden, sekii aikamuunnosten kisittelemisessd. Jatkossa
erotellaan tarvittaessa laajennetuun faasiavaruuteen liittyvit symplektinen muoto ja Hamiltonin
funktio heittomerkilld (H' ja ©'), ja tila-avaruuteen liittyvit aaltoviivalla (H ja €2).

Nyt symplektinen muoto on lokaalisti

Q=Y (dp' Adq'). (2.36)
i=0

Vastaavasti Hamiltonin funktioksi otetaan

H'(t,q",...q"p"p",....p") = H(t,q",...q"p",...p") + p°, (2.37)
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missé pP-riippuvuus on annettu eksplisiittisesti. Valintaa ei perustella a priori, mutta sen nihd#sin
olevan kiytédnnollinen Hamiltonin funktion mahdollista aikariippuvuutta (eli riippuvuutta yleises-
tetystd koordinaatista ¢°) tarkasteltaessa. Mydhemmin péitellidn, ettd alkuarvo p°(ty) voidaan
valita vapaasti, ja ndhd&in, ettd vain p®:n aikakehitys on madratty.

Ottamalla nyt ulkoinen derivaatta Hamiltonin funktiosta H’', saadaan

- aH’ , 8H/

n 0
_ Z ( (H +p n dei> (2.38)
op*
i=0
H
8 0dq +dp° 4 dH.
Operoimalla tdhdn kanonisen muodon €' kidnteiskuvauksella yhtalon (Z2) mukaisesti saadaan
0 0H 0
Xpg=Q N =dH) = Q" (~dH) + - — 2575
w = Q7N (AR = Q7 dH) + 5 - G
_Z OH 0 OH 90 i_aji 2.39
- 3p 3q 3qi 3pi 8q0 3q0 8p0 ( . )
0 0H 0
= X _—
7Y 0q°  9q® Op°

Missé nyt X g on Hamiltonin vektorikenttd laajennetussa faasiavarvudessa (vertaa yhtalo (2.34)).
Systeemin liike € : R D I — S’ on nyt lokaalisti muotoa

E(t) — (6, ¢ (), .. .,q™(t),p°(1),p" (1), ....p" (1)), (2.40)
ja sen nosto & : I — T'(S’) on

€t) = (€1 1,4' (1), ....a"().p°(t), ' (1), ... " (1)) (2.41)

Liikeyht&lot ovat jilleen muotoa &' = X g o £, misté lokaalisti kanonisessa kartassa saadaan

. OH'
1=1 <<:> t:apO:1> (2.42a)
(0 = =S (L O, " OO 0. " (0)
(2.42b)
OH

= at(,ql() g™ ()0 (), P (E)

i) = 2 0. 02000 0. ()
gz (2.42¢)
= o (t,q" (), .,q"(£).p' (t),....p"(t))
i) = -2 ) OO0 ), 1)
gg[ (2.42d)
= _aiqi(tql(t)’ q (t),pl(lf), apn(t))v
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kaikilla ¢ = 1,...,n. Tuloksena saatiin siis tavalliset Hamiltonin kanoniset liikeyhtilot, seké lisdksi
vhtalo (2.42h)), joka siséltdd Hamiltonin funktion eksplisiittisen aikariippuvuuden vaikutuksen.
Yhtilon [R.42h) hyddyllisyys paljastuu tutkimalla Hamiltonin funktion H' aikaderivaattaa yh-

téaloiden ([2.42) méadrddmalla radalla. Vastaavalla laskulla ja lyhennysmerkinnéilla kuin yhtélossa

239)) saadaan
dH’ dH _
_ Z ( oH dg'(t) , OH dpi@))
S\ tampey @ O qu ey

+ Sl (talt).p(0) + () (249

= {H,H} (t,q(t),p(t)) + %(t,Q(t)ap(t)) +5°(t)

= G (a0 p(e) - G (tatt) (1) =0

Siis H' on vakio X g/ :m miirdamailld radalla.

Nyt on syyti tarkastella konjugoidun momentin p° fysikaalista merkitysti. Siind tapauksessa,
ettd Hamiltonin funktio ei riipu ajasta, voidaan se identifioida systeemin kokonaisenergian kans-
sa [I7]. Siis p° on energianluonteinen suure, mikéi on jérkevii, silli suhteellisuusteoriassa p° olisi
neli-impulssin aikaa vastaava komponentti ja sen merkitys siten selvi. Kuitenkin klassinen sys-
teemi on tdysin méaritty alkuehdoista (t9,q(to),p(to0)) eli kun paikka ja liikeméaird (tai nopeus)
tunnetaan jollakin hetkelld. Alkuarvo p°(to) vastaisi siten energian arvoa tilli hetkelld, mutta se
ei anna klassisessa tapauksessa mitéin lisdinformaatiota. Erityisesti alkuarvo p°(to) voidaan valita
mielivaltaisesti, ja tatd vapautta tullaan tarvitsemaan mydhemmin.

Koska nyt alkuarvo p°(to) voidaan valita siten, etti

po(t()) = —H(to,ql(to), T ,q"(to),pl (to), R ,p”(to)), (244)

on myds H' = 0 radalla, jonka Xp+ generoi. Lisiksi

it a)p(0) = ) = 2L (1.alt)p(1), (2.45)

mistd ndhdiin, ettd mikili H ei riipu eksplisiittisesti ajasta, se on vakio Xz :n maaraamailla radalla.
Siis yleisestikin ajasta riippumattomat Hamiltonin funktiot ovat vakioita maar&millaan radoilla.
Edellisen kappaleen formalismilla asia oltaisiin ndhty yhtaload ([2.34) tarkastelemalla. Itse asiassa
aikariippumattomassa tapauksessa Hamiltonin funktion vakioisuuteen paadyttéisiin jo kiyttamaélla
yhtalsd ([223), jonka perusteella Xy (H) = 0.

Toisin kuin aikaisemmassa tila-avaruuden mé#arittelyssi, nyt liikkeen Hamiltonin funktion H’
madrddmilld radalla saadaan suureiden f : S’ — R aikakehitys faasiavaruuden yhtélon (2.37))

tapaan muodossa

%(t7q(t)7p°(t)7p(t)) = (X f) (t,a(t),p°(t),p(t) = {f.H'}) (t,a(t).0°(t),p(t)). (2.46)
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2.1.5 Aikamuunnokset

Aina ei haluta esimerkiksi numeeristen vaikeuksien vuoksi kiyttii systeemin evoluution paramet-
risointiin tavallista koordinaattiaikaa t (eli ¢°). T#ll6in voidaan tehdi aikamuunnos, jolle yleinen

esitysmuoto on edellisen kappaleen merkinndin

Y0) _ 6(1().a(t() D)), (2.47)

missd G : R x R® x R™ — R on siled funktio. Differentiaaliyhtélostd ([2.47) aika ¢t = t(s) madray-

tyy implisiittisesti lukuunottamatta mielivaltaista vakiota. Voitaisiin tarkastella myds yleisempié

aikamuunnoksia muotoa

G=G(tad.q",....a™,pp' p", ... pM), (2.48)

mutta tissi tyossd tarvitaan vain muotoa (Z47) olevia muunnoksia.
Uuden parametrin avulla laskettuna saadaan yhtéldiden ([2.47) ja ([2.42) avulla

dq'(t(s)) _ dq(t(s)) dt(s)

ds dt ds

o (2.49a)
= o (t(s).a(t(s)).0°(t()),p(t(5))) - G (t(s),a(t(s)),p(t(s)))
dp'(t(s)) _ dp(t(s)) dt(s)
ds At ds (2.49b)

o

aq (t(s),a(t(5)).p°(¢(5)),p(t(5))) - G(t(s).a(t(s)).p(t(s)))-

Liikeyht#lot uuden parametrin s suhteen eiviit ole endé kanonisia. Vertaamalla yhtaloihin (2:39) ja
@42)) ndhdaén, ettd uudet yhtélot ovat vektorikentdn GX g generoimia.

Yhtalsiden muoto voidaan siten palauttaa kanoniseksi ottamalla uudeksi Hamiltonin funktioksi

(s, q.p°,p) = G(t(s).a.p) - H'(t(s).a.p",p), (2.50)
ja valitsemalla alkuehdoksi
P’(t(s0)) = —H'(t(s0)) (2.51)
jolloin rataa pitkin pitee H' = 0. Nyt ulkoinen derivaatta
dl' = H'dG + GdH', (2.52)
josta
Xpr=Q71dlN = QY H'AG+GAH') = H'Q ' (dG) + G Y (dH") = H' X¢ + GXppr. (2.53)

Kun nyt yht&l66n (2.53) sijoitetaan systeemin rata (¢(s),q(t(s)),p°(¢(s)),p(t(s))) alkuehdolla 251,
on H' (t(s),q(t(s)),po(t(s)),p(t(s))) = 0 ja siten

X =GXp. (2.54)
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Yhtéloiden (2.49) ja (254) perusteella uuden parametrin s avulla lausuttuna liikeyhtl6t ovat

) = 8 (sa()0°5)0(5))
= 28D (1) ate(s) p1(5) (2:552)
:G(t(s),q(t(s)),p(t(s))) (aikamuunnosyhtils)
W) 2 (sat0°)()
= 2O (1(5)alr)p(1(5)
= 5 (6).at(6))p(0() ) 1 (1(5)a(t(5)8°(¢(9) p())) (2.53b)
oH

= G(#5).a(t():p (1)) g5 (1) alt(5) p(1(s)) )
= ~6(1(s).a(t(s)) (1)) Tt (1(3). (1) p(1(5)))

9q°
M 2 (5a9)8°9)006) (2.55¢)
T (sa)4°()(5) (2.554)
kaikilla ¢ = 1, ... n. Titen kiyttadmalla Hamiltonin funktiota I' liikkeyht&lét ovat kanonista muotoa.

2.2 Kanoniset muunnokset

Olkoon (5,82) symplektinen monisto, ja & seki E kaksi kanonista karttaa, joiden méérittelyalueiden
leikkaus D on epityhji. Karttojen lokaalit esitykset ovat £ = (q, p) ja € = (Q, P). Télloin kanonisen

muodon matriisi 2 on sama kummassakin kartassa eli
Q= "detradgt = dgtn adg. (2.56)
i=1 i=1

Symplektisen muodon sdilymisestd saadaan siten kanoniselle kartanvaihdon matriisille yleinen muo-

to. Todetaan ensin, etta

2n

g =>" 0 i,dgj, (2.57)
j=1

o€
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missé, (gg ) = A;; on kartanvaihdon Jacobin matriisi jossain pisteessd p € D. Nyt saadaan suoralla

laskulla

i=1

2n 2n 2n

8 7
Y el - 3 2,3 idwz 0 g (2.59
4,7=1 i,5=1 85 85
2n 851 8@ 2n 2n
_ k 1 T k !
= Z Z Dk Zﬂaigz d€" @ d¢ = Z Z A Qi Ay | dEF @ dE
k,=1 \1%,5=1 k,0=1 \1%,5=1

Siten ehto sille, ettd muunnos siilyttid kanonisen muodon on, ettd muunnoksen Jacobin matriisi
A toteuttaa ehdon

ATQA =Q. (2.59)

Erityisesti kanoninen muunnos tarkoittaa, ettd Hamiltonin kanoniset liikeyhtdl6t ovat kummas-

sakin kartassa samanmuotoiset [§]. Siis kartassa £ lokaalisti on

A S ). B — -2 () p(w) (2.60)

ja kartassa E vastaavasti

dQ(u) 0H dP(u)  OH
W) _ 9 quuy ey, T = g P, (261)

My6s kanonisten muunnosten tapauksessa on huomioitava ero aktiivisen ja passiivisen muun-
noksen tulkinnan valilld. Passiivinen koordinaattimuunnos tulkitaan vaikuttavaksi vain koordinaa-
tistoon, jolloin ainoastaan vektorin tai fysikaalisen suureen esitys muuttuu. Aktiivisen muunnok-
sen ymmaérretdin vaikuttavan suoraan vektoriin tai suureeseen [18]. Erityisesti muunnos (q,p) —
(Q(q,p),P(q,p)) voidaan ymmértai aktiivisena muunnoksena S — S eli muunnoksena saman
moniston eri alkioksi. Olennaisesti siten myos siirto jostain radan pisteestd toiseen radan pistee-

seen saadaan kanonisena muunnoksena.

2.2.1 Infinitesimaaliset muunnokset

Infinitesimaaliset kanoniset muunnokset ovat yhdestd parametrista e riippuvia e:in suhteen diffe-
rentioituvia muunnoksia. Yksittdinen muunnos g. on ekvivalenssiluokka, jonka edustajat ovat ekvi-
valentteja, mikili rajalla € — 0 niiden antamien muunnosten ero on vihintidan toista kertaluokkaa
eli O(€?) [§).

Muunnos voidaan johtaa lihtemélld tyypin F» generoivasta funktiosta F(q,P) = Y., ¢'P’,
joka antaa identiteettimuunnoksen

i __ a . i P i l_a & i P _ i
Q—api<;qP>—q, p—aqi<ZqP>—P, (2.62)

=1
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kaikilla ¢ = 1,...,n, missd n on systeemin dimensioiden méaérd. Téssd ja seuraavassa oletetaan,
ettd Jacobin determinantti

‘ o(P(q,p),...,P"(q,p))
a(pt,...,p")

lokaalisti, jotta funktio p(q, P) ylipdatain on méiritelty.

£0 (2.63)

Tutkitaan siis tyypin Fs generoivaa funktiota

F(qP;e) =Y ¢'P' +€S(q,P;e), (2.64)
=1

joka riippuu nyt muunnosparametrista e. Timéan generoivan funktion antamat muunnoskaavat ovat

Q - 3PZ (qa P7 E) =dq + €ﬁ(q7P7 6) (2653)
. OF ; oS
v = —_— P = P’L —_— P .

P =5 (a,P;e) o (a,P;e), (2.65b)

mistd uudelleen jirjestdmills saadaan

i i a8

Pl =p — eg—;(q,P; €). (2.66b)

(a,P;e) (2.66a)

Nyt uusi kartta (Q, P) riippuu parametrista e, ja rajalla ¢ — 0 saadaan identiteettimuunnos (2.62)).
Derivoimalla puolittain parametrin suhteen saadaan

0Q  0S . . PS
86 - ﬁ((LP,E) + 6668Pi (quag) (267&)
OP? a8 0%S
= P (qPe) — e (q,P;e). _
9% a0 (@Pse) —em o0 (a,P;e) (2.67h)
Rajalla € — 0 yhtilsiden ([2.62) perusteella ¢° — Q°, joten yhtildists (2.67) saadaan siten
0Q? oG
= - P .
86 —o 8Pl (Qa ) (2 683,)
op? oG
e |, —a%Q,;(Q,PL (2.68D)

missd on merkitty S(Q,P;0) = G(Q,P). Funktiota G nimitetdéin infinitesimaalisen kanonisen
muunnoksen g. generoivaksi funktioksi.

Nyt huomataan erityisesti, ettd mikéli generoivaksi funktioksi valitaan Hamiltonin funktio, ja
parametriksi € aika, saadaan yhtalsistd (2.68) Hamiltonin kanoniset liikeyht&l6t. Siis Hamiltonin
funktio generoi infinitesimaalisen kanonisen muunnoksen ajassa kyseisen Hamiltonin funktion maia-
radmii rataa pitkin [19]. Tulos on luonnollinen, silla kappaleissa ja[ZT 4 nahtiin Hamiltonin
vektorikentdn generoivan mielivaltaisen siledn funktion aikakehityksen.
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2.3 Lie-ryhmien teoria

Lopullisena tavoitteena on numeerinen integrointimenetelm, jossa systeemin aikakehitys lasketaan
pieni aika-askel kerrallaan Hamiltonin kanonisten liikeyhtdléiden avulla. TAm& on suoraviivaista,
mikali litkeyht&lot osataan integroida aika-askeleen yli, jolloin tuloksena olisi kanoninen muunnos
ajassa. Integrointi ainakaan suljetussa muodossa ei vilttdmé&ttd onnistu, jolloin ongelmaa pitdd
ldhestya jotenkin toisin. Lahestymistavasta riippumatta kanonisuuden séilyminen on térkedé, jotta
integroitavat liikeyhtalot pysyvét samoina, kuten kappaleessa néhtiin.

Erss mahdollinen keino ongelman ratkaisemiseksi on todeta, etté koska aika-askel on pieni, voi-
daan vastaava kanoninen muunnos approksimoida infinitesimaaliseksi, ja yrittda sité kautta yksin-
kertaistaa tilannetta. Erityisesti voidaan tutkia mahdollisuutta jakaa Hamiltonin funktio sellaisiin
osiin, joiden generoima liike osataan integroida. Kutakin osaa voidaan sitten kayttdd kiyttda vuo-
rollaan infinitesimaalisen kanonisen muunnoksen generaattorina, jolloin saatu tulos mahdollisesti
vastaa alkuperdisen Hamiltonin funktion antamaa rataa.

Téllainen approksimointi kuitenkin vaatii tiedon siité, ettd usea infinitesimaalinen kanoninen
muunnos perijilkeen antaa tavallisen kanonisen muunnoksen. Liséksi ei ole selvdi, voiko Hamilto-
nin funktiota jakaa osiin niin, ettd osien soveltaminen vuorollaan vastaa tai ainakin approksimoi
alkuperaisen Hamiltonin funktion kayttamista. A priori ei ole edes selvii, ettd miten Hamiltonin
funktion funktionaalisen muodon osittaminen tulisi tehdé.

Néiden ongelmien matemaattiseen tarkasteluun tarvitaan teoriaa Lien ryhmistd ja Lien al-
gebroista. Lie-ryhmien teorian avulla voidaan k#sitelld matemaattisten rakenteiden — erityisesti

sileiden monistojen — jatkuvia symmetrioita.

2.3.1 Lie-derivaatta

Aikaisemmin todettiin vektorikentéin operoinnin funktioon olevan lokaalisti kuvaus X : C>°(V) —
C>*(V), jota merkitddn C>*(V) > f — X(f) € C>°(V), missé X on vektorikenttd ja V C S on
moniston S avoin alimonisto. Voidaan osoittaa, ettd tdméi kuvaus on lineaarinen vektoriavaruudessa
C*°(V). Lisdksi kun f,g € C>(V) on

X(fg) = fX(9) +9X(f) (2.69)

Tété vektorikentin antamaa kuvausta kutsutaan derivaataksi avaruudessa C*°(V), ja yhteys ta-
valliseen derivaattakuvaukseen on ilmeinen. M&éritelldan sitten vektorikentille X ja Y Lien sulut
[X,Y] kaavalla

[(XY](f) = X(Y (/) = Y(X(S)) (2.70)

kaikilla f € C°°(S). Lien sulkuja kutsutaan myo6s Lien (haka)tuloksi. Nyt voidaan méaaritelld
mielivaltaisen tensorikentén Lien derivaatta Lx vektorikentin X suhteen. Kun siled funktio f :

S — R jasiled vektorikenttd Y samaistetaan asteiden (0,0) ja (1,0) tensorikenttien kanssa, saadaan
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Lien derivaatan ominaisuuksiksi kaikilla f, Y ja mielivaltaisen asteen tensorikentilld S ja T [20]

Lxf=X(f) (2.71a)
LxY =[X)Y] (2.71D)
Lx(S®T)=(LxS)®T+5S® (LxT) (2.71c)
LoxipyT = alxT +bLyT (2.71d)
LixyiT = Lx(LyT) — Ly (LxT). (2.71e)

Intuitiivisesti ajateltuna Lien derivaatta kertoo jotain mielivaltaisen tensorikentin muuntumisesta
tietyn vektorikentdn méadraamailld integraalikdyralld eli se voidaan ymmdirtdd suunnattuna deri-

vaattana. B

2.3.2 Lien muunnosryhméit

Seuraavassa tarvitaan joitakin vihemmin yleisid kisitteitd, jotka kiytdnnollisyyden vuoksi esitel-
ld3n tdssd. Monistolla M madritellyn siledn vektorikentdn X kaikkien pisteestd m € M alkavien
integraalikiiyrien v (eli v(0) = m) mairittelyalueiden unioni on R:n avoin vili, joka siséltdd arvon
0 [20]. Télla avoimella valilld méadriteltyd vektorikenttdéd sanotaan X:n maksimaaliseksi vektori-
kent#ksi [20]. Jos kaikkien pisteiden m € M kautta kulkevien X:n maksimaalisten vektorikenttien
médrittelyalue on koko R sanotaan, ettd X on tdydellinen [20].

Oletuksen mukaisesti kaikki kisiteltivit vektorikentiit ovat sileitd. Nyt vaaditaan lisdksi, ettd
ne ovat tdydellisid. Oletus on hyvé, silli tulevassa tullaan tarkastelemaan vuorovaikuttamattomia
klassisia kahden kappaleen systeemejd, joiden tiedetdén olevan méaériteltyjd melkein kaikille tavalli-
sen koordinaattiajan t arvoille. Ongelmia syntyy ainoastaan tormaystapauksissa joille valttaAm&ton
ehto on kiertoimpulssin hividminen. Tilanne ei ole satelliitteja tutkittaessa mieledkis, ja vastaava
konfiguraatioavaruuden osajoukkokin on nollamittainen, joten néité tapauksia ei kéisitelld lainkaan.

Olkoon nyt V on monistolla M mééariteltyjen sileiden maksimaalisten vektorikenttien muodos-
tama epétriviaali dérellisulotteinen Lien algebra. Talléin Palaisin teoreeman nojalla on olemassa
sellainen yhtendinen Lien ryhmd G, joka operoi efektiivisesti monistoon M Lien muunnosryhmdnd,
ja ettd tdhdn operaatioon liittyvd Lien algebra R(G,M) =V, jolle dim R(G,M) < G [20]. T&lléin
sanotaan, ettd M on G-avaruus. Muunnosryhmé operoi kuvauksen ¢ : G x M — M kautta. Kuvaus
¢ toteuttaa ehdot [20]

(i) Yg € Gom € M funktio ¢4 : M — M, ¢4(m) = ¢(g,m) on M:n siled diffeomorfismi

(11) v.gvh € G7 ¢g o (bh = ngh-
5 Lien derivaatan méi#ritelméin perusteella voidaan esimerkiksi yht#lossa Z31) kirjoittaa

%(Q(t)vp(t)) = (Xuf)at).p) = (Lxy Fa@).p(t))-
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Selvisti jos e € G on identiteettialkio, on ¢, vilttdméatta identiteettikuvaus monistolla M. Efek-
tiivisyyden voidaan nyt maéaritelld tarkoittavan, ettd e on ainoa muunnosryhmén G alkio, joka
generoi identiteettikuvauksen monistolla M.

Muunnosryhméén liittyy myos kuvaus f : T.G — R(G,M), joka siilyttad Lien algebran raken-
teen. Voidaan osoittaa, ettd f on itse asiassa oikealta invarianttien vektorikenttien Lien algebran
RG ja Lien algebran R(G,M) vilinen isomorfia [20]. @

Infinitesimaalinen muunnosryhmé

Aikaisemmin mainituista vaatimuksista vektorikenttien tdydellisyydesti voidaan my6s luopua. Tél-
16in voidaan mééritelld infinitesimaalinen monistoon M vaikuttava muunnosryhmd G Lien algebran
rakenteen siilyttivind lineaarikuvauksena Lien algebralta RG moniston M sileiden vektorikent-
tien muodostamalle Lien algebralle [20]. T#ssé tapauksessa kuvaus on juuri aikasemmin maaritelty
kuvaus f. Erityisesti voidaan osoittaa, ettd jos X on moniston M siled vektorikentté, niin X mé&a-
rittelee lokaalin muunnosryhmén (I,+), I D R, joka on koko monistolla méaritelty muunnosryhmé
G = (R,+), jos X on taydellinen [20]. Lokaalissa tapauksessa kuvausta f kutsutaan muunnoksen

generaattoriksi. Analogia kappaleen 2.2.1] kanssa on selva.

2.3.3 Eksponenttikuvaus

Olkoon G Lien ryhmi, T.G tangenttiavaruus G identiteettialkion e kohdalla, v € T.G, X vasem-
malta invariantti vektorikenttd Lien ryhmalld G siten ettd X(e) = v ja v X:n maksimaalinen
pisteestd e alkava integraalikiiyrd. Lien ryhmén G eksponenttikuvaus exp : T.G — G mééritelldin
kuvaukseksi [20]

expv = v(1). (2.72)
Eksponenttikuvauksen nimi perustuu sen ominaisuuteen
exp|(ar + B)v] = exp(av) exp(Sv), (2.73)

kun a,8 € R. Kuvaus on térked siksi, ettd sen avulla voidaan generoida Lien ryhmén G alkioita
Lien algebran T.G alkioista.

2.4 Yleisen faasiavaruuden sovellukset

Edelld esiteltyjen matemaattisten menetelmien avulla saadaan nyt ratkaisuja kohdan 2.3 ongel-
miin. Havaitaan ensin, ettd yhtalon (2.31) antaman derivaattakuvauksen avulla voidaan muodos-
taa funktion f o~y : R D I — R Taylorin sarja, kun yhdistetty funktio oletetaan analyyttiseksi.

6 Kirjain R viittaa siihen, etti tim#n Lien algebran rakenne on saatu tarkastelemalla juuri G:n oikealta inva-
riantteja vektorikenttid. Vastaavasti saadaan Lien algebran rakenne LG tarkastelemalla vasemmalta invariantteja
vektorikenttid. Rakenteet ovat analogiset, ja Lien algebrojen LG ja RG Lien tulot eroavat vain merkin suhteen [20].
Erityisesti faasiavaruuden tapauksessa valinnalla LG:n ja RG:n vililld ei ole merkitystd [20].
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Jatkossa néin oletetaan aina. Liséksi oletetaan, ettéd liikutaan vektorikentin Xy maardamaélla ra-
dalla ~, jolloin voidaan merkita lyhyemmin f(¢) = (f o ¥)(t). Néin saadaan f:n Taylorin sarjaksi
pisteessd t + h

Pl hy =3 ek, 7] ), (2.74)
n=0 "

missd luonnollisesti merkintd L%~ tarkoittaa Lien derivaatan soveltamista n kertaa perdkkiin.
Yhtdlon (274) sarja voidaan muodollisesti kirjoittaa

f(t+n) = exp(hLx,,)f(t) = exp(hXu) f(t)- (2.75)

Nahdaan, ettd intuitiivisesti exp(hXgy) toimii operaattorina, joka siirtdd systeemis Xpgm mié-
raamilld radalla eteenpdin parametrin arvon h verran. Erityisesti on huomattava, ettd funktioksi
f voidaan valita jokin koordinaattifunktioista ¢’ tai p’ jolloin saadaan integraalikiyrin v lokaali

esitys. Télle tulkinnalle voidaan nyt antaa matemaattinen perustelu Lien muunnosryhmien avulla.

2.4.1 Hamiltonin vektorikenttien Lien algebrat

Ensin todetaan, etti tietyn Hamiltonin funktion H midradiméin vektorikentin X g generoima vek-
torikenttien joukko {aXp|a € R} on yksiulotteinen reaalinen vektoriavaruus. Varustamalla t&mé
joukko liséksi Lien suluilla yhtalén (2.70) mukaisesti saadaan aikaan (triviaali) yksiulotteisen Lien
algebran rakenne, missé kaikki Lien sulut ovat identtisesti nollia [20].

Jotta saataisiin aikaan epétriviaali rakenne, on ensin selvitettivd, miten Hamiltonin funktio
voitaisiin jakaa osiin. Koska Hamiltonin funktio generoi vektorikentén yhtalon ([2.23)) mukaisesti li-
neaarisen kuvauksen avulla, tapahtuu osittelu luonnollisimmin additiivisesti. Yksinkertaisimmassa

tapauksessa saadaan siten
H(m) = Hy(m) + Ha(m), me€S, (2.76)

missd Hamiltonin funktioiden yhteenlasku on luonnollisesti méaritelty pisteittdin. Téstd osittelusta

seuraa
Xl = Xl + Xmol, . mES, (2.77)

my6s pisteittdin madriteltynd. Tulos ndhdian jarkeviksi myos yhtilon ([2.75) ja Lien derivaatan
ominaisuuden (2.71d)) valossa. Oletetaan siis, ettd Hamiltonin funktio voidaan jakaa korkeintaan

ddrellisen moneen osaan, ja voidaan kirjoittaa

n

H(m) = ZHi(m), me S,neN, (2.78)
i=1

seka,

m € S. (2.79)

m

n
Xul,, = E Xu,
1=1
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Nyt on vield oletettava, ettd vektorikentédt X g, generoivat ddrellisulotteisen Lien algebran Zp.
Syntyvi rakenne ei ole triviaali, silld [Xu,,Xp,| = 0 vain jos i = j tai Xy, ja X, kommutoivat.
Yleisesti néin ei ole, ja voidaan siten kiyttas edelld esiteltyd Palaisin teoreemaa.

Kantamonisto on nyt faasiavaruus S ja tarkasteltava vektorikenttien Lien algebra Zp. Palaisin
teoreema antaa nyt Lien muunnosryhmin G monistolla S, ja muunnosryhm&in liittyvin Lien
algebran R(G,S) joka yhtyy Lien algebraan Zp. Teoreema kertoo myos, etté dim 2y < G, mutta
tdssd tydssd emme tarvitse muunnosryhmén ominaisuuksia, vaan muunnosryhmin Lien algebra

riittaa.

2.4.2 Siirtojen yhdistdminen

Eksponenttikuvausta hyodyntdméalld saadaan nyt Lien algebran alkiota X € Ep vastaava Lien
muunnosryhmén alkio exp(X). Toisaalta voidaan osoittaa, ettd mikd tahansa yhtendisen Lien al-
gebran G alkio g € G voidaan esittdd adrellisen monen G:n alkion tulona, jossa kaikki tekijit
saadaan vastaavista G:n Lien algebran alkioista eksponenttikuvauksen avulla [20]. Aikaisempien

merkintdjen avulla tdmé tarkoittaa, etté

Gs(m) = ¢s,(Ps, (- - D5, (M) . ..))) = Pexp vy (Pexpvs (- - Pexpvi (M) .. 2))), (2.80)

missé k € N ja kukin v; € T.G = Zg kaikilla ¢ = 1,... k. Vaihtoehtoisesti timé voidaan muotoilla
yhtalon ([278) kaltaiseen muotoon kuvaukselle f: S — R

f(s+1t) =exp(s1X71) exp(s2Xa) - - - exp(sp Xk) f(1), (2.81)

missid s; € R, X; € 2 kaikilla ¢ = 1,... k. Voidaan siis todeta, ettd #irellisen monen lokaalin
(infinitesimaalisen) muunnoksen avulla saadaan kanoninen aikamuunnos mille tahansa ajan siirrolle
s € R. Koska erityisesti numeerisessa symplektisessi integroinnissa kukin muunnos on korkeintaan
likim&ariisesti infinitesimaalinen, on selvai, ettd tekemilld useita tillaisia muunnoksia perakkéin
saadaan makroskooppinen (ei-infinitesimaalinen) aikamuunnos.

Kuitenkaan eksponenttikuvauksella ei ole yleisesti ominaisuutta exp(v) = exp(vy + va), kun
T.G > v = vi1 + vg, jos Lien algebra T.G ei ole yksiulotteinen ja siten kommutatiivinen. Nyt
kasiteltdvan Lien algebran generoivat vektorikentdt Xp,, ¢ = 1,...,n yhdessd, joten kyseessd on
yleisesti Lien tulon suhteen epdkommutatiivinen Lien algebra (paitsi siind erityistapauksessa, etti

kaikki X g, :t kommutoivat). Ongelma ratkeaa Bakerin—Campbellin-Hausdorffin kaavalla
exp(X) exp(Y) = exp(C(X.Y)), (2.82)

missd X ja Y kuuluvat johonkin Lien algebraan LG, ja C(X,Y) on jokin yksikéisitteinen funktio
LG — LG [21]. Funktio C' on muotoa

C(X)Y) = i Ci(X.Y). (2.83)

=1
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Kehitelman ensimmaéiset termit ovat

CLXY)=X+Y (2.84)
Co(X.Y) = % X.,Y] (2.85)
Co(XY) = 5 [XY]¥] - o [X.¥] X, (2.56)

ja tiedetddn, ettd loputkin C;(X,Y") ovat muodoltaan lineaarikombinaatioita sisikkiisistd X:n ja

Y':n Lien suluista [21]. Yht&lo voidaan my8s kiantédd, jolloin saadaan Zassenhausin kaava
exp(X +Y) = exp(X) exp(Y) [ [ exp(Ci(X.Y)), (2.87)
=2

missi nyt funktiot C; : LG — LG ovat jalleen sisikkdisten X:n ja Y:n kommutaattoreiden lineaa-

rikombinaatioita [22]. Ensimmiéiset C;-funktiot ovat muotoa [22]

Ca(X)Y) = . Y, X] (2.88)

2
1
3

C3(X)Y) = - [[V,X].,Y]+ é [V, X],X]. (2.89)

Zassenhausin kaavan avulla saadaan siten vektorikenttien X g, ja Xp, generoimassa Lien algebrassa
tulos
2

exp(hXp) = exp[h(Xu, + Xm,)] = exp(hXn, ) exp(hX g, ) exp (—2

(X, ,XHQ]) <. (2.90)

Zassenhausin kaavasta ndhdian, ettd rajalla h — 0 systeemin siirtdminen vuoron perdin kahdella
eri Hamiltonin funktion additiivisella osalla on kommutatiivista, ja ettd kun h on pieni saadaan
hyva approksimaatio tille kiiytokselle. Y14 kuvattu menettely yleistyy suoraviivaisesti myts Ha-
miltonin funktion jaotteluille muotoa H = ), H;, missd summaus on ddrellinen, mutta tdméin
tyon puitteissa riittda jako kahteen osaan.

Kohdassa 2.3] mainittuihin ongelmiin saatiin siis ratkaisut, jotka voidaan koota yhteen seuraa-

vasti:
(i) Infinitesimaaliset kanoniset aikamuunnokset tuottavat kanonisen aikamuunnoksen.
(if) Hamiltonin funktio on luonnollista jakaa additiivisiin osiin.

(i) Osien generoimien vektorikenttien antamien eksponenttikuvausten soveltaminen peréjilkeen
(melkein) infinitesimaalisina kanonisina muunnoksina approksimoi yhtalén ([2.90) mukaisesti

alkuperidisen Hamiltonin funktion antamaa rataa.

Seuraavaksi esiteltéivit symplektiset integrointimenetelmit ovat siis matemaattisesti vakaalla poh-

jalla ja perusteltuja.
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3  Symplektiset

integrointimenetelmat

Edellisessé kappaleessa kehitellyn teorian pohjalta voidaan nyt johtaa joitakin yleisesti kiytettyja
symplektisié integrointimenetelmis. Ensimmaiseksi on madriteltavé tarkemmin Hamiltonin funktio

ja suoritettava sen jaottelu integroituviin osiin.

3.1 Hamiltonin funktio

Olkoon S tila-avaruudeksi laajennettu yleinen faasiavaruus, dim S = 2n+2, ja H : S — R systeemin
Hamiltonin funktio. Lokaalisti H on kanonisessa kartassa tavallista muotoa H (t,q(t),p°(t),p(t)),
missé jalleen ¢-riippuvuus ymmérretdin syntyviksi vektorikentéin Xy generoimasta litkkeesta (¢),
missd v: R — S.

Monissa tapauksissa, ja erityisesti keskuskappaletta kiertdvin satelliitin tapauksessa, Hamilto-

nin funktio on mahdollista jakaa kineetliseen osaan T ja potentiaaliosaan V siten, ettd

H(t.a.p’,p) =T(p) + 1"+ V(¢®.a) = H(a,p) = T(p) + V(a), (3.1)

missé oikealla on kiytetty késittelyd helpottavaa merkintdé, jossa q ja p on laajennettu sisalti-
miin ¢°- ja p’-riippuvuudet. Mahdollinen potentiaaliosan eksplisiittinen aikariippuvuus tulee siten
kisitellyksi kappaleessa [2.1.4] esitetylld tavalla.

Nyt voidaan tulkita, ettd tilldin kanonisen kartan koordinaattifunktiot ¢' vastaavat tavalli-
sia R™m paikkakoordinaatteja. Vastaavasti koordinaattifunktiot p® vastaavat tilldin tavanomaisen
klagsisen liikem&iréan komponentteja. Edelleen funktio 7' voidaan ymmaértas kineettisens energia-
na, ja funktio V potentiaalienergiana, jolloin Hamiltonin funktio kuvaa systeemin kokonaisenergiaa.
Koska eri osat riippuvat vain joko yleistetyistd koordinaateista tai yleistetyista lilkemaéristé, ovat
kunkin osan generoimassa liikkeessd riippumattomat koordinaatit vakioita. Tdmé n&hd&in jo yh-
talosts (2.210), jonka perusteella koordinaatit ¢° generoivat koordinaattien p’ siirrot ja piinvastoin.

Nyt voidaan muodostaa Hamiltonin kanoniset liikeyhtélot vektorikenttien X ja Xy madria-
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mille radoille. Kéyttadmalla Hamiltonin funktion kineettistd osaa T saadaan

; oT
i'(t) = — (p(t 3.2
q'(t) o (p(t)) (3.2a)
, oT
' (t) = ——(p(t)) =0, 3.2b
5(0) = = 5 0(t) (3.:2b)
kaikille © = 0, ... ,n. Potentiaaliosalle V' saadaan
; ov
i'(t) = —(q(t)) =0 3.3
q'(t) oy (a(t)) (3.3a)
» aVv
' (t) = ——(q(t 3.3b
p'(t) o0 (a(t)), (3.3b)
kaikille ¢ = 0, ... ,n. Kummatkin osat voidaan integroida suoraan parametrin ¢ suhteen, silld kum-

massakin tapauksessa integroitava funktio riippuu niisté kanonisista koordinaateista, jotka ovat ra-
dalla vakioita. Lisdksi integrointivakiot voidaan jattdd huomiotta kirjoittamalla kineettiselle osalle

o (O = [exp(xr)a’) (1) (3.42)

p'(t+h) =p'(t) = [exp(hX7)p'] (t), (3.4b)

q'(t+h)=q'(t) +

missd on kiytetty yhtélon (275) mukaisesti eksponenttikuvausta rataa pitkin tapahtuvan siirron

esittdmiseen. Vastaavasti potentiaaliosalle saadaan

¢+ h) = (1) = exp(hXy)q'] (1) (3.50)
e+ ) = p(0) — (@Ol = [exp(hXv)p'] 0 (3.50)

3.1.1 Logaritminen Hamiltonin funktio

Hamiltonin funktion ollessa yhtélon ([B.) mukaista muotoa, voidaan soveltaa logaritmiseksi Ha-
miltonin funktioksi kutsuttua menetelmiii (logH-menetelmi) [12]. Seuraavassa merkitéiin ¢° ja p°
eksplisiittisesti nakyviin.
Ensin valitaan yhtélon (Z47) mukaiseksi aikamuunnosfunktioksi
1
G(t,q,p) = Vi (3.6)
Funktion G' nihdiin rataa pitkin olevan ekvivalentti funktion 1/(T(p) + p°) kanssa [12]. Jotta
aikamuunnos olisi médritelty, pitd# rataa pitkin olla V (¢,q) < 0 tai vaihtoehtoisesti 7'(p) + p° > 0.
Tamé tyo kisittelee vain liikettd maapallon potentiaalikentéissd, jolloin néin on triviaalisti aina.
Aikamuunnoksen avulla saadaan Hamiltonin funktio muotoon
T(p)+p’+V(ta)
V(t.a)
Kun valitaan kappaleen 21,4l mukaisesti alkuarvoksi p®(tg) = —T(p(to)) — V (to,a(to)), on rataa

pitkin I' = 0, jolloin on mahdollista kiyttdd Hamiltonin funktiona funktiota

I'(¢",q,p°,p) = — (3.7)

A(q%,q,p°,p) = log [1 +T(¢°,q,p",p)] (3.8)
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missé log on luonnollinen logaritmifunktio. Hamiltonin kanonisista liikeyhtal6istd (2.49) saadaan

dg’ OA 1 or
3| = Byl " THTL, a7 39
Sl Pl e Pl
dp® oA 1 or
dp T 0¢t|.. 14T 0¢ | (3.10)
§ lys) 7 1) T 94 )
jotka selvisti ovat rataa y(s) — (t(s),a(t(s)),p°(t(s)),p(t(s))) pitkin oikeat kanoniset liikeyht&l5t
[12].
Toisaalta ndhdain, etti
T(p) +p°
1+T taq7p07p = TN 0 3.11
( ) V(q®,q) (311
joten yhtélostd (B.8) saadaan
At,ap°p) =log [T(p) +p"] —log [-V(¢"a)] , (3.12)

joka on jilleen yhtélon (B.I) mukaista separoitunutta muotoa.

Voidaan osoittaa, ettd logaritmifunktion liséksi voitaisiin soveltaa mitéd tahansa sellaista funk-
tiota f : R — R, jonka derivaatta f’ on aina positiivinen jollain soveltuvalla vililld, kuten esi-
merkiksi valilla (0,00) kuten edelld [13]. Télloin kidytettdvd Hamiltonin funktio olisi muotoa [12]

A(t,a.p’,p) = f(T(p) +p°) = F(=V(¢",q), (3.13)

ja aikamuunnosfunktioksi saataisiin [12]
G(t,a,p) = f'(T(p) +p"), (3.14)

joka jélleen rataa pitkin on ekvivalentti muodon f/(—V(¢",q)) kanssa [12]. Menettelyn hyotyni
nihdéin olevan mahdollisuus tehdd aikamuunnoksia ja séilyttas silti Hamiltonin funktion separoi-
tu muoto (B.I). Lisiksi logaritmista Hamiltonin funktiota kiiytettiessi Keplerin liikkeen (liite [B)
tapauksessa saadaan aikasiirtym#id lukuunottamatta eksakti ratkaisu alla kuvattua leapfrog-me-

nettelyd kiyttien.

3.2 Leapfrog

Hamiltonin funktion eri osien méairdaméit eksponenttikuvaukset voidaan yhdistdd Zassenhausin

kaavan (Z.87) madrdamalld tavalla. Tavoitteena on 16ytd4a sellainen yhdistelmé

k
[ exp(cihXr) exp(B:aXv),
=0
etta

k
exp(hXp) = exp[h(X1 + Xv)] = Hexp(aihXT) exp(Bih Xv) + O(h™),  ;,B; € R, (3.15)
i=1
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jolloin saatava numeerinen integrointimenetelmé on n:tta astetta [13]. Tata menettelyd voitaisiin
kayttdd missd tahansa tilanteessa, missd Hamiltonin funktio on jaettu kahteen osaan. Mikali kui-
tenkin Hamiltonin funktio on yhtilon (B.J) mukaista muotoa, on yhtilon (BI15) midrdami diffe-

renssiyhtaloryhmé erityisen yksinkertaista muotoa [13]

Uy1 = G + hamafpi(pm) (3.16a)
: : oV
Prmt1 = P — hﬂmafqi(qm), (3.16b)

kaikille ¢ = 0,...,n, ja m = 1,....k, missi (qg+1, Pr+1) = (a(t + kh),p(t + kh)) ja (q1,p1) =
(a(t).p(t)).

Erés yleisesti kiytetty valinta on k = 2 ja oy = ag = %, 81 =1, B2 = 0 [13]. Tallsin saadaan
niin sanottu toisen asteen leapfrog-menetelmd, jota kutsutaan myds yleistetyksi leapfrog-menetel-
mdksi tai Verlet’'n menetelmdksi [13] 23]. Yht&loiden (B.16]) avulla auki kirjoitettuna menetelmésta

saadaan yhden aika-askeleen yli

Z. . hor

Iyt = 4n + 587#(1370 (3.17a)
i i ov

Pny1 = Pn — haiql(qn+é) (317b)
i . RoT

Int1 = Qpyy + 587)2»(pn+1) (3.17¢)

kaikille i = 0,...,n, misséi on merkitty ¢!, = ¢*(nh) ja pi, = p‘(nh).

Havaitaan, ettd yhtilot (B.14) ovat reversiibelit ajan suhteen. Tama voidaan kirjoittaa symboli-
sessa muodossa M,T My, =T, missd M, kuvaa menetelméin ([B.I7) antamaa aikasiirtoa askeleen h
verran eteenpdin ja T on ajankddntdoperaattori [13]. Symplektisilld ja reversiibeleilld menetelmilld

on samankaltaisia geometrisia ominaisuuksia faasiavaruuden kannalta [13].

3.3 Kepler-liike

Kun logaritmisen Hamiltonin funktion avulla saatua leapfrog-integraattoria sovelletaan hairitse-
méttémén kahden kappaleen liikkeeseen (liite [Bl), saadaan eksakti tulos lukuunottamatta aikavir-
hettd. Artikkeleissa [13] 23] on johdettu aikavirheelle analyyttinen esitys, jota téssd tyossi kiyte-
taan.

Tutkitaan aikamuunnettua logaritmista Hamiltonin yhtiloé ja merkitdan uutta aikaparametria

s:114. Héiritsemattémén Kepler-liikkeen logaritminen Hamiltonin funktio on muotoa

1 M
A(¢°,q,p°,p) =log (p2 +p°> — log (

> |q||) (3.18)

johon voidaan soveltaa yhtéloja (B17).
Nyt kuitenkaan parametri h yhtaloissd (B.I7) ei ole parametrin s todellisen askeleen pituus.

Olkoon leapfrog-askeleen alussa muuttujien arvot q,, pPg ja tq, jolloin todellinen parametrin askel-
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pituus h, ja leapfrogin parametri h riippuvat toisistaan yht&lolla [23]

m hs [p° m AFE
h=——tan | —4/—= | = tan [ — |, (3.19)
p°/2 myV 2 p°/2 2

missd muuttujan

pa2 0
m = ||qq]| (2 +p) (3.20)

voidaan tulkita olevan efektiivinen massa [23]. Ndhddin siten, ettd vaikka leapfrog-algoritmissa
kaytettavad askelpituutta h kasvatetaan kohti ddrettomyytta, on eksentrisen anomalian muutos AE
aina korkeintaan 7. Siten maksimaalinen Kepler-liikkeen siirto logaritmisella Hamiltonin funktiolla
on puolikkaan ratakierroksen verran eksentrisen anomalian suhteen.

Arvoa h el kuitenkaan tarvita algoritmin aikakorjaukseen. Aikakorjaus saadaan merkitsemalld

_ hZp’
Tom2’

¢ (3.21)

ja
h3 t -
oo hs tan(VO) = VE (3.22)
4m2 \/23
jolloin aikakorjaus voidaan sisdllyttdd logaritmiseen Hamiltonin funktioon kirjoittamalla yhtilo

BI8) muotoon

0

Vg
1 M T
A(¢’q,p"p) = log <2102 +p°> —log <|q||) + /Edpo. (3.23)
0
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Osa 11

Satelliittien suhteelliset radat
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4 Satelliittiradat

Yksittdisen satelliitin rataa voidaan késitelld kahden kappaleen ongelmana, jossa toisena osapuo-
lena on massiivinen keskuskappale. Tassd tyOssi keskuskappaleena on aina maapallo. Sateliittin
massa voidaan olettaa niin pieneksi, ettd satelliitin maapalloon aiheuttama voima voidaan jattaa
huomiotta.

Olkoon maapallon massa Mg, satelliitin massa m ja
M =G(Mg +m) = GMg, (4.1)

missd G on gravitaatiovakio. Nyt jos satelliitin paikkavektori keskuskappaleen painopisteen suhteen
on r, pitee liitteen [B.2] mukaisesti
. r
Yhtélosta [@2) ei voida ratkaista paikkaa r suoraan ajan ¢ funktiona, mutta ratkaisu voidaan
esittid esimerkiksi rataelementtien (B.35) avulla [24].

4.1 Tasaisen Kepler-liikkeen perturbaatiot

Ideaalitilanteessa satelliitti kiertdd keskuskappaletta tasaisesti kahden kappaleen ongelman ana-
lyyttisen ratkaisun mukaisesti, kuten liitteesss [B.2] on selvitetty. Maapalloa kiertévin satelliitin
tapauksessa ratkaisussa joudutaan kuitenkin ottamaan huomioon useista eri 1dhteistd rataan ai-

heutuvia hairiéita eli perturbaatioita.

4.1.1 Gravitaatiopotentiaali

Koska maapallo ei ole muodoltaan taydellisen pallomainen, taytyy varsinkin matalalla kiertdvien
LEO (Low Earth Orbit) -satelliittien ratoja laskettaessa ottaa maapallon muoto huomioon gravi-
taatiopotentiaalissa [1].

Maapallon gravitaatiopotentiaalin kolmiulotteinen muoto voidaan esittda palloharmonisten funk-
tioiden avulla liitteen [B.6] yhtalon (B.47) mukaisesti muodossa

V(r6,0) =— G]:[@ ia:x Z <Rr$> IP,”,L(COS 0) (C}7 cos(map) + S sin(ma)) . (4.3)

n=0 m=0
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Téssd tyossd otetaan huomioon kuitenkin vain vihéiisin poikkeama pallonmuodosta, jolloin

potentiaali supistuu yht&lon mukaiseen muotoon

GMs 1y _ (B;@) i PQ(COSG)] . (4.4)

V(’I“7 97 ¢) =

Potentiaalin muodon voidaan osoittaa vastaavan pisteméisté kappaletta, jota kiertdd massarengas
tasossa 6 = 0.
Keskeisin héiridtermin J, vaikutus on perisentrin argumentin w ja nousevan solmun pituuden

Q) sekulaarinen muuttuminen. Naiden elementtien derivaatoille voidaan johtaa lausekkeet

. y
Q-  3JREVaMcosi (4.5)
2a4(1 — €2)2
s ‘
L 3J2RE v aM([3 + 5 cos(2i)] 7 (4.6)
8at(1 — e2)?

missd Rg on maapallon side.

Inklinoituneet radat kiertyvit z-akselin (6 = 0 -akselin) ympéri samalla kun perisentrin argu-
mentti kiertyy ratatasoa pitkin. Lisdksi yhtalostd (4.6) ndhdéén, ettd perisentrin argumentti on
vakio inklinaation arvolla i = sin™*(2/v/5).

4.1.2 Muut taivaankappaleet

Satelliitin rataan vaikuttavat my6s muiden, kaukaisempien taivaankappaleiden gravitationaaliset
perturbaatiot. Maan tapauksessa kyseeseen tulevat erityisesti kuun ja auringon aiheuttamat hai-
ri6t. Ndiden hiirididen analyyttinen mallintaminen on hyvin vaikeaa, silld yleiseen n:n kappaleen
ongelmaan ei ole olemassa pétevid analyyttistd ratkaisua [1].

Néita hairiitd voidaan kuitenkin mallintaa numeerisesti. Jos merkitédin satelliittin paikkaa suh-
teessa keskuskappaleen keskipisteeseen vektorilla r ja k:nnen huomioitavan muun taivaankappaleen

paikkaa ry:lla ja massaa my:lla, saadaan hairitseviksi kiihtyvyydeksi

L r,—r  Tg
oFf = ka <k 3 7’2) . (4.7)

Sulkulausekkeen ensimméinen termi on héiritseviin taivaankappaleen aiheuttama kiihtyvyys satel-
littiin, ja toinen termi on taivaankappaleen aiheuttama kiihtyvyys maapalloon. Niiden erotuksena
saadaan satelliittiin aiheutuva suhteellinen héiritseva kiihtyvyys.

Havaitsemalla, etta

1 TR —T (4.8)
ity —rl |y —rf .
ja
r-rg T
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voidaan todeta, ettd taivaankappaleiden héiritsevé potentiaali on muotoa

-1 I ry
oV = m + — ) 4.10
2 (et (410

Matalalla kiertéville satelliiteille auringon ja kuun aiheuttamat h&iriot ovat useita kertaluokkia

pienempid kuin Js-termin tai ilmakehén kitkan aiheuttamat hiiriot, ja ne voidaan siksi usein jattaa
huomiotta. Héiritseva vaikutus on kuitenkin ldhes riippumaton satelliitin radan korkeudesta, ja

geosynkronisille satelliiteille se on endd kertaluokkaa Jo-termin vaikutusta pienempi [I].

4.1.3 Ilmakehin kitka

Ilman kitkan vaikutus satelliittiin voidaan kuvata kitkavoiman yht&lolla
1
F= _§CDAP |F| ¥, (4.11)

missd Cp on ilmanvastuskerroin ja A satelliitin poikkipinta-ala nopeusvektorin suunnan suhteen.
Ilmakehén kitka on merkittdva ainoastaan ldhelld maata kiertaville satelliiteille, silld ilmakehin

tiheys laskee likim&drin eksponentiaalisesti yht&lon

p(h) = poexp(—h/ho) (4.12)

mukaan, missd h on korkeus merenpinnan tasosta, pp on keskima&rdinen tiheys merenpinnan ta-
solla ja hg ilmakehén skaalakorkeus. Tdman yhtdlon avulla voidaan johtaa yksinkertainen mal-
li rataelementtien muutokselle ilmakeh&n vaikutuksesta. Todellisuudessa ilmakehén vaikutus on
huomattavasti monimutkaisempi, ja rataelementtien muutosten ennustaminen vaikeaa [IJ.
Ilmakehdn keskim&ardinen vaikutus satelliittiin voidaan kvalitatiivisesti paatella toteamalla, et-
ta Kepler-liikkeessa oleva satelliitti liikkkuu nopeimmin ollessaan 1dhella perisentrié, jolloin yhtilon
({EII) mukaan my6s hidastava voima on suurimmillaan. Seurauksena on aposentrin siirtyminen
ldhemmas keskuskappaletta ja siten eksentrisyyden viheneminen sekd isoakselin puolikkaan lyhe-
neminen. Erityisesti isoakselin puolikkaan lyheneminen on keskim&irin lineaarista, ja siten helposti

mallinnettavaissa [1].

4.1.4 Auringon siteilypaine

Auringon séteilypaineen vaikutus satelliittiin vaihtelee riippuen auringon siteilyvuosta, satelliitin
heijastavuudesta ja sen orientaatiosta aurinkoon ndhden seki siitd kuinka suuri osa auringosta on
ndkyvissd. Vaikutus voidaan likim#draisesti esittdd hiiritsevin kiihtyvyyden yht&alslla

ro—r

5t = —neg (4.13)

37
llre — x|l

missd rg —r auringon sijainti satelliitista ndhtyné, eq satelliitista riippuva vakio ja n funktio, jolla
otetaan huomioon auringon mahdollinen varjostuminen.
Kiytdnnon seuraukset auringon siteilypaineen aiheuttamasta hiiriosta ovat oskillaatiot kaikis-

sa rataelementeissi. Niiden oskillaatioiden jaksot voivat olla aina vuosien pituisia [IJ.
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4.2 Koordinaatistovalinnat

Satelliittien suhteellista liikettd voitaisiin periaattessa tutkia suoraan inertiaalikoordinaatistossa
kiyttamalla kiihtyvyyksien erotusta, mutta kdytdnnossd monissa menetelmissé kdytetdin muun-
laisia koordinaatistoja.

Useasti kiytetddn kahta koordinaatistoa, joista toinen on keskuskappaleen mukana liikkuva
inertiaalinen koordinaatisto, ja toinen on padsatelliittin paikkaan kiinnitetty epéinertiaalinen koor-
dinaatisto. Ensinmainitussa koordinaatistossa lasketaan paidsatelliitin liike, ja jalkimmaisessd rat-

kaistaan varsinainen satelliittien suhteellinen liike.

4.2.1 ECI-koordinaatisto

Maapallon satelliittien tapauksessa inertiaalisesta koordinaatistosta kiytetddn nimitystd maapal-
lokeskeinen inertiaalikoordinaatisto eli ECI-koordinaatisto (sanoista Earth-centered inertial). Mer-
kitain ECI-koordinaatistoa kirjaimella N, jolloin voidaan mééritelld se ortonormaalin kannan
Byn = {es, ey, €.} avulla. Tassd e, on kevittasauspisteeseen osoittava vektori ja e, osoittaa kohti

taivaanpallon pohjoisnapaa. Kantavektori e, on siten ekvaattoritason suuntainen [25].

4.2.2 LVLH-koordinaatisto

Passatelliitin paikkaan kiinitetty koordinaatisto on nimeltdin paikallisesti pysty- ja vaakasuuntai-
nen koordinaatisto eli LVLH-koordinaatisto (Local Vertical Local Horizontal). Merkitdin LVLH-
koordinaatistoa kirjaimella £, ja mééritelldin se ortonormaalin kannan B. = {e,, eq, e, } avulla.
Vektori e, on maata ja padsatelliittia yhdistdvin janan suuntainen ja osoittaa maasta poispéin.
Vektori ey, on yhdensuuntainen piésatelliitin ratatason normaalin kanssa, ja siten ey on paésatellii-
tin ratatason suuntainen osoittaen kohti kiertosuuntaa. LVLH-koordinaatisto kiertyy paésatelliitin

liikkeen mukana, ja tétd pyorimistd voidaan merkitd vektorilla [25]
W = wre, + wgey + wpeyp,. (4.14)
Kun seuraajasatelliitin paikka ilmaistaan LVLH-koordinaatistossa vektorilla
0 = &e, + ey + Cep, (4.15)
saadaan yhtdlon ([EI4) avulla suhteellisen liikkeen yleiseksi liikeyhtiloksi
0+2wXxpt+wxpo+wxwxop=Ffp—f+u. (4.16)

Yhtalossa f on padsatelliittiin vaikuttava voima, fp on seuraajasatelliittiin vaikuttava voima ja u
ulkoinen kontrolli. Téssd tapauksessa ulkoinen kontrolli tarkoittaa seuraajasatelliitin suorittamaa
kithdytysta [25].
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5 Analyyttiset menetelmat

Satelliittien suhteellisten ratojen méfrittdminen analyyttisesti perustuu koordinaatistojen ja ra-
taelementtien valitsemiseen siten, ettd satelliittien suhteellisille paikoille saadaan sopivaa muotoa
olevat yhtdlot. Yhtdldiden on siis oltava sellaisia, ettd niistd on mahdollista ratkaista satelliitin
suhteellinen paikka ajan tai sitd vastaavan suureen funktiona eksplisiittisesti. T&ll6in alkuehto-
ja kiyttamalla voidaan satelliitin tilasta hetkelld tg suoraan ratkaista tila milld tahansa halutulla
hetkella .

Analyyttisten menetelmien ongelmana on erityisesti kappaleessa [.J] mainitut eroavaisuudet
tasaisesta Kepler-liikkeestd. Niiden vaikutusten analyyttinen mallintaminen johtaa vaikeasti rat-
kaistaviin yht&loihin, eikd yleistd eksplisiittistd ratkaisua ole vield kehitetty.

5.1 Hillin-Clohessyn-Wiltshiren menetelméi

Yksinkertainen tapa analyyttisen approksimaation kehittdmiseksi kahden satelliitin suhteellisel-
le liikkeelle johtaa ns. Hill-Clohessy-Wiltshire-yht#loihin (HCW-yhtlot), joista kiytetddn myos
nimityksid Hillin menetelmd tai Clohessyn-Wiltshiren menetelmd. Menetelmiissi oletetaan, ettd
passatelliitti lilkkuu ympyriradalla, jolloin w, = wy = 0. Liséiksi tdllsin r ja @ ovat vakioita [3].
LVLH-koordinaateissa on pédsatelliittiin vaikuttava gravitaatiopotentiaali V = —M/||r||, jo-
ten koska rp = (r+¢)e, +veg+ (e, voidaan seuraajasatelliittiin vaikuttava gravitaatiopotentiaali

Vp kirjoittaa muodossa [25]

, .
. —M(1+f2+2€) . (5.1)

[N

lepll 7 r
Tamaé lauseke voidaan kehittdd auki Legendren polynomien avulla, jolloin saadaan

2 92 2 .
vp—-M {1—5+25192<}+V, (5.2)
T T T

kun mééritelldan

=S (8) B (5.9
n=3

r
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missd P, on n:s Legendren polynomi. Komponenttimuodossa saadaan yhtalon ({I6]) avulla sub-
teellisen litkkeen litkeyhtilot [25]

.. ) M . oV

. .. . M . __517

19+29§—<6 —73)§+0§— 59 (5.4b)
.M X%
¢+ ng =5 (5.4c)

Kun nyt oletetaan padsatelliitin lilkkuvan ympyraradalla, jolloin r» = a, ja linearisoidaan diffe-

rentiaalinen gravitaatiopotentiaali eli asetetaan V = 0 saadaan HCW-yhtalot [25] 3]

£—2nd —3n% =0 (5.5)
U4 2n€ =0 (5.6)
C+n%C=0, (5.7)

missa n = /M/a3. Huomattavaa HCW-yhtildissi on, ettd viimeisin yhtilo ei ole kytketty ai-
kaisempiin, ja siten liike ep-suuntaan on tavallista harmonista vardhtelyd. HCW-yhtdlot voidaan

ratkaista suljetussa muodossa, jolloin saadaan [, [3]

() = %Osin(nt) - <3§0 + 21?;)) cos(nt) + 4& + 2% (5.8a)

I(t) = <6§0 + 4190> sin(nt) + 2£—0 cos(nt) — (61150 + 3190) t+ Yo — 25—0 (5.8b)
n n n n

¢(t) = o cos(nt) + %sin(nt) (5.8¢)

£(t) = & cos(nt) + (3n&y + 200) sin(nt) (5.9a)

D(t) = (6n&y + 49,) cos(nt) — 2&, sin(nt) — 6n&y — 30 (5.9b)

C(t) = —Consin(nt) + (o cos(nt). (5.9¢)

Ratkaisu on jaksollinen lukuunottamatta eg-suuntaa, silld 9 muuttuu sekulaarisesti ajan funk-
tiona. Yhtélon muodosta havaitaan, ettd tdmé johtuu joko seuraajasatelliitin suuremmasta etii-
syydesta tai suhteellisesta alkunopeudesta piésatelliitin kiertosuunnan suhteen.

HCW-yhtildiden (t)-ratkaisun sekulaarinen termi voidaan eliminoida valitsemalla alkuarvot
siten ettd

6n&s = —30o. (5.10)

T&ll6in satelliitit eivat Hillin approksimaatiolla ajaudu erilleen. Todellisuudessa tilanne on moni-

mutkaisempi.
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5.2 Tschaunerin—-Hempelin menetelma

HCW-yhtilot pétevat ainoastaan mikili pddsatelliitti on ympyraradalla. Mikéli halutaan tutkia
suhteellista litketta elliptiselld radalla, pitdé lihtokohtana pitad epalineaarisia yhtéloita (G.4). Nais-
td saadaan analyyttinen Tschaunerin-Hempelin menetelmé (TH-menetelmi) vaihtamalla riippu-
mattomaksi muuttujaksi todellinen anomalia, skaalamalla LVLH-koordinaatit sopivasti ja lopuksi
linearisoimalla yht&lot [5].

Muuttujanvaihdosta t = t(f) seuraa

d _.d _ [p o 2 d

@~ Tap =t ey o

42 o d2 . d

e~ aE T (5.12)
:Z%(l+ecosf)3 {(1+6605f)($22_265inf£c :

Merkitdin derivaattaa f:n suhteen heittomerkills ’.
Seuraavaksi skaalataan seuraajasatelliitin paikkavektori o paasatelliitin paikkavektorin pituu-

della, jolloin saadaan seuraajasatelliitin skaalatulle paikalle
_9o_
p=_ =uze + yep + zep, (5.13)
missa
x=¢&/r, y=9/r, z=(/r (5.14)

Paikan derivaatoiksi todellisen anomalian suhteen saadaan [25]

/

p’:(1+ecosf)gfesinfg (5.15)
p p

/! /

p”:(l—s—ecosf)g——Qesinfg—ecosfg. (5.16)
p p p

Muuttujanvaihdon ja skaalauksen jilkeen saadaan yhtdlot (B.4) muotoon

1+z 1
/l72 l: 177 .
* Y 1+ecosf< d3) (5.17)
1
"9 /:¢ 1— — )
yitam 1+ecosf< d3> (5.17b)
me % L
2 = [T ecosf (ecosf+d3), (5.17c)

missi seuraajasatelliitin etisyys origosta d = /(1 + 2)2 + y2 + 22 [5]. Jos témé etiisyys on pieni,
voidaan yht#loissd (5.17) esiintyvil termi d—3 kirjoittaa sarjakehitelmiini Legendren polynomien

avulla. Kun lopputuloksesta jitetdin pois kaikki korkeampaa kuin ensimméisté astetta olevat ter-
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mit, saadaan tuloksena Tschauner—-Hempel-liikeyhtal6t: [25]

3z
" _ ol _ _ 1
T Yy T 0 (5.18a)
y'+22' =0 (5.18b)
2 +z=0. (5.18c)

Yhtalsille (BI]) on olemassa analyyttinen ratkaisu muotoa [25]

z(f) = %cos(f)(l + ecos f) + dasin(f)(1 4+ ecos f) + dssin(f)(1 + ecos f)I(f) (5.19a)

u(F) =~ Zsin(7)(2 +ecos f) + 21+ ecos £)? + (1 +ecos fT(7) + cot 1]+ d
(5.19b)
2(f) = dscos f + dg sin f, (5.19c¢)
missé funktio (f) voidaan esittid integraalimuodossa [25]
f df
I(f) = f/ e i (5.20)

Ratkaisusta on heti n&htivissi, ettd myos TH-mallissa liike z-suunnassa on periodista. Toisaalta
x ja y kasvavat sekulaarisesti johtuen termeistd, joissa esiintyy kasvava funktio I(f). Ratkaisut
(E19) ovat ongelmallisia sikili, ettd yhtalon (520) integrandi ei ole méadritelty todellisen anomalian
arvoilla nm, n € Z.

Ongelma voidaan kiertad kirjoittamalla funktio I(f) Keplerin funktion K (f) avulla. Merkitse-

malla
f
3
Ui .
K = [ ——————df=F —esinE =M =nAt 21
(f) /(1+ecosf)2 f esin nAt, (5.21)
fo

missd n = 1 — €2, saadaan yhtélss (BI8) muotoon

x2(f) = epcos(f)(1+ecos f) + casin(f)(1 + ecos f)

. (5.22a)
277% [1;7;’Sin(f)(1+ecosf)K(f) ¢
y(f) = —c1sin(f)(2+ ecos f) + cacos(f)(2 + ecos f)
3c3 ) (5.22b)
— $(1 +ecos f)°K(f) +ca
z2(f) =cscos f +cgsin f (5.22¢)
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2'(f) = —ci(sin f + esin2f) + ca(cos f + ecos 2f)

3ecs sin f 1 (5.23a)
- [(1 ecosf) + ﬁ(cosf + ecos2f)K(f)}
Y (f) = —c1(2cos f + ecos2f) — ca(2sin f + esin2f)
3 . ) . (5.23b)
— % [1 — n%(Zsmf + es1n2f)K(f)]
2'(f) = —cssin f + cg cos f. (5.23¢)

5.3 Halsallin—Palmerin menetelma

Erds moderni analyyttinen menetelmé suhteellisten satelliittiratojen laskemiseen on Halsallin ja
Palmerin kehittdma kiyraviivaisiin episyklisiin koordinaatteihin ja satelliittien liikkeen ositteluun
perustuva keino. Menetelmi soveltuu sellaisille radoille, joiden eksentrisyys on pieni [6].

Lahtemilld yhtalsistd (B.41)) ja lisddmalld perturbaatioiden vaikutus, saadaan yksittéisen sa-
telliitin liikkeelle yhtalot

r=a(l+ p) — aecos(a — ap) + axsin[(1 + x)a] + Ars cos[2(1 + k)a] (5.24a)
A= (1+rK)a+ 2efsin(a — ap) +sinap] — 2x{1 — cos[(1 + x)a]} + AN} sin[2(1 + x)a]
(5.24b)
I =1Ip+ ALy (1 —cos[2(1 + K)a]) (5.24c)
Q= Qo + 0o+ AQLsin[2(1 + K)al. (5.24d)

Yhtaloissa sekulaariset muutokset esitetddin muuttujilla p, « ja 6. Pitkdjaksoiset variaatiot saadaan
X-termeistd, ja lyhytjaksoiset muutokset Al-termeisté [6].

Suhteellisia ratoja tutkittaessa lihdet&din oletuksesta, ettd tutkittavilla satelliiteilla on ldhes
samat orbitaalielementit. T&ll6in satelliittien liike voidaan jakaa tarkastelupisteen liikkeeseen, ja
satelliittien liikkeeseen sen ympéari. Halsall ja Palmer ovat kilyttaneet tarkastelupisteen kiertoratana
ympyrarataa, jonka ratataso kiertyy taivaanpallon akselin ympé&ri maapallon potentiaalin parillis-
ten J-termien vaikutuksesta. N&in voidaan poistaa suhteellisista radoista sekulaariset J-termien
aiheuttamat muutokset [6].

Episykliesityksessé saadaan tarkastelupisteen liikkeen yhtaloiksi

re = ac(1+ pe) (5.25)
Ae=ac(l+k) =T (5.26)
I =1 (5.27)
Qe = Qo + e (5.28)
e =ne(t — tee), (5.29)

missi alaindeksi ¢ viittaa tarkastelupisteeseen (guiding centre) [6].
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Sekulaaristen muutosten termit saadaan maapallon potentiaalin J-termien (yhtalo (B.48)) avul-

la muotoihin [6]

00 R 21
p= Z(Zl — 1)J21 ( a®) Pgl(O)Pgl(COS Iy) (5.30)
=1 ¢
00 R@ 21 )
0="> Ju - Py (0) P (cos I) (5.31)
1=1 ¢
e} R 21
k+6cosly+ 2(41 —1)Jy < a@) Py;(0) Py (cos Ip), (5.32)

1=1
missé funktiot Py ovat ovat Legendren polynomeja ja funktiot Py assosioituja Legendren polyno-
meja. Tassd tyossa tarkastellaan vain Ja-termin vaikutusta, jolloin edeltdvistd yhtdloistd saadaan

suoraan
1. [(Rg\’
p=—1) ( a@) (3cos Iy — 1) (5.33)
3 (Re\’
0= 5J2 ( @) cos(Ip)v/1 — cos? Iy (5.34)
Gc
3. [Ry\’[1
K= §J2 ( a®> [2(3 cos Iy — 1) — cos?(Ip)\/1 —cos2 Iy | . (5.35)

Tarkastelupisteen liikkeen lisiiksi pitdd selvittdd yksittédisen satelliitin liike suhteessa tarkaste-

lupisteeseen. Mikéli méiritellidn k:nnen satelliitin suhteelliset episykliset koordinaatit yht&loilla

=T — Te (5.36)
Xe = Ak — A (5.37)
Ly=1,—1, (5.38)
Q= Qe — Qe (5.39)
saadaan niille lopulta muodot [6]

Fr = Gk + acpp — acer cos[(1 — k)T — apg] + acxsin T + Arg cos(27) (5.40a)
e = — ae(l+ke) +7 (/%k — 3ak) + 2e{sin[(1 — k)T — apg] + sinapy}

2a, (5.40Db)

—2x(1 — cos7) + AA} sin(27)

I = Lo + AIZ[1 — cos(27)] (5.40c)
O = Qo + O + AQL sin(27). (5.40d)

Varsinainen suhteellinen paikka suhteessa tarkastelupisteeseen voidaan nyt esittdd erityisessa
kiyraviivaisessa koordinaatistossa suhteellisten episyklisten koordinaattien avulla. Ensin todetaan,
etti suhteellinen inklinaatio I tarkastelupisteen ja satelliitin ratatasojen vélilla saadaan yhtalosté

161

cos I = cos I, cos I}, + sin I.. sin I, cos Q. (5.41)
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Seuraavaksi saadaan tarkastelupisteen ja satelliitin ratatasojen leikkauspisteen kulmaetiisyys

ratatasojen nousevista solmuista eli kulmat O, ja Oy. Suhteellisen inklinaation avulla saadaan [6]

cos I cos I, — cos I, (5.42)

cos O, = ——
sin I sin I,

cos I, — cos I cos I, (5.43)

cos O = —
sin I sin I},

Nyt tarkastelupisteen ja satelliitin kulmaetiisyydet [. ja l; ratatasojen leikkauspisteestd saadaan

episyklisten koordinaattien avulla seuraavasti:

lo=Ae— O, (5.44)
le = A, — Oy (5.45)

Tama kuva on poistettu tekijanoikeudellisista syista
This image has been removed due to copyright reasons

Kuva 5.1: Koordinaattien v ja x asema taivaanpallolla [6].

Halsallin ja Palmerin kiyttama kiyraviivainen koordinaatisto satelliitin suhteellisen paikan esit-
tamiseksi madritelladin nyt koordinaateilla (¢, v, ¢). Téssé w = 7 on suora vilimatka sdteen suun-
nassa, ja v ja ¢ kulmaetiisyyksia taivaanpallolla kuten kuvassa [5.1] on esitetty. Edelld laskettujen

suureiden avulla saadaan nyt [6]

s I tanly, — tanl,
tany = —of WALk Bl (5.46)
1+ cosItanl,tanly

sin ¢ = sin I sin lj,. (5.47)

Kun ndma yhtalot kehitetddn auki toiseen asteeseen vakio- ja sekulaaritermeissé, ja ensimméaiseen
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asteeseen muuten, ja sijoitetaan tulokseen yhtélst (5.40a) saadaan aikariippuvat yhtdlot [6]

w = ay, + apy — a[ey cos[(1 — k)T — apy] + xsinT + Arj cos(27)] (5.48)
v=—oa.(l+K)—2x+ 2esin(apr — ae) + Qo cos T — %fkoflko sin I
+ 2ep sin[(1 — k)T — app] + 2x cos T 4+ (AN + cos TAQL) sin(27) (5.49)
+ (—3;5 + Rk + coslék) T
¢ = {fk.g + A1 — cos(QT)]} sint —sin I | Qo + Op7 + AQS sin(27) | cos 7. (5.50)

Té&ssé alaindeksittomét suureet viittaavat tarkastelupisteen suureisiin.
Nyt kahden satelliitin suhteellinen rata saadaan differentioimalla edeltdvien yhtéldiden k-riip-
puvaiset termit. T#std saadaan k:mnnen ja l:nnen satelliitin suhteelliselle radalle yht&lot [6]

dw = dwy — adecos[(1 — k)T — ¥] (5.51)
dv =y + 2desin[(1 — k)T — ¥] (5.52)

2
o¢ = (IkO - IlO) sinT —sin [/ (Qko — Qo — B, + gJQ (R> sin [(Ik() - Ilo)T> COS T, (553)
a
missa

5e? = ei + €7 — 2epe cos(apy, — apy) (5.54)

e sin apy — e sinapy
tan ¥ = (5.55)
€ COSp, — €] COS X py

50&6 = n(tek - tel)- (556)

Yhtéloistd (B.51) ndhdéén, ettd menetelmén approksimaatiossa satelliittimuodostelman sisdi-
sissd suhteellisissa liikkeissd ei ole sekulaarisia komponentteja. Lihteen [6] mukaan ongelmaa ei
ole, kun tiedostetaan, ettd mallia voidaan kiyttdsd vain muodostelman elinaikana. Muodostelman
elinaika puolestaan liittyy juuri rataa pitkin tapahtuvan sekulaarisen eron kasvamiseen.

Menetelmalla laskettujen tulosten siirtdminen tavanomaisempiin koordinaatistoihin, kuten LVLH-
koordinaatistoon, ei ole suoraviivaista. Jos satelliittien véiliset vilimatkat ovat kuitenkin pienii,

voidaan kuvan 5.1 koordinaatiston akselit kéisittdd myos lineaarisina [6].
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6 Numeeriset menetelmat

Satelliittien suhteellisten ratojen numeerinen mallintaminen on luonteeltaan samankaltainen on-
gelma kuin yksittéisten satelliittien ratojen numeeriseen ratkaiseminen. Menetelmisséd ldhdetdan
alkuehdoista hetkelld ¢y ja integroidaan liikeyht#l6itd numeerisesti yli pienten aikavilien h kunnes
saavutetaan tila halutulla ajan hetkelld ¢ [IJ.

Periaatteessa suhteellinen rata voidaan selvittda ratkaisemalla jokaisen muodostelman satelliit-
tin rata numeerisesti erikseen, ja vertaamalla niité toisiinsa. Kdytdnnossi tdméa johtaa erotuksiin,
joissa toisistaan vihennetdin kaksi lukua, joiden suhteellinen ero on hyvin pieni. TAmé voi johtaa
ratkaisumenetelmasti riippuen numeerisiin epatarkkuuksiin. Toisaalta voi olla, ettei kiytetystd me-
netelméastid johtuen saada helposti laskettua kahden eri satelliitin paikkoja samalla ajan hetkell4,
kuten logaritmisen Hamiltonin funktion tapauksessa. Ratkaisuna voidaan kiyttds jotain menetel-
mad, jossa lasketaan numeerisesti erikseen satelliittien suhteellista liikettd, ja toisaalta erikseen
suhteellisen litkkeen koordinaatiston liikettd maapallon ympéri.

Tassa tyossa tutkitaan numeerisista menetelmista vain logaritmisen Hamiltonin funktion avulla
johdettua menetelmééd. Menetelmé kuuluu edelld mainituista kategorioista jalkimmaiseen, ja siiné

integroidaan samanaikaisesti padsatelliitin liikkeen ja satelliittien suhteellisen liikkeen kehitys.

6.1 Logaritminen Hamiltonin funktio

Olkoon maapallon gravitaatiopotentiaali yhtélon (B.49) mukaista muotoa, joka karteesisissa koor-

dinaateissa voidaan kirjoittaa muotoon

V(zy,z) = —% [l —J> (fi,@)Q (;’iz - ;)] ; (6.1)

missd r = /22 + y2 + 22 on satelliitin paikkavektorin pituus. Valitaan nyt yleistetyiksi koordinaa-
teiksi karteesiset paikkakoordinaatit ja yleistetyiksi lilkemagriksi tavalliset liikem&ardn komponen-
tit mwv;. Kun lisiksi otetaan kiyttoon laajennettu faasiavaruus ja kanonisten konjugaattien pari

t = qo ja po, saadaan maapalloa kiertdvan satelliitin Hamiltonin funktioksi

1 M Re \? (3¢ 1
Hitqp',p)=-p+p°—— [1- (=) [ -2 2
(t.a,p”,p) = 5p" +p Tl [ 2<|q|| 2 2| (6.2)
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missé satelliitin massa on jatetty kirjoittamatta, silla se supistuu liikeyhtaloista pois.
Soveltamalla nyt kappaleen mukaisesti logaritmisen Hamiltonin funktion menetelmai aika-
korjauksella, saadaan uudeksi Hamiltonin funktioksi

0
p
1 1 3¢ 1 T
A(t,q,p°,p) = log [p2+p°] —log | ——= — JoRR? - — +/*dp°, 6.3
(harp) =log |5 fall e 207 (63)

missd vakiotermi log M on jétetty pois, silld se hividd derivoinneissa.
Hamiltonin funktion A avulla saadaan systeemin kanonisiksi liikeyht&ldiksi (kun aikaparametri
s ja rata A(s) ymmérretdin implisiittisesti)

dt OA 1 T
a1 o T7 6.4
&~ Ipripo ' h (6.42)
d¢*  OA P
=2 P =123 6.4b
ds — dpi  Ip24p0 (6.4b)
dp® oA
a5 o 0 (6.4c)
dpi  OA 1 , (3¢ 1 \| ¢ , [(15¢8° 3
ds o |flall T (2015 20 )| o o\ 20t 2¢?
3637 1 15¢ 3 q
_ 2 2 _
= [1 - JQR@ (2(14 - 2q2>‘| |jl. - JQR@ ( 2q4 ﬁ ?, 1= 1,27
(6.4d)
—1
A S I Sy 7 U | i PR O LU
ds —o¢®  |llall T\ 29 2q° 93 o\ 2gt 2¢?
(6.4e)
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Niista liikeyhtaloistd saadaan nyt kappaleen mukainen toisen asteen leapfrog-integrointial-

goritmi, joka yhden aika-askeleen yli kirjoitettuna on

¢ PR S (6.52)
=t,+ = — 5a
nts 21ip2 +p0 2
o g
i _ i . =123, 6.5b
Ity =T 5 1p2 4 p0 ! (6.5b)

T 2 (6.5¢)
15¢° 3 q .
2
x (1= JoRg 5q1 5 s, =12
Qo1 205, )] A5
-1
3¢ 1
Piﬂ :Pi_h 1 - JQRé ?17 T 542
2qn+l 2qn+l
22 2 (6.5d)
15¢> 9 7
2
n-&-% n+% n-&-%
¢ b4 LT (6.5¢)
ntl =tpatl + ——5——+ = .be
T T lp2 g0 2
ti=q — =1,2,3. 6.5f
n+1 = Gpyl 5 %P%H 0 ? ( )

6.2 Suhteellisen radan ratkaiseminen

Periaatteessa kahden ldhekkiisen satelliittiradan suhteellinen kehitys voidaan johtaa ldhtemélla

tavallisista Kepler-liikkeen liikeyhtaloista
r=v (6.6)

missd R on héiritseva kiihtyvyys (tissi tyossi Jo-termin aiheuttama). Differentioimalla ndmé saa-

daan differentiaaliyht&lst

di = dv (6.8)

dr r 2

. 0°R

Periaatteessa tista voitaisiin ratkaista dr(¢), mutta ekvivalentti ja kiytinnossa helpompi ldhesty-
mistapa on differentioida leapfrog-algoritmi (6.3) rivi riviltd. Tuloksena saadaan kokoelma yhta-
16ité differentiaalin dr(¢) aikakehityksen laskemiseksi analogisesti paikan ja nopeuden numeerisen
integroinnin kanssa. Menetelmé voidaan tulkita siten, ettéd leapfrog-algoritmi antaa padsatelliitin
radan kehityksen ja differentiaali seuraajasatelliitin suhteellisen paikan kehityksen péaasatelliittiin

verrattuna.
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Johtuen kiiytettyjen aika-askelten makroskooppisuudesta, ei differentioinnilla saatu tulos dr(t)
vastaa fysikaalista matkaeroa kuin likim#&rin. Sen sijaan eksakti tulos saadaan, kun méaritellian
funktiojoukossa A = {f : R" — R"} operaattori A : 4 — A ehdolla

Af(zta? . 2™ = fat + Azt a? + Ax? 2" + Ax™) — flata? ), (6.10)

kun z* € R kaikilla ¢ = 1,...,n. Téssd luonnollisella tavalla Az’ = 2* + Az’ — 2* kaikilla i. Ope-
raattoria A kutsutaan differenssioperaattoriksi ja intuitiivisesti se vastaa funktion kokonaisdiffe-
rentiaalia, jossa otetaan huomioon myos korkeampaa astetta olevat termit. Mikéli méaariteltiisiin
fR—=R Af(z) = f(z + 1) — f(z) saataisiin tavanomainen ns. forward difference -operaattori.
Esimerkkind havaitaan valittomasti, ettd kun reaalimuuttujien = ja y tulon kokonaisdifferentiaalille

pétee

d(zy) = dey + zdy, (6.11)
niin operaattoria A soveltamalla saadaan

Azy) = (x + Az)(y + Ay) — 2y = Azy + zAy + AzAy. (6.12)

Analogia kokonaisdifferentiaalin kanssa on selvd. Rajoitutaan nyt tarkastelemaan (pisteittiisen
kertolaskun suhteen) kommutatiivista funktioryhmasa F = {f : R® — R}, jolloin differenssiope-
raattorin nihdian toteuttavan seuraavat laskusdannét kaikille f,g € F, a,b € R

Aa =0 (6.13a)

Alaf +bg) = aAf + bAg (6.13b)

A(fg) = fAg+gAf+AfAg (6.13¢)
f _ gAf — ng - no.oo( _

A (g> IR Ve e R" 1 g(z) #0, (Ag—g)(z) #0. (6.13d)

Tavoitteena on algoritmi suhteellisten suureiden Aq, Ap, A¢" = At ja Ap® aikakehityksen
midridmiseksi. Tavoitteeseen pédstdin nyt soveltamalla differenssioperaattoria leapfrog-algorit-
miin (638) rivi riviltd kiiyttden méiritelmas (6I0) ja laskusddntojad (@I3). Pitkien mekaanisten
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laskutoimitusten jéilkeen saadaan seuraava algoritmi:

At Aty + 1 [ . ! }
1 = n — —
T2 [ (P + Apa)? + 00+ Ap0 5p2 +p0

L1 J 1T, 5 oo 2h°p° 2h* o (P + 2p°)?
—_— _ 2 t _ T n
+ 2 8h3 {pOS |:qn(pn + p ) an q% (p% i 2p0)2 p02

(Qn + ACIn>2

0+ Ap0)? [W(po + Ap°) [(Pn + Apa)? +20° + Ap°)]?

— (@ + Aqn)*[(Pn + Apn)® +2(0° + Ap")]*

21%(p° + Ap°)
o ((qn + Adn)?((Pn + APn)? +2(p° + Apo))2>} }

(6.14a)
. . h pi—l—Api pi :| )
Ag A;+[ - . =123, 6.14b
i i 2qi(J2R39 +4q932)
Apn—i—l = Apn —h 7 R2 2 2 32L 1
2Rz q; — 32R5¢°" + 2q;,
B 2(¢" + Aq")[J2RE, + 4(an + Aqy)?] (6.140)
JoR% (an + Aqn)? — 3J2R2(¢° + A¢®)? + 2(aqn + Agy)? '
S AAG) SOy
(qn + AQn) q;,
4q3(J2R2 — Qq%
A1 = Apy —h| = 2 o2 69232) 4
JQR@qn - 3J2R@q + 2q;
AP + AP [J2R2 — 2(qn + Aqgy)?
(¢° + A¢)[J2RG — 2(an + Agn)?] (6.144)

a *JQR%(qn + Aqn)2 + 3J2R?B(q3 + Aq3)2 - 2(qn + Aqn)4
5(¢° +A¢®)  5¢°
(an + AQn)2 q%

3

missi kaksi viimeistd askelta on jitetty pois, silld laskut At, 1 — Atnyq ja Ag) 2 — Agyiy
2
suoritetaan vastaavasti kuin yhtildissd (6.14a) ja (6.14D). K&ytdnnon ohjelmakoodissa yksinker-

taisempi ldhestymistapa on tehdé derivaattoja (6.4]) vastaavat aliohjelmat, ja hyodyntid suoraan

differenssioperaattorin madritelmad (6.10) kuin eksplisiittisesti auki laskettuja kaavoja (6.14]).

Yhtéloista ([614) on havaittavissa, ettd At ei yleisesti ottaen ole nolla, vaikka onkin absoluutti-
selta arvoltaan pieni. Tastd on seurauksena ylim&ardinen paikkaero paé- ja seuraajasatelliitin vilil-
14 rataa pitkin. Koska vertailua varten on hyodyllistd saada seuraajasatelliitin suhteellinen paikka
samalla ajanhetkelld kuin péadsatelliitin paikka, voidaan arvoja tallennettaessa suorittaa vield yksi
leapfrog-integrointiaskel seuraajasatelliitin paikalle.

Korjaus suoritetaan ratkaisemalla aikaeroa At vastaava parametrin s aika-askel hs aikamuun-
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nosyhtélosta ([2.47), missd funktio G on mééritelty kaavalla ([B.6]). Saadaan

At M
hs :/—dt. 6.15
/ Tl (019

Koska nyt At on hyvin pieni on ||q|| ldhes vakio, ja voidaan approksimoida

~ Tl / HqII (6.16)

Aika-askelta hy vastaava leapfrogissa tarvittava aika-askel h voidaan nyt ratkaista yhtélosta (3.19).
Koska tunnetusti aika-askeleen vaihtaminen kesken symplektisen integroinnin rikkoo menetel-
mén symplektisen luonteen [13], ei lopputulos ole tdysin tarkka, mutta kappaleen [l numeeriset

tarkastelut osoittavat, ettd tehty approksimaatio on tdmé#n tyon tarkoitusta varten tarpeeksi tark-
ka.

30



7 Menetelmien vertailua

Valitaan aluksi vertailtaviksi menetelmiksi logaritmisen Hamiltonin funktion menetelmé, HCW-
menetelmé ja TH-menetelmé. Néiille kaikille on yhteistéd sekulaarisen eron mallintaminen alkuar-
voista riippuen. Halsallin—Palmerin menetelmi puolestaan ei mallinna satelliittiryhmén sisilla se-
kulaarisia muutoksia, joten sitd ei tissd tyossd tarkastella.

Jotta saataisiin jonkinlainen kuva erilaisten suhteellisten ratalaskumenetelmien kiytédnndn erois-
ta, on verrattava niiden antamia tuloksia. Koska tissd tyoOssé tarkastellaan vain Js-termin vaiku-
tusta, voidaan rajoittua tarkastelemaan vain joitain yksittaistapauksia.

Lis#ksi todetaan, ettd vaikka useamman satelliitin muodostelmien tutkiminen olisi mahdollis-
ta, riittd3 menetelmien eroavaisuuksien esittdmiseen kahden satelliitin suhteellisen radan selvitti-
minen. Valitaan testimuodostelma koostuvaksi siten kahdesta satelliitista, joista toinen valitaan

padsatelliitiksi.

7.1 Alkuarvojen valinta

Tassd tyOssd verrattavista menetelmistd on Hillin—Clohessyn—Wiltshiren-menetelmé tarkoitettu
pienen eksentrisyyden radoilla liikkuvien satelliittien suhteellisten liikkeiden tarkasteluun. Alkuar-
vot on siis valittava titéd silm&lld pitden. Luontevaa on tehda tarkastelut kahdessa tapauksessa:

kun péasatelliitti on 18hes ympyraradalla, ja kun paisatelliitin radan eksentrisyys on pieni.

7.1.1 Ratakorkeuden valinta

Vertailulaskujen alkuarvoiksi on luontevaa valita LEO-ratoja, silla télloin gravitaatiopotentiaalin
Jo-termin vaikutus on suhteellisesti voimakkaimmillaan [T]. Toisaalta LEO-radoilla my6s ilmakehén
kitkan vaikutus on voimakkaimmillaan.

llmakehd ei muodosta ongelmaa, kun oletetaan, ettid tarkasteltavien satelliittiparien satellii-
tit ovat identtisid ja suhteelliset vilimatkat pieni&. Talloin ilmakehdn voidaan katsoa jarruttavan
kumpaakin parin satelliiteista yhtéldisesti. Nyt ilman kitka ei olennaisesti muuta suhteellisen ra-
dan muotoa. Suhteellisten ratalaskumenetelmien vertailu on siis mielekéisté, vaikka ilman kitka

jatettéisiin huomiotta [6].
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Voidaan siten valita testimuodostelman keskim&ardiseksi lentokorkeudeksi LEO-satelliitille tyy-
pillinen noin 700 kilometris, jolloin radan puoliakselin pituudeksi geosentrisissi yksikoissd (lii-
te[A.2) saadaan a ~ 1,11.

7.1.2 Simulaation kesto

Tarkoituksena on tutkia erityisesti Jo-termin ja péaasatelliitin radan eksentrisyyden vaikutuksia eri
menetelmiin. Simulaation keston on siten oltava riittivi, jotta vaikutukset ovat selkedisti ndhtavissa.
Hairidtermin Jy vaikutus rataelementteihin on kuvattu yhtaldiden (£3) ja (@8) avulla.

Pienen inklinaation radoille sekd  ettd & ovat geo-yksikoissd kertaluokkaa .Jo eli noin 1073,
Jos simulaation kestoksi valitaan noin vuorokausi eli geoyksikdissd noin 100 aikayksikkod, ovat
muutokset rataelementeisss  ja w kertaluokkaa 107! eli siten hyvin havaittavissa.

Kun péésatelliitin puoliakselin pituus on @ = 1,11, on sen kierrosaika geo-yksikoissd Keplerin I11
lain (B:25) perusteella P = 2r-1,112 ~ 7,35 ~ 1,64 h. Vuorokauteen mahtuu siten 14 kokonaista
kierrosta. Voidaan péitelld, ettd yhden vuorokauden pituinen simulaatioaika on riittdva haluttujen

vaikutusten tutkimiseen.

7.1.3 Js-termin vaikutukset

Maan potentiaalin Ja-termin vaikutuksesta nousevan solmun pituudessa ja perisentrin argumen-
tissa tapahtuu sekulaarista muutosta yhtiloiden (L3) ja (L8) mukaisesti. Jotta satelliittimuodos-
telma, pysyisi koossa pitkilla aikavililld, on niiden muutosten vaikutus minimoitava. On siis syyta
valita testimuodostelmankin rataelementit titd silmalld pitden. Yhtélsista (£3) ja (46) ndhdiin,
ettd mikili radoilla on sama inklinaatio, saadaan pdé- ja seuraajasatelliittien puoliakseleille a1, as

ja eksentrisyyksille e;, es ehto

Val(l=e)? = Ja3(1 - 2. (7.1)

Kuitenkin mikili toisen satelliitin puoliakseli on suurempi, ja4 tamé satelliitti radallaan jalkeen
johtuen keskiliilkkeen n = /M /a® arvon muuttumisesta. Puoliakselien, ja siten yhtdlén (7))
perusteella eksentrisyyksien, ero on syyta jattas vahaiseksi. Mikiili puoliakselien ero on Aa, saadaan

keskiliikkeen eroksi

: : 3 A
An=q"3 —(a—l—Aa)_% %5\/—%, (7.2)
kun M = 1. Sijoittamalla arvo a = 1,11 saadaan paikan erolle Ax rataa pitkin arvio
Az ~ AnRg = 33000 km/h - Aa. (7.3)

Puoliakselien erotuksen on siten oltava korkeintaan kertaluokkaa 1072, jotta satelliittien paikkaero

séilyy kilometrien mittaluokassa kun simulaation kokonaiskesto on noin vuorokausi.
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7.1.4 Seuraajasatelliitin suhteellinen paikka

HCW- ja TH-menetelmit perustuvat oletukseen, ettd etdisyys satelliittien vililld on hyvin pieni.
Niiden toimivuutta silméilld pitden on siis seuraajasatelliitin 1dhdettava simulaation alussa hyvin
lahelta padsatelliittia.

Viitteitd [3] ja [5] tutkimalla voidaan péételld, ettd kymmenien metrien kertaluokkaa oleva
suhteellinen etiisyys ei ole liian suuri. Tall6in vilimatka suhteessa etdisyyteen massakeskipisteestd
on kertaluokkaa 107°.

7.1.5 Lopulliset alkuarvot

Kun otetaan huomioon edeltévit tarkastelut, voidaan valita alkuarvoista ensin paasatelliitin ra-
taelementit. Valitut rataelementit on listattu taulukoissa [ ja [l Tamén jilkeen valitaan seuraa-
jasatelliitin paikka siten, ettd sen paikkavektori LVLH-koordinaatistossa on (15 m, 15 m, 15 m) ja
nopeusvektori (—0,01 m/s,0,00 m/s, — 0,01 m/s).

LVLH-paikka- ja nopeusvektoreiden avulla saadaan seuraajasatelliitin paikka- ja nopeusvekto-
rit ECI-koordinaatistossa, mistd saadaan edelleen seuraajasatelliitin rataelementit. Taulukoissa
ja [l on esitetty seuraajasatelliitin rataelementit erotuksen avulla suhteessa piisatelliitin rataele-

mentteihin.

Taulukko I: Minimaalisen eksentrisyyden alkuarvot ilmaistuna paisatelliitin rataelementtien ja

rataelementtien erotuksen avulla

a [geo] ¢ L[] QL] wlf] M
1,110 5,000-10~% 15,00 45,00 90,00 15,00
Aa [geo] Ae AT [°] AQ ] Aw [°] AM [°]

4,700-107% —6,758-107¢ 7,427-107% —8,885-107% 4,568 —4,555

Taulukko II: Pienen eksentrisyyden alkuarvot ilmaistuna pédsatelliitin rataelementtien ja rataele-

menttien erotuksen avulla

a [geo] € I Q] w [°] M [°]
1,110 0,1000 15,00 45,00 90,00 15,00
Aa[geo]  Ae AL [ AQ [°] Aw [°] AM [°]

2,794-10~6¢ —1,008-10~° 8,203-10~* —7,897-10~% 2,957-10~2 —1,760-102
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7.2 Ohjelmakoodi

Kaikki téssd tyossa kaytettivit algoritmit toteutettiin kokonaisuudessaan kiyttiden OCTAVE-ohjel-
mointikieltd [26] sen kiytannollisyyden ja vapaan saatavuuden vuoksi.

Tarvittavat aliohjelmat ja algoritmitoteutukset koottiin omiin tiedostoihinsa, joiden téydelliset
listaukset ovat liitteessa Ohjelmakoodi on kirjoitettu piiasiassa ajatellen nopeaa kirjoitus- ja

testaussyklié, jolloin paikoitellen selkeydesté ja nopeudesta on tingitty.

7.3 Tulokset

Tarkoituksena oli tutkia HCW-, TH- ja logH-menetelmien tarkkuutta yleisesti, ja lisiksi HCW- ja
TH-menetelmien virhettd kun Jo-termi otetaan huomioon. T#téd varten laskettiin ensin kaikkien
kolmen testatun menetelmén antamat tulokset ilman Ja-termin vaikutusta, ja verrattiin niitd kah-
den kappaleen ongelman analyyttisen ratkaisun avulla saatuun suhteelliseen rataan.

Téamaén jdlkeen laskettiin logH-menetelmén antama suhteellinen rata Jo-vaikutuksen kanssa, ja
verrattiin tulosta HCW- ja TH-menetelmien antamiin ratoihin. Jotta HCW- ja TH-menetelmien
valille saataisiin selvi ero, laskettiin kaikki laskut taulukoiden [ja[lmukaisilla kaksilla alkuarvoilla.

Simulaation ajallinen kesto geoyksikoissd oli noin 13800 aikayksikkod. Aikavili jaettiin osiin
siten, ettd logH-menetelmén aikaparametrin askeleeksi tuli 0,05. Fysikaalinen aika-askel oli tall6in

kaikissa simulaatiossa suhteessa hyvin ldhelld tita arvoa vaihdellen hieman simulaation kuluessa.

7.3.1 Vertailu ilman J;-vaikutusta

Ensin varmistettiin logH-menetelmén soveltuvuus vertailukohteeksi. HairiGtermin J, arvoksi ase-
tettiin nolla, ja menetelmien antamat tulokset laskettiin minimaalisen eksentrisyyden alkuarvoilla
(taulukko ).

Kuvaajassa [l on esitetty péaisatelliitin Hamiltonin funktion (€3] arvojen vaihtelu, kun ra-
ta on laskettu logH-menetelmilld. Kuvaajan ndhddin esittédvin numeerisista tekijéistd johtuvaa
satunnaiskiivelys, jonka amplitudi on kertaluokkaa 10716 eli konevakion kertaluokkaa kiytetylls
laskenta-alustalla. Menetelméissé ei siis synny menetelmasta itsestdin johtuvaa virhetta energiaan.

Eri menetelmien virheet verrattuna kahden ellipsiradan erotuksena saatuihin tarkkoihin arvoi-
hin on esitetty kuvaajissa [.2] [[.3] ja[C4l Nahdaan, ettd logH-menetelméilld saatu suhteellinen rata
ei kappaleessa [f] tehdyilld approksimaatioilla ole eksakti, mutta kuitenkin kertaluokkia ldhempana
tarkkaa ratkaisua kuin HCW- tai TH-menetelmét.

Kuvaajasta ndhd&in virhevektorin normin eli kokonaispaikannusvirheen kehitys. Kaikilla
menetelmilld virheessd on havaittavissa selvd sekulaarinen kehitys, joka HCW- ja TH-menetelmilla
ehtii vuorokaudessa kasvattaa virheen noin neljaén kilometriin. Kaikkien menetelmien sekulaarisen
virheen pidasiallinen 1dhde on virheen komponentti rataa pitkin.

Voidaan siis paatelld, ettd kun Jo-hiiritermin vaikutukset otetaan huomioon, ja vertaaminen

ellipsiratojen analyyttisten ratkaisujen erotukseen ei ole mahdollista, voidaan totuusmallina kiyt-
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Kuva 7.1: Padsatelliitin Hamiltonin funktion muutos AH ensimméisessi datapisteessé laskettuun

arvoon verrattuna.

tda logH-menetelméad. Talloin saadaan kisitys siitd, kuinka suuri virhe tehd&in approksimoitaessa

tilannetta HCW- ja TH-malleilla, ja miten virhe kiyttdytyy ajan funktiona.

7.3.2 Vertailu Jy-vaikutuksen kanssa
Minimaalinen eksentrisyys

Nyt havaitaan, ettd logH-menetelmén antama rata ei ole endé aivan tarkka, silld kuten kuvaa-
jasta voidaan ndhd4, on energian virhe nollasta poikkeava. Virheen kiytos ei ole kuitenkaan
olennaisesti sekulaarista, kuten symplektiseltd menetelmilté teorian nojalla voisi odottaakin.

Kuvaajissa [L7, [.8] ja [Z.9] on esitettyni HCW- ja TH-menetelmien virheet radiaalisuuntaan,
rataa pitkin ja ratatasoa vastaan kohtisuorassa verrattuna logH-menetelmiin. Havaitaan, etté
kuten tapauksessa Jy = 0 on suurin osa erosta perdisin radan suuntaisesta virheesté, joka kasvaa
sekulaarisesti.

Erona tapaukseen J, = 0 on nyt kuvaajassa havaittava sekulaarinen kasvu virheen kom-
ponentissa A( sekis HCW- ettd TH-menetelmilla. Teorian perusteella voidaan péaatelld, ettd virhe
johtuu Jo-termin aiheuttamasta ratatasojen differentiaalisesta kiertymisesta.

Lisdksi on huomattava, ettd valitulla hyvin pienelld padsatelliitin radan eksentrisyyden arvolla
(e = 0,0005) ei HCW- ja TH-menetelmien vilille synny merkittivia eroa.

Kuvaajassa [.10) esitetty kokonaispaikannusvirhe Ar kiyttiytyy olennaisesti samalla tavalla

kuin ilmankin Jo-termin vaikutusta. Hyvin pienen eksentrisyyden tapauksessa Jo-termi ei siis vuo-
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Kuva 7.2: Radiaalinen virhe (A¢) verrattuna Kepler-liikkeen avulla saatuun tarkkaan arvoon kun

Jo = 0.

rokauden aikaskaalassa ole merkittdvd virhetekija.

isyys

ksentri

ieni e

P

LogH-menetelmén energiavirhe (kuvaaja [Z11)) kiyttdytyy pédsatelliittin eksentrisyyden arvolla

e = 0,1 olennaisesti samalla tavoin kuin edelld. Virheen heilahtelun maksimiamplitudi on kuitenkin

nyt noin kaksi kertaluokkaa suurempi.

HCW- ja TH-menetelmien virheiden ndhd&in nyt kuvaajien [[.12] [[.13] ja [[.14] perusteella kiyt-

tdytyvén oskilloivasti eri jaksonajoilla. Jilleen kummankin menetelmén virhe rataa pitkin on mer-

kittavin virhetekija. Eksentrisyyden my6td HCW-menetelmén kokonaisvirhe kasvaa kuitenkin nyt

selvasti TH-menetelmié nopeammin, kuten kuvaajasta [.15] voidaan havaita ja kuten teorian pe-

rusteella voisi odottaakin.
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Kuva 7.3: Virhe rataa pitkin (Ad) verrattuna Kepler-liikkkeen avulla saatuun tarkkaan arvoon kun

Jo=0.
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Kuva 7.4: Virhe ratatasoa vastaan kohtisuorassa (A() verrattuna Kepler-liikkeen avulla saatuun

0.

tarkkaan arvoon kun Jo
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Kuva 7.7: Radiaalinen virhe (A¢) verrattuna logH-menetelméin.
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Kuva 7.9: Virhe kohtisuoraan ratatasoa vastaan (A() verrattuna logH-menetelméan.
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8 Johtopaatokset

8.1 Teorian kehittely

Kappaleessa [ kehitettiin johdonmukaisesti symplektisii integrointimenetelmié varten tarvittavan
teorian keskeisimmit kohdat. Tata tyoté tehtdessd kidvi hyvin ilmi, ettd julkaisuja, jotka yhdistavéit
differentiaaligeometrian teoriaa ja numeerisia sovelluksia on varsin vihén. Vield heikompi tilanne on
klassisen mekaniikan differentiaaligeometrisen esityksen ja siihen liittyvin numeriikan sovellusten
kannalta. Paras tekijin 16ytdma teos lienee Hairerin et al. kirja [27], joka kuitenkin on tyyliltaan
selvisti 1dhempénd tavanomaista numeeristen menetelmien opusta.

Tassa tyossé esiteltyd vastaavaa johdonmukaista kehitystd monistojen teorian ja Lien ryhmien
teorian kautta numeerisiin algoritmeihin ei kirjoittajan parhaan tietdmyksen mukaan ole. Kappa-

leen [2] esitys on siis tédssd mielessé uusi, vaikkakin matemaattisesti varsin suppea ja pintapuolinen.

8.2 Menetelmien vertailu

Verrattaessa HCW- ja TH-malleja sekd analyyttiseen ratkaisuun tapauksessa Jo = 0 ja logH-mene-
telméén tapauksessa Jo # 0 voidaan havaita, ettd mallien tarkkuus vuorokauden aikaskaalassa on
tdysin riittdmaton. Kokonaispaikannusvirhe kasvaa niilld menetelmilld parhaassakin tapauksessa
yli kilometriin vdhintdén neljin kierroksen eli noin kuuden tunnin aikana (kuvaajat [T.5] ja
[[I15). HCW- ja TH-menetelmét soveltuvat siten parhaiten esimerkiksi kohtaamisongelman ratkai-
semiseen telakointitilanteessa. Esimerkiksi viitteessd [25] on laaja esitys TH-menetelmén kiytta-
misestd kohtaamisongelman ratkaisuun.

Logaritminen Hamiltonin funktio osoittautui tdssi pintapuolisessa tarkastelussa lupaavaksi ty6-
kaluksi my6s suhteellisten satelliittiratojen laskemiseen. Valmiiksi jo tiedetddn [23], ettd logaritmi-
nen Hamiltonin funktio antaa eksaktin ratkaisun Kepler-liikkeen tapauksessa aikakorjausta lukuu-
nottamatta. Téssd tydssd havaittiin, ettd myos suhteelliselle liikkeelle saadaan tarkka, joskaan ei
eksakti ratkaisu.

LogH-menetelmén antaman suhteellisen radan virhe johtui ldhes kokonaisuudessaan rataa pit-
kin suuntautuvasta komponentista. Toisaalta logH-menetelmén aikakorjaus liittyy juuri siirtoon

rataa pitkin. Liséksi suhteellista rataa laskettaessa saadaan ajan differenssi, joka myoskin vastaa
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siirtoa rataa pitkin. Téssa tyOssa ajan differenssi korjataan tekemélld ylim&dardinen siirto, joka rik-
koo symplektisen rakenteen. Tarkkuus on siis entisestdin parannettavissa, mikéli voidaan keksi
jokin parempi keino ajan differenssin kisittelemiseen.

Huomionarvoista on, etté viitteen [I] perusteella ennen vuotta 2006 ei logH-menetelmén tai
yleenséd symplektisten numeeristen integrointimenetelmien soveltamisesta suhteellisten satelliitti-
ratojen laskemiseen ollut lainkaan julkaisuja. Viitteessé [1I] kehitetdéin yksi mahdollinen symplek-
tinen suhteellisten ratojen laskentamenetelmé kiyttden hyddyksi Mikkolan et al. artikkelissa [14]
esittdmaa implementaatiota logaritmisen Hamiltonin menetelméastid. Menetelma perustuu suhteel-
lisen liikkeen Hamiltonin funktion muodostamiseen ja symplektisen integroinnin yhdistdmiseen
analyyttiseen Kepler-liikkeen ratkaisuun.

Tassé tyossi toteutettu keino logH-menetelmiin soveltamisesta suhteellisten ratojen laskemiseen
eroaa olennaisesti viitteen [I] implementaatiosta. Vertailua menetelmien vilill4 ei voi kuitenkaan
ndin alustavan tarkastelun perusteella tehdi. Tamén tyon tekijin parhaan tietdmyksen mukaan

téssa tyOssa esitetyn kaltaista implementaatiota ei ole aikaisemmassa kirjallisuudessa.

8.3 Jatkokehitys

Logaritmisen Hamiltonin funktion soveltamista suhteellisten satelliittiratojen laskemiseen voi edel-
leen kehittdd. Yksi mahdollisuus on kiyttdd myos viitteessa [I] kiytettyd keinoa soveltaa logH-me-
netelmii vain nopeushyppyihin. T&lldin voitaisiin mahdollisesti valttya aikakorjauksen problema-
tiikalta.

Toisaalta kappaleen Pl teoriaa voitaisiin mahdollisesti soveltaa kokonaan uudella tavalla. Diffe-
rentiaaligeometrian ja Lien ryhmien teorian uusia sovelluksia numeeriseen integrointiin erityisesti
jaykille kappaleille esitelladn viitteessd [28].

Lisdksi vakavasti otettavan menetelemdn on pystyttdvd hyddyntdmian useampia kuin yhtd
geopotentiaalin (B.48) termis. Termien lisdéiminen kuitenkin mutkistaa lausekkeita huomattavas-
ti. Analyyttiset lausekkeet saadaan helposti muodostettua matemaattisen apuvélineiden kuten esi-
merkiksi MATHEMATICA-ohjelmiston avulla, mutta niiden siirtdminen ohjelmakoodiksi on tyolésta
ja erityisen virheherkkia.

Té&ssé voitaisiin kiyttdd hyddyksi modernimpia ohjelmointikielié, ja niiden tarjoamaa mahdol-
lisuutta suorittaa helposti symbolista laskentaa joko ohjelman itsensé puitteissa tai hyddyntamalla
esimerkiksi MATHEMATICA-ohjelmiston kirjastorajapintoja. Yksi lupaava téllainen ohjelmointikieli
on F#, joka esitellddn viitteessd [29]. Suhteellisten ratojen integrointiohjelman tapauksessa hyotyi-
né olisi esimerkiksi mahdollisuus soveltaa mielivaltaisia potentiaalilausekkeita, joista ohjelma, itse

muodostaisi symbolista laskentaa kiyttdmalla algoritmin kaavat ja sen jélkeen soveltaisi niita.
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A Vakiot ja yksikkojarjestelmat

A.1 Vakiot

Tyossi kiiytetyt vakiot symboleineen on listattu taulukossa [TIL

Taulukko III: Kdytetyt vakiot lukuarvoineen

Vakio Symboli  Lukuarvo
Gravitaatiovakio G 6,673-10 11 m3 kg~ ' g2
Maan side? Ra 6,3781-10% m

Maan massa? Mg 5,9736 - 10%* kg
Potentiaalin 2. hiirictermiz  J 1,08263 1073

A.2 Geosentriset yksikot

Satelliittiratoja tarkastellessa kiytetdin yleensd geosentrisid yksikoitd tai lyhyemmin vain geoyk-
sik6itd. Tall6in valitaan M ~ GMg =1 ja Rg = 1. Geosentrinen aikayksikkd madrdytyy yksikko-
etdisyydelld kiertdvan satelliitin kiertoajasta, joksi geosentrisissd yksikoissa tulee Keplerin 2. lain
(B:22) mukaan 2.

Edeltdvan méirittelyn perusteella saadaan pituuden L, ajan T ja nopeuden L/T dimensioille
muunnoskaavat

L
Ly =g (A1)
T, - T (A.2)
[ B2
GMg
L/Ry LT (A.3)

Lg —
Tg o R3 o GM@ ’
T/\/ aii; V Fe

missa alaindeksi g viittaa geosentrisiin yksikdihin.

LCODATA 2002 [30]
ZNASA Earth Fact Sheet [31]
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ja

SI-yksikdissé ilmaistuna geosentrinen aikayksikko on siten

R,
~ 806,7860022 s
GM@ ) b’

GMg =~ 3,986 - 10 m3s2.
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B Taivaanmekaniikkaa

B.1 Liike keskeisvoimakentassa

Olkoon kappaleen paikkavektori pallokoordinaateissa r = re, ja massa m. T&lléin jos kappaleeseen
vaikuttaa keskeisvoima F(r) = f(r)e,, saadaan liikeyhtaloksi [32]

mi = f(r)e,. (B.1)
Merkitddn ominaiskiertoimpulssia h = r X r, jolloin sen derivaatalle saadaan
h=Fxt+rxi=0+4+rx(f(r)e,) =rf(r)(e xe.)=0. (B.2)

Siis h on vakio, ja liike tapahtuu siten sité vastaan kohtisuorassa tasossa.
Voidaan siis tarkastella liikettd polaarikoordinaatistossa {e,, eq}. Télloin [32]

i = (7 — r0%)e, + (270 + r)ey, (B.3)
ja litkkeyhtélot (B.I) saadaan muotoon

m(ii — 16?) = f(r) (B.4)

m (270 + rf) = 0. (B.5)

Jalkimma&inen yht&lo sisdltyy aikaisemmin saatuun tulokseen ominaiskiertoimpulssin séilymisesté,
sillg

. . d(r26 d .
290 +r0 = (r*6) =—(r-rd)
dt dt (B.6)
_ 4 e, x (fe, + rfey) —£|rxf\—%
T [T e T IUE = gy Toar
kun merkitddn ||h|| = h.
Sijoittamalla r = 1/u saadaan yhtdlon (Bf) avulla [32]
. 1 du 1 df du du
L P B T B (B.7)
. d du -d%u 5 od?u
Sijoittamalla yhtéloon (B.4) saadaan
d?u f(1/u)
&u , B.
d6? tu h2u?m (B-9)

Tésté voidaan ratkaista u ja siten kappaleen rata r = r(6).
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B.2 Newtonin painovoimalaki

Newtonin painovoimalaki toteaa kappaleen vetivan toisia kappaleita puoleensa voimalla, joka on
verrannollinen kappaleiden massojen tuloon jaettuna kappaleiden vilisen etdisyyden nelitlla. Mer-
kitddn verrannollisuuskerrointa G:114.

Kahdelle kappaleelle, joiden paikkavektorit ovat r; ja ro ja massat mi ja ms saadaan siten

rs —I

mlf‘l = Gm1m2 3 (BlO)
[ty — 1
ry —r

mQ'I"Q = Gm1m21723. (Bll)
ry — 1y

Supistamalla yhtaloista massat ja vihentamélla puolittain saadaan suhteelliselle paikkavektorille r
liikeyhtalo

G[my(r1 —ra) — ma(ra —r1)]

=iy — ¥y =

|rve — 1y |3
B.12
_ G(my+ma)(ra —r1) r  G(mg+my) ( )
= — 3 ——G(m1 +m2)—3—— 2 r
‘r2 — r1| T T
Ottamalla kiyttoon redusoitu massa
mimso
= = B.13
a mi + me ( )
saadaan yhtilo (B.I12) lopulta muotoon
. Gmims
ur = —Ter. (B14)
Havaitaan, etts litkeyhtélon ratkaisemiseen voidaan hyodyntid yhtiloda (B.9), kun
Gmim
flr) = *% (B.15)
Saadaan
Po S0 Gt Gl ) _ M. 10
EE h2u22 h2u2p, 2 2
missd on merkitty M = G(mq + ma).
Yhtélon yleinen ratkaisu on [32]
u= Me cos(0 — 0p) + M (B.17)

h2 h2’

missé e ja 6y ovat integrointivakioita. Kierretdfin nyt koordinaatistoa niin, ettd 6, = 0, jolloin
saadaan
h? /M P

rzl—ﬁ—ecosé):l—I—ecosQ’ (B.18)

missé on merkitty h%/M = p. Tami on klassisen kartioleikkauksen yhtild kun

p=a(l—e?), (B.19)
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missé p on ellipsin puoliparametri (eng. semi-latus rectum), a puolet ellipsin isoakselin pituudesta
ja e ellipsin eksentrisyys [24].

Mahdolliset kartioleikkausten muodostamat kiyrit ovat hyperbeli, paraabeli, ellipsi ja ympyra
[24]. Niisté varsinaista kiertorataa vastaavat vain ympyra ja ellipsi.

Yhtélon (B.I]) kulmaa 6 kutsutaan luonnolliseksi anomaliaksi tai todelliseksi anomaliaksi, ja
merkitdin yleensd v tai f. Selvisti radan kohta v = 0 on 13hinné origoa. Tata pistettd nimitetdin
perisentriksi.

Luonnollisesti, mikili kahden kappaleen systeemissi toisen kappaleen massa on huomattavas-
ti suurempi kuin toisen, tilanne redusoituu yhden kappaleen liikkeeksi keskeisvoimakentéssa. Jos
esimerkiksi my > mo on M ~ Gm; ja siten

mimso mimso mo

mi + Mo ml(l—i—%) ].—F% 2 ( )

o=

Vastaavasti litkeyhtélo (BLI4) muuttuu télldin muotoon
Emma, (B.21)

joka vastaa yhtilod (B.I) yhdelle kappaleelle.

B.2.1 Keplerin lait

Yht#lo (BAIR) on siten yksi esitys Keplerin I laille, jonka mukaan planeettojen radat ovat ellipseji,
joiden toisessa polttopisteessd on aurinko.

Keplerin IT lain mukaan planeettaa ja aurinkoa yhdistéva viiva pyyhkii yhtdsuurissa aikavaleissa,
yhtisuuret pinta-alat. Laki voidaan osoittaa havaitsemalla, ettd Ristitulon maaritelmésta saadaan
geometrisen argumentin avulla pyyhkéistyn pinta-alan A(t) derivaatalle suoraan

. 1 1 h
A= exi|=Z|hl =3 (B.22)

joka yhtélon (B.2) mukaan on vakio.

Keplerin 111 lain mukaan planeettojen kiertoaikojen neliét suhtautuvat toisiinsa kuin rataellip-
sien isoakselien kuutiot. Kolmas laki saadaan integroimalla yhtild (B.22) yhden jaksonajan P yli,
jolloin saadaan

gP = mab = ma®y/1 — e2. (B.23)
Toisaalta h? = Ma(1 — €?) joten saadaan

h2P? = Ma(1 — *)P? = (2m)%a*(1 — €?), (B.24)
ja siten Keplerin III lain usein kiytetty muoto

a3

P?= (2w)2ﬂ. (B.25)
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B.3 Keplerin yhtalo

Tarkastellaan yleisen kartioleikkauksen sijasta ellipsiéd. Yleisen kiytannén mukaan merkitdan P:11a
ellipsin isoakselin ja Q:lla pikkuakselin suuntaista yksikkdvektoria. Siis

P = ;EZ — 8§| (B.26)
Q= ;EZ z :2:;| : (B.27)

Yhtilossd (B.18) origo sijaitsee rataellipsin polttopisteessé. Siirretddn nyt origo ellipsin kes-
kipisteeseen, ja kiytetdan kulman v sijasta keskipisteestd laskettua kulmaa FE. Talloin saadaan
ellipsin geometrian perusteella kappaleen paikalle yhtils [24]

r=a(cosE—e)P +ay1—e2sin EQ = 2P + yQ. (B.28)
Derivoimalla x ja y ajan suhteen saadaan

&= —asin EE (B-29)
y=a\1—e2cos EE. (B.30)

Laskemalla ominaiskiertoimpulssin nelié saadaan
W = e x i = (2P +yQ) x (#P +§Q)|” = [2y(P x Q) + y&(Q x P)[*
= (zy — y@)? |P x Q| = (zy — yi)? = a*(1 — €*)(1 — acos E)?E? (B.31)
= a®p(1 — acos E)?E?,

silld madritelmin perusteella [P x Q| = 1. Toisaalta h? = Mp, jolloin

(1—acosE)E = \/273. (B.32)

Koska
(1—acosE)E = &(E —esin E), (B.33)

voidaan yht&lo integroida ajan suhteen puolittain, ja saadaan

E—esinE:y/%(zﬁ—T):]W7 (B.34)

missé 7 on integrointivakio. Kulmaa M nimitetdin keskianomaliakst, ja yhtélostd (B.34) ndhdéén,
ettd se muuttuu tasaisesti ajan mukana. Yhtilod (B.34) kutsutaan Keplerin yhtdldksi. Yhtild on
transendenttinen eksentrisen anomalian suhteen, ja sen ratkaisemiseksi, kun keskianomalia tiede-
tddn, joudutaan kiyttaméidn sarjakehitelmis tai iteratiivisia numeerisia menetelmis [25]. Koska
monet astrodynamiikan menetelméit vaativat lukuisia Keplerin yhtdlon ratkaisuja, on numeerisen
ratkaisumenetelmén oltava mahdollisimman nopea. Erds konsistentisti hyvé [33] menetelmé on
esitelty artikkelissa [34].
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B.4 Rataelementit

Vektorimuotoinen litkeyhtdlo (B.14)) vastaa kolmea toisen asteen differentiaaliyhtilod, joten rat-
kaisun eli kappaleen radan taydelliseen maérittdmiseen tarvitaan kuusi toisistaan riippumatonta
vakiota [24].

Niiksi vakioiksi kiiyvét esimeriksi kappaleen nopeus- ja paikkavektorit r ja r tietylld ajan hetkel-
14 to. Nama vakiot sopivat hyvin numeeristen integrointimenetelmien alustamiseen, mutta huonosti
radan visualisointiin [24].

B.4.1 Klassiset rataelementit

Radan geometriaa kuvaavat paremmin klassisiksi rataelementeiksi nimitetyt suureet, joita merki-
taan [24]

CE = (a,e,4,Q,w,7)T. (B.35)

Téassé rataellipsin geometrian maaraédvat isoakselin puolikas a ja eksentrisyys e. Inklinaatio ¢, nouse-
van solmun pituus € ja perisentrin argumentti w miirdivat ratatason orientaation suhteessa re-
ferenssitasoon (esimerkiksi aurinkokunnan tapauksessa ekliptika) [24]. Perisentrin argumentti w
madrittdd rataellipsin perisentrin paikan ratatasolla, ja kappaleen paikan radalla kiinnittda peri-
sentrin ohituksen hetken kertova perisentriaika 7.

Vaihtoehtoisesti voidaan kiyttdi perisentrin argumentin sijaan myos perisentrin pituutta Q4w
ja perisentriajan sijaan keskianomaliaa epookissa

M, = \/273@ — 7). (B.36)

Ajan sijaan voidaan kiyttdd myOs todellista anomaliaa f tai eksentristd anomaliaa E riippu-
mattomana muuttujana. Naiden vililld on riippuvuus [25]

1 E
tan g =\ i— Z tan 7 (B.37)

Lisiiksi keskianomaliaa, eksentrisyyttil ja eksentristii anomaliaa yhdistii Keplerin yhtils (B.34).
Kaytinnossd maapalloa kiertdvit satelliitit eiviit muodosta todellista kahden kappaleen systee-
mid, vaan on otettava huomioon muiden taivaankappaleiden vaikutukset. Talloin kappaleen rata ei
ole enda yksinkertainen ellipsi. Muutos voidaan ottaa huomioon antamalla rataelementtien muut-
tua ajan funktiona siten, ettd ratalementeistd tietylld hetkelld lasketut nopeus- ja paikkavektorit
vastaavat todellisia. Nain saatuja rataclementtejd nimitetd4n oskuloiviksi rataelementeiksi [24].

B.4.2 Kanoniset elementit

Joissain tapauksissa voidaan kiyttdd my6s Delaunayn kanonisia elementteji
LE = (L, G, H,1,9,h)", (B.38)

jotka voidaan méadritelld klassisten rataelementtien avulla siten, ettd

L=/pa G = /pa(l — e?) H = /ua(l — e?) cos(i)

=M g=uw h = Q.
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Niistd L, G ja H ovat yleistetyt liikem&arit sekél [, g ja h niitd vastaavat yleistetyt koordinaatit.
Voidaan myos kiyttas normalisoituja Delaunayn elementtejd, jolloin mairitelldéin [25]

L=+a G=Lyv1—e¢e2 H = G cosi.

Delaunayn elementtien kanonisuus merkitsee, ettd mille tahansa kahdelle yleistetylle liikemaa-
rélle A;, A; ja niitd vastaaville yleistetyille koordinaateille a;, a; pétee

{4i A =0 A{aia;} =0 {aj,A;} = —{Aj,a:} = dij, (B.39)

missi { -, -} ovat Poissonin sulut.

B.5 Episykliesitys

Episyklisessé parametrisoinnissa satelliitin rata esitetdan ympyriradalla kulkevan ohjauspisteen

ympérille lasketun pienemmé&n ympyriaradan, episyklin, avulla. Valitsemalla parametrit sopivasti,

saadaan episyklisilla koordinaateilla esitettyé kiertoratoja, joilla on pieni eksentrisyys [35].
Merkitddn episyklisen esityksen klassisia oskuloivia rataelementteji vastaavia suureita

EE = (0, A,1,Q, ap, M,). (B.40)

Téassd inklinaatio I, nousevan solmun pituus € ja isoakselin puolikas a ovat tdysin analogisia
vastaavien klassisten rataelementtien kanssa. Parametri ap vastaa perisentrin argumenttia, A on
radan eksentrisyyden mitta ja M. on analoginen perisentriajan kanssa [35].

Satelliitin paikka esitetiiin ratatasollaan normaalien polaarikoordinaattien avulla merkitsemél-
14 sateittaistd etdisyyttéd r:118, ja kulmaetdisyyttd A:lla. Ndiden koordinaattien avulla saadaan sa-
telliitin radalle yksinkertaisessa pallosymmetrisessd potentiaalissa lausekkeet

r=a— Acos(a — ap) (B.41a)
24 . .

A=a+ 7[51n(a —ap)+sinap] (B.41b)

I=1, Q=Q,, a=M-M, (B.41c)

missé M, on nousevan solmun keskianomalia, ja kulma « aikaan verrannollinen siten, ettd se kasvaa
27 yhté ratakierrosta kohti [35].

Perisentrin kohdalla siis & = ap. Perisentrin argumentti ja kulma o« liittyvét siten toisinsa
yhtalon

A
w=ap+ —sinap (B.42)
a

kautta. Eksentrisyys e ja parametri A kytkeyvit puolestaan ehdosta A = ae, missi a on isoakselin
puolikas [35]. Kattava esitys episyklielementtien johtamisesta ja hyddyntdmisestd pallosymmetrisen
potentiaalin tapauksessa 16ytyy viitteista [35, [36].

B.6 Maapallon potentiaali

Liikeyhtdlon (B.I) oikealla puolella esiintyvin vektorimuotoisen voiman F(r) = f(r)e, kisittele-
minen ei valttdmittd ole aina kiytdnnollistd. Poincarén lemman perusteella kuitenkin erityises-
ti R3:ssa midriteltylld vektorikentillda F : R® — R3 F = (F|,Fy,F3) on olemassa potentiaali
u: R® — R siten etti

F = Vu, (B.43)
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jos patee

OF;, OF;
81‘]‘ - 81‘1 ’

(B.44)

Ehto on ekvivalentti sen kanssa, ettd V x F = 0, ja gravitaatiovoiman kaltaisille keskeisvoimille
ehto on siten aina voimassa. Maapallon painovoima voidaan siis esittdd potentiaalin avulla, joka
yleisen fysikaalisen kiytdnnon mukaisesti kirjoitetaan muodossa

F=-VV. (B.45)

Koska maapallo ei kuitenkaan selviisti ole tiiysin pallosymmetrinen, on yhtils (B.I)) maapallolle
kirjoitettava pallokoordinaateissa muodossa

mi = f(r,0,0)e,. (B.46)

Tallaisen vektorikentén potentiaali saadaan Laplacen yhtilon V2 f = 0 ratkaisujoukon lineaarikom-
binaatioina. Pallokoordinaateissa kyseeseen tulevat ns. palloharmoniset funktiot, ja potentiaalille
saadaan [37]

V(r6.0) = GM@ Z Z ( > Prm(cos @) (C™ cos(map) + S™ sin(ma))) (B.47)

n=0 m=0

missd Nmax on kehitelmén kertaluku, C)" ja S]' ovat vakioita, P/’ normeerattuja assosioituja
Legendren funktioita ja ¢ = ¢ — nt — 19, kun t on aika, n maan pySrimistaajuus ja g alkuvaihe.
Maan pyorimisesta ja siten v:sté riippuvia termeja kutsutaan tesseraalitermeiksi. Mikili maapallon
rotaatio ja siten tesseraalitermit jatetddn huomiotta, saadaan potentiaalille yksinkertaisempi muoto

V(’I“7 97 ¢) =

GMg
.

1+ i 7, (%9) P (cos 9)] , (B.48)

n=2

misséd J,:t ovat vakioita ja P,:t Legendren polynomeja. Tassd tyOssd tutkitaan vain pienimméan
kertaluvun poikkeamaa pallosymmetrisyydesté, joten maapallon potentiaalin approksimaatioksi
saadaan lopulta

1— <E;®)2P2(cos9)] . (B.49)

GM,
V(T7 97 (b) = r =

Sovelluksia varten tarvitaan tieto P»(z) = £ (3z% — 1).
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C Koodilistaukset

Tyossé kiytetty ohjelmakoodi on kirjoitettu OCTAVE-ohjelmointikieltd kiyttien. Tulkki OCTAVE-
kielelle on 16ydettavissa viitteesté [26].

C.1 E2f.m

function [f] = E2f(E, e)

% Muuntaa eksentrisen anomalian todelliseksi anomaliaksi.
n = floor(E/(2*pi));

modE = E - n*2%pi;

f = 2xatan(sqrt((1+e)/(1-e))*tan(modE/2)) + n*x2*pi;

end

C.2 M2E.m

function [E] = M2E(M, e)

% Muunnos keskianomaliasta eksentriseen anomaliaan (ts. Keplerin yht&ldn
% ratkaiseminen)

E = solvekep(M, e);

end

C.3 a2body.m

% Tarkka (kun J2=0) suhteellinen rata ellipsiratojen erotuksena
function [r, dr, v, dv, tvals] = a2body(rl, v1, r2, v2, tvals, C)
oel = rv2oe(rl, vil);

oe2 = rv2oe(r2, v2);

nl = sqrt(C(1)/ocel1(1)"3);

n2 = sqrt(C(1)/0e2(1)"3);

i=0;

for t = tvals
it++;

tmp = oel;

tmp(6) += t*nl;

[r1, v1] = oe2rv(tmp);
tmp = oe2;

tmp(6) += t*n2;
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[r2, v2] = oe2rv(tmp);

[dr(i,:), dv(i,:)] = eci2lvlh(rl, vi, r2, v2);
r(i,:) = ri;

v(i,:) = vi;

end

end

C.4 docalcs.m

#!/usr/bin/octave -qf

h
% Apufunktiot

function print_results(fname, tlh, H, dra, drlvlh, drhcw, drth)
% Tulostaa tulokset tiedostoon.

[fid, msg]l = fopen(fname, ’w’);

for i = 1:length(drlvlh(:,1))

fprintf(fid, °%16.8g ’, tlh(i), H(i)-H(1), \
dra(i,1), dra(i,2), dra(i,3), \

drlvlh(i,1), drlvlh(i,2), drlvlh(i,3), \
drhcw(i,1), drhcw(i,2), drhcw(i,3), \
drth(i,1), drth(i,2), drth(i,3));

fprintf (fid, ’\n’);

end

fclose(fid);

end

% Geosentriset yksikdt
C(1) =1; % bigh

C(2) = 1; % REearth
J2 = 1.08263e-3; % J2-termin numeerinen arvo
C(3) = 0;

tunit = 806.811064922698 ¥ aikayksikkd sekunneissa

% Maan side metreissi

RE = 6378.137e3;

% Nopeuden skaalaustekiji
CV = sqrt(3.986005e5/RE) ;

% Minimaalisen eksentrisyyden lihtéarvot

minoel = [1.11, 0.0005, 15%pi/180, 45%pi/180, 90%pi/180, 15%pi/180];
[mr1, mvl] = oe2rv(minoel);

mrl = mrl.’;

mvl = mvl.?;

[mr2, mv2] = 1lvlh2eci(mrl, mvl, [15, 15, 15]/RE, \

[-0.01, 0.00, -0.011/(1000%CV));

minoe2 = rv2oe(mr2, mv2);

printf(PO0E & DOE - min e:\n’);
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for k=1:2

printf(°%16.10g ’, minoel(k), minoe2(k)-minoel(k));

printf(’\n’);

end

for k=3:6

printf(°%16.10g ’, minoel(k)*180/pi, (minoe2(k)-minoel(k))*180/pi);
printf(°\n’);

end

printf(°’\n’);

% Pienen eksentrisyyden l&htdarvot

soel = minoel;

soel(2) = 0.1;

[srl, svl] = oe2rv(soel);

srl = srl.’;

svl = svl.?;

[sr2, sv2] = 1lvlh2eci(srl, svl, [15, 15, 15]/RE, \
[-0.01, 0.00, -0.01]/(1000%CV));

soe2 = rv2oe(sr2, sv2);

printf (°0E & DOE - small e:\n’);

for k=1:2

printf(°%16.10g ’, soel(k), soe2(k)-soel(k));
printf(’\n’);

end

for k=3:6

printf(°%16.10g ’, soel(k)*180/pi, (soe2(k)-soel(k))*180/pi);
printf(’\n’);

end

printf(°\n’);

%% Laske tulokset eri menetelmilli
step = 0.05;
tend = 24*3600/tunit; % 24 tuntia

[

% J2 = 0, minimaalinen eksentrisyys

C(3) = 0;
irl = mrl; ir2 = mr2;
ivl = mvl; iv2 = mv2;

%% Logaritminen Hamiltonin funktio

[r1, dr, vi, dv, H, tlh] = loghlf(irl, ivl, ir2, iv2, step, tend, C);
runtimehours = tlh(end)*tunit/3600

runtimeper2pi = tlh(end)/(2xpi)

% Muunnos ECI -> LVLH

for i = 1:length(tlh)

[drlvlih(i,:), dvlvlh(i,:)] =\

eci2lvlh(ri(i,:), vi(i,:), (ri+dr)(i,:), (vi+dv)(i,:));

end

% Analyyttiset menetelmit
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[drhcw, dvhcw, thcw] = hew(irl, ivil, ir2, iv2, tlh, C);
[drth, dvth, tth] = th(ir1l, ivl, ir2, iv2, tlh, C);
[rla, dra, vla, dva, ta] = a2body(irl, ivl, ir2, iv2, tlh, C);

print_results(’no_J2_min_e.txt’, tlh, H, dra, drlvlh, drhcw, drth);
clear dr* dvx rl vl H tlh irx ivx

h

% J2, minimaalinen eksentrisyys
C(3) = J2;

irl = mrl; ir2 mr2;

ivl = mvl; iv2 = mv2;

%% Logaritminen Hamiltonin funktio

[r1, dr, v1, dv, H, tlh] = loghlf(irl, ivl, ir2, iv2, step, tend, C);
runtimehours = tlh(end)*tunit/3600

runtimeper2pi = tlh(end)/(2xpi)

% Muunnos ECI -> LVLH

for i = 1:length(tlh)

[drlvlh(i,:), dvlvlh(i,:)] =\

eci2lvlh(ri(i,:), vi(i,:), (ri+dr)(i,:), (vi+dv)(i,:));

end

% Analyyttiset menetelmét

[drhcw, dvhew, thcw] = hecw(irl, ivl, ir2, iv2, tlh, C);

[drth, dvth, tth] = th(ir1l, ivl, ir2, iv2, tlh, C);

[rla, dra, vla, dva, ta]l = a2body(irl, ivl, ir2, iv2, tlh, C);

print_results(’J2_min_e.txt’, tlh, H, dra, drlvlh, drhcw, drth);
clear dr* dvx rl vl H tlh irx ivx

%

% J2, pieni eksentrisyys

C(3) = J2;

irl = srl; ir2 = sr2;

ivl = svil; iv2 sv2;

%% Logaritminen Hamiltonin funktio

[r1, dr, v1, dv, H, tlh] = loghlf(irl, ivl, ir2, iv2, step, tend, C);
runtimehours = tlh(end)*tunit/3600

runtimeper2pi = tlh(end)/(2xpi)

% Muunnos ECI -> LVLH

for i = 1:length(tlh)

[drlvlh(i,:), dvlvlh(i,:)] =\

eci2lvlh(ri1(i,:), vi(i,:), (ri+dr)(i,:), (vi+dv)(i,:));

end

% Analyyttiset menetelmit

[drhcw, dvhecw, thcw] = hcw(irl, ivl, ir2, iv2, tlh, C);

[drth, dvth, tth] = th(ir1l, ivl, ir2, iv2, tlh, C);

[rla, dra, vla, dva, tal = a2body(irl, ivl, ir2, iv2, tlh, C);

print_results(’J2_small_e.txt’, tlh, H, dra, drlvlh, drhcw, drth);
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clear drx dvx rl vl H tlh ir* ivx*

C.5 eci2lvlh.m

function [dr, dv] = eci2lvlh(rl, vi, r2, v2)

% Muunnos ECI-koordinaateista suhteellisiin LVLH-koordinaatteihin.
% Lasketaan LVLH-koordinaatiston kantavektorit

er = rl / norm(rl);

eh = cross(rl, vl);

eh = eh / norm(eh);

et = cross(eh, er);

% Suhteelliset koordinaatit ECI-koordinaatistossa

dri = r2-ri;

dvi = v2-vi;

% Projektio LVLH-koordinaatteihin
dr(1) = dot(dri, er);

dr(2) = dot(dri, et);

dr(3) = dot(dri, eh);

dv(1l) = dot(dvi, er);

dv(2) = dot(dvi, et);

dv(3) = dot(dvi, eh);

end

C.6 epi2oe.m

function [oe] = epi2oe(epi)

% Muuntaa episyklielementit klassisiksi rataelementeiksi
oe(1) = epi(1); % a

oe(2) = epi(2)/epi(1l); % e = A/a

0e(3) = epi(3);

oe(4) = epi(4);

ap = epi(b); Me = epi(6);

% ap = MO - Me => MO = ap + Me

oe(6) = ap + Me;

% w = ap + 2A/a*sin ap

oe(b) = ap + (2*epi(2)/epi(1))*sin(ap);
end

C.7 f2E.m

function [E] = f2E(f, e)

% Muuntaa todellisen anomalian eksentriseksi anomaliaksi
n = floor(f/(2*pi));

modf = f - n*2%pi;
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E = 2xatan(sqrt((1-e)/(1+e))*tan(modf/2)) + n*2*pi;
end

C.8 hcw.m

function [dr, dv, tvals] = hcw(rl, vi, r2, v2, tvals, C)
% Octave-implementaatio Hill-Clohessy-Wiltshire -yhtdléisti.

% Alkuarvot eli suhteelliset paikka- ja nopeusvektorit LVLH-koordinaateissa.
[dr0, dv0] = eci2lvlh(ril, vi1, r2, v2)

=]
1]

sqrt (C(1) /norm(r1)~3); % n = sqrt(M/a"3)
tvals;

ot
]

% Voidaan suoraan laskea ja palauttaa suhteellinen paikka ja nopeus
% LVLH-koordinaateissa.

dr = [\

dv0 (1) /n*sin(n*t) - (3*dr0(1)+2*dv0(2)/n)*cos(n*t) \

+ 4%dr0(1) + 2%dv0(2)/n; \

(6xdr0(1)+4*dv0(2) /n)*sin(n*t) + 2*%dv0(1)/n*cos(n*t) \
- (6*%n*dr0(1)+3*%dv0(2))*t + dr0(2) - 2xdv0(1)/mn; \
dr0(3)*cos(n*t) + dAv0(3)*sin(n*t)/n \

17

dv = [\

dvO(1)*cos(n*t) + (3*n*dr0(1)+2xdv0(2))*sin(n*t); \
(6*n*dr0(1)+4*dv0(2) ) *cos(n*t) - 2*%dvO(1)*sin(n*t) \

- 6*nxdr0(1) - 3*dv0(2); \

-dr0(3)*n*sin(n*t) + dv0(3)*cos(nxt) \

173

tvals = t;

end

C.9 hp.m

% Octave-toteutus Halsallin-Palmerin suhteellisesta ratalaskumenetelmisti.
function [dr, times] = hp(rl, vi, r2, v2, tvals, C)

% Péddsatelliitin ja seuraajan rataelementit ja episykliset elementit
oel = rv2oe(rl, vil);

oe2 = rv2oe(r2, v2);

epil = oe2epi(oel);

epi2 = oe2epi(oe2);

% n

n = sqrt(C(1)/oel1(1)~3);

% t_e = M_e/n

te = epil(6)/n;

% (R_earth / a_c)~2
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repa2 = (C(2)/0el(1))"2;

% cos I_0

ci = cos(epil(3));

% Sekulaaritermit: rho, theta, kappa

rh = -1/4xC(3)*repa2+*(3*ci-1);
th = 3/2xC(3)*repa2*ci*sqrt(1-ci~2);
ka = 3/2%C(3)*repa2*(1/2%(3*ci-1) - ci~2*sqrt(1-ci~2));

% dalpha = Me_k - Me_1l

dal = epil(B) - epi2(6)

% depsilon

de = sqrt(oel(2)"2 + 0e2(2)"2 - 2xoel(2)*0e2(2)*cos(epil(5) - epi2(5)))
% Psi-arvo = (e_k*sin(al_Pk) - e_l*sin(al_P1)) / ...
psinum=oel(2)*sin(epil(5)) - 0e2(2)*sin(epi2(5))
psidenom=oel(2)*cos(epil(5)) - 0e2(2)*cos(epi2(5))

psi = atan2(psinum, psidenom)

% Tavallinen aikamuuttuja on tvals
% Aikamuuttuja tau = alphax(1+kappa)
taus = n*x(tvals - te)*(l+ka);

% Kun oletetaan k#yr#dviivainen koordinaatisto linearisoiduksi, voidaan kaytt&a
% tavallisia LVLH-koordinaatteja

[dr0, dv0] = eci2lvlh(ril, vi1, r2, v2);

% Nyt voidaan laskea suhteelliset koordinaatit

domega = dr0(1) - oel(1)*dexcos((l-ka)*taus - psi);

dnu = dr0(2) + 2*dexsin((1-ka)*taus - psi);

dzeta = (epil(3)-epi2(3))*sin(taus) - \

sin(epil(3))*(epil(4)-epi2(4)-thxdal + \

3/2xC(3) *xrepa2+*sin(epil (3))*(epil(3)-epi2(3))*taus) .*cos(taus);

times = tvals;
dr = [domega.’, dnu.’, dzeta.’];
end

C.10 loghlf.m

function [rout, drout, vout, dvout, Hout, times] = loghlf(ql, pil, \
92, p2, h, tend, C)

% Octave-implementaatio logaritmisen Hamiltonin funktion k&#ytt&misestd
% suhteellisten satelliittiratojen laskentaan.

% Alustetaan kaytettédvidt vakiot.

bigh = C(1);
RE = C(2);
J2 = C(3);
i=1;

t=0;
times=0;
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% Suhteelliset paikka- ja nopeusvektorit ECI-koordinaateissa.
dq = 92-q1
dp = p2-p1
% Ajan momentit (yleistetyt liikem&&r&t pO)
pO = -calcH(pl, qi1, C)
p02 = -calcH(p2, q2, C)
dpO0 = p02-p0
dt = 0;
% Alkuarvot
Hout (i) = calcH(pl, ql, C);
rout(i, :) = ql;
1) =pl

vout (i,
drout(i, :) = dq;
dvout(i, :) = dp;

times(i) = t;

% Ajetaan silmukassa p-tédysaskeleita ja gq-puoliaskeleita simulaation loppuun
% asti.

while (t < tend)

[t, dt, g1, dq] = QHStep(t, qi, pl, p0, dt, dq, dp, dpO, h);

[pl, dp] = PStep(ql, pl, dq, dp, h, C);

[t, dt, g1, dq] = QHStep(t, ql, pl, pO0, dt, dq, dp, dpO, h);

it+;
Hout (i) = calcH(pl, ql, C);
rout(i, :) = ql;

vout (i, :) = pi;

drout(i, :) = dq;

dvout(i, :) = dp;

% Suhteellisia paikkoja pit&& korjata Delta t:n verran

hdt

tmpt = t;

tmpr = ql + dq;
tmpv = pl + dp;

tmpp0 = -calcH(tmpr, tmpv, C);

tmpm = norm(tmpr) * (norm(tmpv) ~2/2+tmpp0) ;

% Tarvitaan s-parametrin aika-askel joka vastaa dt:n pituista
% koordinaattiaika-askelta.

hs = bigM/norm(tmpr) *(-dt);

% Muunnetaan 1f-askeleeksi.

ch = tmpm/sqrt (tmpp0/2) *atan (sqrt (tmpp0/2) * (hs) /tmpm) ;
% Otetaan yksi leapfrog-askel

tmp = zeros(1,3);

tmp2 = 0;

[tmpt, tmp2, tmpr, tmp] = \

QHStep(t, tmpr, tmpv, tmppO, O, tmp, tmp, O, ch);
[tmpv, tmp] = PStep(tmpr, tmpv, tmp, tmp, ch, C);
[tmpt, tmp2, tmpr, tmp]l = \

QHStep(t, tmpr, tmpv, tmppO, O, tmp, tmp, O, ch);

% Palautetaan korjatut suhteelliset paikat.

drout(i,:) = tmpr - qil;
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dvout(i,:) = tmpv - pl;

times(i) = t;
end
end

% Hamiltonin funktion hetkellinen arvo

function [H] = calcH(p, q, C)

H = 1/2%norm(p)~2 - C(1)/norm(qg) \

* (1-C(3)*C(2)~2x(3%q(3)~2/(2*norm(q) ~4)-1/(2*norm(q) ~2)));
end

% Paikkahyppyfunktio

function [tout, dtout, qlout, dqout] = QHStep(time, \

ql, pl, p0, dt, dq, dp, dp0O, step)

% Aikakorjausvakio tau

tau = tauf(ql, pl, pO, step);

% Variaatiot

dtout = dt + (step/2)*(1/(0.5*norm(pl+dp) ~2+p0+dp0)\

- 2/ (norm(pl) ~2+2%p0)) + 0.5*(tauf(ql+dq, pl+dp, pO+dp0, step) - tau);
dqout = dq + (step/2)*(QJI(pO0+dp0, pl+dp) - QII(pO,pl));

% Koordinaatit

tout = time + (step/2) * 1 / (0.5%norm(pl)~2 + p0) + tau/2;
qlout = q1 + (step/2) * QJI(pO,pl);

end

% Nopeushyppyfunktio

function [plout, dpout] = PStep(ql, pl, dq, dp, step, C)
plout(1:2) = p1(1:2) - step*PJI(ql, C);

plout(3) = p1(3) - step*PJ3(ql, C);

dpout(1:2) = dp(1:2) - step*(PJI(ql+dq,C) - PJI(ql,C));
dpout(3) = dp(3) - stepx(PJ3(ql+dq,C) - PJ3(ql,C));

end

% Aikakorjausfunktio

function [tau] = tauf(ql, pl, pO, step)

% Efektiivinen massa

m = norm(ql)*(norm(pl)~2/2 + p0);

% Zeta-parametrin nelidjuuri

sz = sqrt(step~2%p0/(2¥m~2)) ;

% Aikakorjausvakio tau

tau = -step~3/(4*m~2)*(tan(sz) - sz)/sz"3;
end

% Paikkahypyn apufunktio
function [out] = QJI(pO, pl)
out = pl/ (0.5%norm(p1)~2 + p0);

end

% Nopeushypyn apufunktiot
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function [out] = PJI(ql, C)

out(1:2) = (1 - C(3)*C(2)~2x(3*q1(3)~2/(2*norm(ql)~4)\

- 1/(2*norm(q1)~2)) )~ (-1)*(1-C(3)*C(2) ~2% (156xq1(3) ~2/ (2*norm(ql) ~4)\
- 3/(2*norm(q1)~2))) * q1(1:2)/(norm(ql)~2);

end

function [out] = PJ3(ql, C)

out = (1 - C(3)*C(2)~2%(3*q1(3)~2/(2*norm(ql) ~4)\

- 1/(2%norm(q1)~2))) ~(-1)*(1-C(3)*C(2) ~2* (15*q1(3) ~2/ (2*xnorm(ql) ~4)\
- 9/(2xnorm(q1)~2))) * q1(3)/(norm(ql)~2);

end

C.11 lvlh2eci.m

function [r2, v2] = 1lvlh2eci(rl, vi1, dr, dv)

% Muunnos LVLH-koordinaateista ECI-koordinaatteihin

% Lasketaan LVLH-koordinaatiston kantavektorit ECI-koordinaattien suhteen
er = rl / norm(rl);

eh = cross(rl, vl);
eh = eh / norm(eh);
et = cross(eh, er);

% Skaalataan LVLH-koordinaatit r-vektorin pituudella

%drs = dr * norm(ril);

%dvs = dv * norm(ril);

drs = dr;

dvs = dv;

% Muunnetaan suhteelliset koordinaatit ECI-koordinaatistoon
drs = drs(1)*er + drs(2)*et + drs(3)x*eh;

dvs = dvs(1)*er + dvs(2)*et + dvs(3)*eh;

% Muunnetaan suhteelliset koordinaatit absoluuttisiksi koordinaateiksi
r2 = drs + ri;

v2 = dvs + vi;

end

C.12 oe2epi.m

function [epi] = oe2epi(oe)

% Muunnos rataelementeistd episyklielementteihin.

% Episyklielementtien jédrjestys: a, A, I, Omega, a_p, M_e
epi(l) = oe(); % a

epi(2) = oe(D)*0e(2); % A = axe

epi(3) = o0e(3); % I

epi(4) = oe(4); % Omega

% Keskianomalia nousevan solmun kohdalla
w = oe(b);

MO = oe(B);

% w=aP + (2A/a)sin a_P
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ap = fsolve(inline(’x + 2%epi(2)/epi(1)*sin(x) - w’, 0), w);
% ap = MO - Me
Me = MO - ap;

epi(5) = ap;
epi(6) = Me;
end

C.13 oe2rv.m

function [r, v] = oe2rv(el)
% Muunnos tavallisista rataelementeistd paikka- ja nopeusvektoriin.
w=2el(6); 0 =el(4); i =¢el(3); % omega, Omega, inklinaatio
P [ cos(w)*cos(0) - sin(w)*sin(0)*cos(i) ;\
cos(w)*sin(0) + sin(w)*cos(0)*cos(i) ;\
sin(w)*sin(i) 1;
[-sin(w)*cos(0) - cos(w)*sin(0)*cos(i) ;\
-sin(w)*sin(0) + cos(w)*cos(0)*cos(i) ;\
cos(w)*sin(i) 1;
[ sin(0)*sin(i) ;
-cos(0)*sin(i) ;
cos(i) 1;

0
Il

=
]

% Puoliakselin pituus, eksentrisyys
a=¢el(l); e =¢el(2);

av = axP;

bv = cross(W, av)*sqrt(l-e~2);

% Eksentrinen anomalia
E = M2E(el(6), e);

% Tulosten palautus

r = avk(cos(E) - e) + bvxsin(E);
v = (-av*sin(E) + bv*cos(E))/(norm(r)*sqrt(a));
end

C.14 rv2oe.m

function [el] = rv2oe(r, v)
% Muuntaa paikka- ja nopeusvektorit rataelementeiksi.

% Oletetaan bigM = 1
% Rataelementit jérjestyksessd a, e, i, Omega, omega, MO

% Puoliakselin pituus
al = 2/norm(r) - dot(v,v);
el(1) = 1/al;

% Eksentrisyys
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et = dot(r, v);

zeta = 1 - al*norm(r);

D = cross(r, v);

e = cross(v, D) - r/norm(r);
el1(2) = norm(e);

% Inklinaatio
B = sqrt(D(1)~2+D(2)"2);
el(3) = atan2(B, D(3));

% Nousevan solmun pituus
el(4) = atan2(D(1), -D(2));

% Perisentrin argumentti
if (el(2) == 0)

el(5) = 0;
else
el(5) = atan2(e(3)*norm(D), e(2)*D(1)-e(1)*xD(2));

end

% Keskianomalia epookissa
el(6) = atan2(et*sqrt(al), zeta) - et*sqrt(al);
end

C.15 solvekep.m

function [E] = solvekep(M, e)

% Ratkaisee Keplerin yht&ldn numeerisesti Octaven ratkaisufunktiolla.
E = fsolve(inline("x - exsin(x) - M", 0), M);

end

C.16 t2E.m

function [Evec] = t2E(tvec, n, e, MO)

% Muunnos ajasta eksentriseen anomaliaan
M =n * tvec’ - MO;

Evec = solvekep(M, e);

end

C.17 t2f.m

function [fvec] = t2f(tvec, n, e, MO)

% Muunnos ajasta todelliseen anomaliaan.
M =n * tvec’ + MO;

Evec = M2E(M, e);

fvec = E2f(Evec, e);

end
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C.18 th.m

function [relr, relv, tvals] = th(ril, vi, r2, v2, tvals, C)
% Octave-toteutus Tschaunerin-Hempelin mallista satelliittien suhteelliselle
% liikkeelle.

% Tarvitaan eksentrisyyden ja isoakselin puolikkaan arvot padsatelliittille
oe = rv2oe(rl, vl);

a = oe(1);

e = oe(2);

n = sqrt(C(1)/a~3); % n = sqrt(M/a"3)
MO = oe(6)

EO = M2E(MO, e)

f0 = E2f (EO, e)

% Eta on Delaunayn elementeistd, sqrt(il-e~2)
eta = sqrt(l-e~2);

% Lasketaan seuraajasatelliitin LVLH-koordinaatit
[drlvlh, dvlvlh] = eci2lvlh(rl, vi, r2, v2);

% Tschauner-Hempel-mallissa suhteelliset koordinaatit skaalataan pi&satelliitin
% paikkavektorilla.
dr = drlvlh/norm(ri)

% Koska nopeusvektori pitd# laskea derivoimalla todellisen anomalian suhteen,
% saadaan

dv = 1/dermult(C(1), a, e, fO)*(dvlvlih/norm(ri) \

- drlvlh/norm(r1l)~2*dvlvlh(1))

% Nopeusvektori saadaan derivoimalla todellisen anomalian suhteen, saadaan
% aikaderivaatasta sopivasti kertomalla.

%hdermult = sqrt(C(1)/(ax(1-e~2))~3)*(1+excos(£0))~2

%dermult = 1;

hdv = dv/norm(rl)/dermult

% Muunnos aika -> todellinen anomalia
fvals = t2f(tvals, n, e, MO);

% Tulokset saadaan soveltamalla tilansiirtomatriisia L
xOvec = [ dr(1); dr(2); dr(3); dv(1); dv(2); dv(3); 1;
LOmat = calcL(n, tvals(1l), f0, fvals(l), e, eta);
1-det(LOmat); % Tarkistus: det L = 1

cvec = LOmat \ xOvec; ¥ Ratkaistaan c-vakiot

for k = l:length(tvals)

Lmat = calcL(n, tvals(k), fO, fvals(k), e, eta);

res = (Lmat * cvec).’;

1-det(Lmat); Y Tarkistus: det L =1

xvec(k,:) = res;

% Skaalataan takaisin tavanomaisiin LVLH-koordinaatteihin
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relr(k,:) = xvec(k,1:3)*norm(rl);

%hdermult = sqrt(C(1)/(ax(1-e~2))"3)*(1+e*xcos(fvals(k)))"2;
Y%relv(k,:) = xvec(k,4:6)*norm(rl)*dermult;

relv(k,:) = dermult(C(1),a,e,fvals(k))*(xvec(k,4)*xvec(k,1:3) \
+ norm(ri)*xvec(k,4:6));

end

end

% K-funktio todellisen anomalian funktiona
function [k] = K(f0, £, e)

E = f2E(f, e);

E0 = f2E(£f0, e);

k = E - exsin(E) - (EO - exsin(E0));

end

% K-funktio ajan funktiona
function [k] = K2(n, t)

k = nxt;
k =k.?;
end

% Lasku voidaan toteuttaa tilansiirtomatriisilla L

function [L] = calcL(n, t, fO, f, e, eta)

% x

L(1,1) = cos(f)*x(1+e*cos(f));

L(1,2) = sin(f)*(1+e*cos(f));

L(1,3) = 2/eta"2x(1-3*xe/(2*xeta~3)*sin(f)*(1+excos(f))*K2(n,t));
L{(1,4:6) = 0;

hy

L(2,1) = -sin(f)*(2+ex*xcos(f));

L(2,2) = cos(f)*x(2+excos(f));

L(2,3) = -3/eta~bx(1+excos(f))~2xK2(n,t);
L(2,4) = 1;

L(2,5:6) = 0;

% z

L(3,1:4) = 0;
L(3,5) = cos(f);
L(3,6) = sin(f);

% vx

L(4,1) = -(sin(f) + exsin(2xf));

L{(4,2) = cos(f) + excos(2x%f);

L(4,3) = -3xe/eta~2*(sin(f)/(1+e*xcos(f))+1/eta~3*(cos(f)+excos(2xf))*K2(n,t));
L(4,4:6) = 0;

h vy
L(5,1) = -(2%cos(f) + excos(2*f));
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L(5,2) -(2*sin(f) + exsin(2xf));
L(5,3) = -3/eta~2*x(1-e/eta~3*x(2xsin(f)+e*xsin(2*f))*K2(n,t));
L(5,4:8) = 0;

% vz

L(6,1:4) = 0;
L(6,5) = -sin(f);
L(6,6) = cos(f);
end

% Derivaatta d/dt = k(£f)*(d/df), missd k(f) saadaan t&lld funktiolla
function [k] = dermult(bigM, a, e, f)

k = sqrt(bighM/(a~3*(1-e72)"3))*(1+excos(f))"2;

end
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