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Positroniemissiotomografia (PET) on lddketieteellinen kuvantamismenetelmé. PET-
kuvantamiseen liittyy matemaattista mallintamista, jossa kehitetddn analysointiso-
velluksia arvioimaan radioaktiivisten merkkiaineiden fysiologista ja kineettista kiyt-
taytymistd elimistossd. Tavoitteena on tuottaa entistd luotettavampia, nopeampia
ja monikiyttoisempid menetelmid. Taméan Turun valtakunnallisen PET-keskuksen
toimeksiannosta tehdyn tutkielman aiheena on yleistettyyn lokeromalliin perustu-
va spektraalianalyysimenetelmé (SA). Tarkeimpiné lahteind mainittakoon Cunning-
hamin ja Jonesin ”Spectral Analysis of Dynamic PET Studies”, Schmidtin "Which
Linear Compartment Systems Can be Analyzed by Spectral Analysis of PET Out-
put Data Summed Over All Compartments” ja Turkheimerin ym. "Estimation of
Component and Parameter Distributions in Spectral Analysis”.

Tutkielma aloitetaan johdatuksella PET-tutkimukseen ja sen ldadketieteellisiin kéyt-
tokohteisiin. Tamaén jalkeen havainnollistetaan yleistetyn lokeromallin késitetta. Sit-
ten esitellddn PET-tutkimuksen sy6tefunktion ja vastaavien aika-aktiivisuuskiyrien
analysointiin ja esittdmiseen tarkoitettu SA-menetelmé. Lisdksi havainnollistetaan,
miten SA:n tuloksen perusteella arvioidaan tarkasteltavaa kineettistad jarjestelméia
vastaavan mallin lokeroiden minimiméaérad ja parametreja, ja pohditaan millaisiin
lokeromalleihin SA sopii kiytettiviksi. Tutkielmassa kerrotaan myds SA:n sovel-
luskohteista, luetellaan sen etuja ja ongelmia sekd tapoja, joilla nditd ongelmia on
ratkaistu. Sovellusosassa tarkastellaan SA:n tuloksia kahden erityyppisen |''C]flu-
mazeniili-tutkimussarjan datalle ja verrataan SA:n ja PET-mallintamisessa yleises-
ti kiytettavin Logan-kuvaajan avulla laskettuja merkkiaineen distribuutiovolyyme-
ja toisiinsa. Lopuksi esitelld&n, miten vyorytysmenetelménavulla voidaan estimoida
SA:n tuloksen ja sen avulla johdettujen funktioiden tilastollisia ominaisuuksia.

Tutkielmassa SA:n avulla méaritetyt merkkiaineen distribuutiovolyymit eivét olleet
aivan niin hyvid kuin Logan-kuvaajan vastaavat. Vaikka SA:n kehittdmisestd on jo
julkaisuja, tarvitaan sen implementaation luotettavuuden parantamiseksi lisdd tut-
kimusta. Ennen kuin SA:n kiytté datatiedostojen analysoinnin perustytkaluna on-
nistuu, on toteutattava tulosspektrien automaattiseen taulukointiin ja analysointiin
tyokaluja.

Asiasanat: positroniemissiotomografia, mallintaminen, spektraalianalyysi, lokeromal-
li, Logan-kuvaaja.
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1 Johdanto

Tutkielma kisittelee yleistettyyn lokeromalliin perustuvan spektraalianalyy-
simenetelmén kiytt6d positroniemissiotomografia- eli PET-mallintamisessa
ja on tehty valtakunnallisen PET-keskuksen toimeksiannosta. Merkittdvim-
pind ldhteind mainittakoon seuraavat tieteelliset artikkelit: Cunninghamin
ja Jonesin "Spectral Analysis of Dynamic PET Studies”, Schmidtin "Which
Linear Compartment Systems Can be Analyzed by Spectral Analysis of PET
Output Data Summed Over All Compartments” ja Turkheimerin ym. "Es-
timation of Component and Parameter Distributions in Spectral Analysis”.
Tutkielman teoriaosuuksissa lukijalta oletetaan esitietoina sovelletun mate-
matiikan aineopintoja.

Tutkielma aloitetaan pykéldn 2 johdatuksella PET-tutkimukseen ja sen
laaketieteellisiin kdyttokohteisiin. Pykildn 2 tarkoitus on selkeyttdd tutkiel-
man myohempien vaiheiden yhteyttda kiytdntoon ja selittdd PET-mallinta-
misen perusasioita.

Pykilassd 3 keskitytddn PET-mallintamisessa kiytettdviin lokeromallei-
hin. Pykildn paamaéairind on johtaa kaava PET-kameran mittaamalle mie-
lenkiintoalueen radioaktiivisen merkkiaineen kokonaispitoisuudelle. Tamé on
toteutettu ratkaisemalla yhden molekyylin yksinkertaisten reaktioiden avul-
la muodostettu differentiaaliyhtaloryhmaé aluksi plasmalokerosta ja kahdesta
kudoslokerosta koostuvalle mallille. Ratkaisun perusteella muodostetaan vas-
taava kaava plasmalokerosta ja n + 1 kudoslokerosta koostuvalle yleistetylle
lokeromallille.

Pykélissé 4 esitelliin PET-tutkimuksen sy6tefunktion ja vastaavien aika-

aktiivisuuskdyrien analysointiin ja esittdmiseen tarkoitettu spektraalianalyy-



simenetelmé. Pykildssd myos havainnollistetaan, miten kyseisen menetelméin
tuloksen perusteella arvioidaan tarkasteltavaa kineettistd jarjestelméd vas-
taavan mallin lokeroiden minimiméairda ja parametreja. Lisdksi kerrotaan
kirjallisuudessa mainituista spektraalianalyysin sovelluskohteista.

Pykalan 5 aiheena on spektraalianalyysimenetelméin soveltuvuus PET-
kuvantamiseen. Pykélan alussa selvitetdan matriisilaskennan yleisiin tulok-
siin nojautuen, millaisia lokeromalleja voidaan tarkastella spektraalianalyysin
avulla. Pykélan lopussa luetellaan kirjallisuudessa mainittuja spektraaliana-
lyysin etuja, ongelmia ja tapoja, joilla nditd ongelmia on ratkaistu.

Pykilédssa 6 tarkastellaan spektraalianalyysin tuloksia kahden erityyppi-
sen [''C]flumazeniili-tutkimussarjan datalle. Lisiksi verrataan samasta da-
tasta spektraalianalyysin avulla laskettua distribuutiovolyymié yleistettyyn
lokeromalliin perustuvasta Logan-kuvaajasta méaéritettyyn arvoon.

Pykala 7 kisittelee vyorytys- eli bootstrap-menetelmén soveltamista spekt-
raalianalyysin tuloksiin. Tavoitteena on estimoida spektraalianalyysin tulok-
sen ja sen avulla johdettujen funktioiden tilastollisia ominaisuuksia.

Viimeisessa pykildssd on koottu yhteen tutkielman merkittavimmat tu-
lokset.



2 PET-keskus

Pykalédssa kerrotaan perustietoja Turun valtakunnallisesta PET-keskuksesta
ja sielld tehtavistd positroniemissiotomografia- eli PET-tutkimuksista. Lisak-

si mainitaan esimerkkeji PET-kuvantamisen sovelluksista liddketieteeseen.

2.1 PET-keskuksesta ja PET-tutkimuksesta

Turun yliopisto, Abo Akademi ja Turun yliopistollinen keskussairaala perus-
tivat vuonna 1974 Turun PET-keskuksen. Opetusministerion PET-keskuksel-
le vuonna 1996 myontdméan valtakunnallisen aseman my6td keskuksen nimi
muuttui Turun valtakunnalliseksi PET-keskukseksi. PET-keskuksen paateh-
tavat ovat korkealaatuisen tieteellisen tutkimuksen tekeminen ja diagnostiik-
kapalveluiden jirjestdminen koko Suomen tarpeisiin. Tieteellinen tutkimus
jakautuu kolmeen péddaiheeseen: solujen energia-aineenvaihduntaan, neuro-
transmissioon sekéd uusien lddkeaineiden kehittdmiseen ja vanhojen ominai-
suuksien parantamiseen. [[2], [33], [47].]

Positroniemissiotomografia (PET) on lyhytikéisia radioaktiivisia isotoop-
peja kiyttava leikekuvausmenetelmé. Sen avulla saadaan tietoa elimiston ai-
neenvaihdunnasta muodostamalla ihmisten tai eldimien kudoksissa tapah-
tuvien biologisten tai fysiologisten prosessien nopeuksia kuvaavia kvantita-
tiivisia kuvia [30], [38, s. 70]. PET-tutkimuksessa seurataan radioaktiivisen
merkkiaineen pitoisuutta ja kulkeutumista elimistossid. Merkkiaineen seuraa-
minen on mahdollista, kun jokaiseen merkkiainemolekyyliin kiinnitetdin syk-
lotronilla tuotettu positronisiteilevi isotooppi. Ndin merkkiaineen kulku eli-

mistossé vastaa tdysin saman leimaamattoman kemikaalin kulkua elimistos-



sa |46, s. 534]. Merkkiaineena kiiytetddn jotakin elimiston aineenvaihdun-
taan osallistuvaa ainetta, kuten glukoosia, rasvahappoa tai vettd. Merkki-
aine kuljettaa radioaktiivisen isotoopin kohteeseen, jonka toiminnasta ol-
laan kiinnostuneita. Esimerkiksi glukoosiaineenvaihdunnan vilkkautta tut-
kittaessa kiytetddin yleensd radioktiivisella fluorilla (**F) leimattua fluoride-
oksiglukoosia (FDG) eli ["*F|FDG:t4 [32]. Ennen PET-tutkimuksen aloitta-
mista potilas saa kiytettidvin merkkiaineen elimist6onséi joko laskimokanyy-
lin tai hengitysilman vilitykselld [31]. Kun kiytettyjen isotooppien radioak-
tiivisuuden puoliintumisajat tunnetaan, niin merkkiaineen pitoisuus tietyl-
18 mielenkiinto- eli ROI-alueella (region of interest) lasketaan mittaamalla
radioaktiivisuutta téilla alueella ja tekemélld hajoamiskorjaus tutkimuksen
alkuhetkeen. Hajoamiskorjattu radioaktiivisuuden méaéra on suoraan verran-
nollinen merkkiaineen pitoisuuteen. [39, s. 9.] Koska mittauksia ei suoriteta
jatkuva-aikaisesti, on laskuissa kiytettavi diskreettis aikaparametria 7' [45,
s. 1212]. [20]

Perinteisiin rakenteita kuvantaviin menetelmiin, eli rontgen-, ultradani-,
tietokonetomografia- (computed tomography, CT) ja magneettikuviin, ver-
rattuna PET:a kiyttden voidaan paitsi tutkia valittujen prosessien dynaami-
sia muutoksia myos paikantaa ne ja arvioida niiden suuruuksia [31], [38, s.
70]. Muilla menetelmilld aikaansaatuihin tuloksiin verrattuna PET-kuvissa
on parempi herkkyys. PET-kuvan paikanerotuskykya voidaan tarkentaa yh-
distamalla se magneettikuvaan. [46, s. 534.] PET-kuvasta nihdéén kuvaus-
kohteessa tapahtuneiden merkkiaineen hajoamisten keskittyminen ja paikka,
mutta se ei anna valitonté tietoa kohteen anatomisesta rakenteesta [20]. Té-
mén vuoksi PET-kamera ja kohteen anatomisen rakenteen selvittava tietoko-
netomografiakamera on yhdistetty PET /CT-laitteeksi, joka yhdistd4 molem-
pien kuvantamistapojen edut [46, s. 541].

2.2 PET-tutkimuksen kayttokohteista

PET on hyddyllinen tutkimusmenetelma monilla eri lddketieteen osa-alueilla,
kuten onkologiassa, neurologiassa, kardiologiassa ja psykiatriassa [32]. PET

on avuksi myos ladkkeiden tutkimuksessa ja kehityksessi, silli sen avulla
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voidaan seurata lddkkeen vaikutusta [46, s. 541].

Onkologiassa PET-tutkimusta kiytetddn usein syovin luokitteluun, sen
pahanlaatuisuuden, leikkauskelpoisuuden seki etdpesidkkeiden arviointiin ja
uusiutumisen osoittamiseen. PET on erityisen hyvd menetelmé silloin, kun
kasvaimesta on vaikea tai mahdoton saada koepalaa. Kasvaimen glukoosi-
aineenvaihdunta on sitd vilkkaampaa, mitd pahanlaatuisemmasta kasvaimes-
ta on kyse. Kasvaimen kiihtynyt aineenvaihdunta aiheuttaa merkkiaineen
kertymisen syopapesikkeisiin. PET-tutkimuksen avulla voidaan erottaa syo-
pékudos jo hyvin varhaisessa vaiheessa. [[20], [32].]

Neurologisissa sairauksissa on usein aineenvaihdunnan muutoksia jo en-
nen anatomisia muutoksia. PET-tutkimuksessa voidaan mitata aineenvaih-
duntaa, hapenkulutusta, verenkiertoa, energia-aineenvaihdunta ja vilittdjiai-
ne-reseptori-jirjestelmid. PET-kuvantamisen avulla aivoista voidaan paikan-
taa eri toimintakeskuksia ja niissd mahdollisesti olevia hairiéitd. PET-tut-
kimusta kidyttden on mahdollista tutkia myos aivojen toimintaan vaikut-
tavien aineiden toimivuutta ja vaikutustapaa. PET-kuvantamista kiytetaan
esimerkiksi epilepsian, Parkinsonin taudin, Alzheimerin taudin ja Huntin-
gonin taudin tutkimisessa. PET-tutkimuksen avulla voidaan my6s arvioida
kasvaimien aggressiivisuutta ja levinneisyytta tai erottaa etdipesike side- ja
sytostaattihoidon aiheuttamasta kuolleesta kudoksesta. PET on osoittautu-
nut erityisen hyviksi menetelméksi glioomien, eli hermotukikudoskasvaimien,
pahanlaatuisuuden selvittdmisessi. [[20], [32].]

Kardiologian alalla PET-tutkimusta kiytetdin yleisimmin sydanlihaksen
elinkyvyn arviointiin sydankirurgiaa tai pallolaajennusta harkittaessa erityi-
sesti niilla potilailla, joilla on huomattava vasemman kammion toiminnan
vajaus. Talla hetkelld PET-tutkimus on luotettavin veretén menetelm4, jolla
voidaan todeta sepelvaltimotauti. [32]

Neuropsykiatrisissa sairauksia tutkiessa PET-kuvassa voidaan esittdi yk-
sityiskohtaisesti paikat, joissa aivojen toiminnassa esiintyy tietty ilmio tai
muutos. PET-tutkimusta kiyttamalla voidaan myos seurata ja tehostaa hoi-
don vaikutusta. [32]



3 Lokeromallit PET-mallintamisessa

Pykalassa esitellddn, mitd lokeromallit ovat ja kerrotaan esimerkkeji siité,
miten niitd kdytetddn apuna PET-kuvantamiseen liittyvissd mallintamises-
sa. Ennen tata selitetiin, miten materiaalin virtaamista lokeromallissa ku-
vaava differentiaaliyhtdloryhmé méaédraytyy yhden molekyylin yksinkertaisten
reaktioiden perusteella. Aivan pykalan lopussa johdetaan kaava, joka kuvaa
PET-kameran mittaamaa radioaktiivisen merkkiaineen kokonaisméiraa ta-

pauksessa, jossa fysiologista tapahtumaa vastaa yleistetty lokeromalli.

3.1 Materiaalin siirtymista kuvaavan differentiaaliyhta-
loryhman johtaminen yhden molekyylin yksinker-

taisten reaktioiden avulla

Maiiritelmé 3.1. Oletetaan, ettd molekyyli A muuttuu tuotteeksi no-
peudella k£ > 0, eli

A LN tuote. (1)

Mallin (1) mukaisesta yhden molekyylin yksinkertaisesta reaktiosta (elemen-
tary unimolecular reaction) kiiytetdén lyhennettda EUR. Symbolia & kutsu-
taan reaktiovakioksi (reaction constant). Symbolilla A voidaan tarkoittaa

my0s tarkasteltavan nesteen A-molekyylipitoisuutta. [12, luento 13.01.2004.]

Huomautus 3.1. Mallinnettaessa ilmi6td yhden molekyylin yksinkertai-
sia reaktioita kdyttden, oletetaan tarkasteltavan molekyylipopulaation olevan

hyvin sekoittunut eli tilaan tasaisesti levinnyt [12, s. 91].

Oletetaan, ettd molekyyleja A on hetkelld t = 0 méird Ay. Talloin
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mallista (1) saadaan muodostettua differentiaaliyhtlo

A _pA

Molekyyliméara A(t) hetkelld ¢ ratkaistaan integroimalla separoituva dif-

ferentiaaliyht&lo (2) ja sijoittamalla alkuoletus A(0) = Ag. Ratkaisu on

A(t) = Aoeikt.

3.2 Lokeromallit

Pykalédssa 3.2.1 tarkastellaan, mitd lokeromallilla tarkoitetaan. Lokeromallin
madritelmia havainnollistetaan muutaman PET-kuvantamiseen liittyvén esi-
merkin avulla. Pykéldssa esitetddn myohemmin tutkielmassa paljon kiytet-
tava aikainvariantin lineaarisen lokeromallin maaritelméa. Pykélassa 3.2.3 se-
litetddn, mitd yleistetylld lokeromallilla tarkoitetaan. Yleistetyn lokeromallin
erillisten lokeroiden merkkiainepitoisuuksia kuvaavan yhtéloryhmén johta-
mista ja sen ratkaisun médrdéimistd havainnollistetaan ['|F]JFDG:n kulkeu-
tumista kuvaavan lokeromallin avulla. Lopuksi johdetaan kaava, joka kuvaa
PET-kameran mittaamaa radioaktiivisen merkkiaineen kokonaisméaras ta-

pauksessa, jossa fysiologista tapahtumaa vastaa yleistetty lokeromalli.

3.2.1 Yleistietoja lokeromalleista

Lokeromalli (compartment model) koostuu &érellisestd madrdstd erillisia
alueita, joiden vililld tapahtuu liikettd. On syytd painottaa, ettd lokerot
ovat ennemmin toiminnallisia kokonaisuuksia kuin fyysisid alueita. PET-ku-
vantamisen yhteydessd alueiden vélinen liike voi tarkoittaa vaikkapa veren
mukana virtaavan radioaktiivisen merkkiaineen kulkeutumista verisuonesta
tarkasteltavaan kudokseen. Lokeromalleja kiytettiessd oletetaan, ettd jokai-
sen lokeron sisélld olevat aineet ovat hyvin sekoittuneita toisiinsa [12, s. 91].
PET-kuvantamisen yhteydessad pykildssé 3.1 mainittu muutos ldhtéaineesta
tuotteeksi tarkoittaa merkkiaineen reaktiota, vapaan merkkiaineen sitoutu-

mista reseptoriin tai merkkiaineen siirtymistd yhdestd tilasta toiseen. [26]
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Mairitelma 3.2. Lokeromallia kutsutaan lineaariseksi, jos siind tapah-
tuva materiaalin siirtyminen lokerosta toiseen voidaan kuvata ensimmaéisen

kertaluvun differentiaaliyhtéloiden avulla [13, s. 636].

Esimerkki 3.1. Kudoksessa olevan merkkiaineen kinetiikkaa kuvataan
usein lineaarisen lokeromallin avulla. Téllaisen mallin lokerot voivat kuvata
esimerkiksi fysiologisia kokonaisuuksia tai eri kemikaalien méérid, ominais-

aktiivisuuksia tai pitoisuuksia. [37, s. 560.]

Seuraavaksi esitettivd méadritelma 3.3 selvittdd sanallisesti, mitéd lokero-
mallin siséltdmé ansa tarkoittaa. Matemaattisempi méaritelmé esitetdin

pykalassa 5.2.1.2.

Miéritelmi 3.3. Sanotaan, ettd lokeromallissa on ansa (trap), jos siind

on alue, josta materiaalin ei ole mahdollista siirtya tdmén alueen ulkopuolelle.

Esimerkki 3.2. Oletetaan, ettd merkkiaine siirtyy kuvassa 1.A esitetyl-
14 tavalla lokerosta toiseen. Kyseisessa lokeromallissa on ansa, silld oikean-
puoleisesta lokerosta ei ole poisvirtauksia. Symboli C tarkoittaa lahtéaineen
pitoisuutta (concentration), Cy tuotteen pitoisuutta ja k ensimméisen ker-
taluokan siirtymdnopeusvakiota (rate constant), jonka yksikké on 1/s [26].
Merkkiaineen siirtyménopeuteen vaikuttaa télloin ldhtoaineen pitoisuus ja

siirtyméanopeusvakio k [26]. Reaktion nopeudeksi v saadaan

A. B.

Kuva 1: Kaksi lokeroa, joiden vélilla merkkiaine siirtyy: (A) lokerosta toiseen,

(B) kumpaankin suuntaan.

Merkkiaineen siirtyessd kuvassa 1.B esitetylld tavalla lokeroiden vililla

molempiin suuntiin, voidaan havaita vain muutoksien summa [26]. Summa-
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reaktion nopeudeksi saadaan
dc:
v = —2 == ]{7101 - kQOQ. (3)
dt
Léhtoaineen pitoisuus (' tai tuotteen pitoisuus C5 voidaan laskea mielival-
taisella ajanhetkelld ¢, jos toinen pitoisuus seki siirtymanopeusvakiot ki ja
ko ovat tunnettuja. Cy ratkaistaan integroimalla kaavasta (3) puolenvaihdolla
saatava ensimmaéisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyht&lo
dc:
d—; + kyCo = k1 Oy ().

Ratkaisuksi saadaan yleisen alkuoletuksen C5(0) = Cy, sijoittamisen jéilkeen
t
CQ (t) = kle*th / Ol (T)€k2T dr + Cgoeith.
0

Esimerkki 3.3. PET-kuvantamiseen liittyviaa fysiologista tapahtumaa
voidaan mallintaa lokeromallia kiyttden. T&ll6in muun muassa plasmassa
olevalle vapaalle merkkiaineelle, plasman proteiineihin sitoutuneelle merkki-
aineelle, punasoluissa olevalle merkkiaineelle, plasmassa oleville radioaktiivi-
sille metaboliiteille, soluvilitilassa olevalle merkkiaineelle, soluissa olevalle
vapaalle merkkiaineelle, solujen reseptoreihin sitoutuneelle merkkiaineelle
ja soluissa oleville radioaktiivisille metaboliiteille voidaan varata kullekin
oma lokeronsa. Kunkin lokeroparin vililld on yksi siirtymadnopeusvakio
kumpaankin suuntaan. Namé& siirtyménopeusvakiot ovat riippumattomia
muista lokeroista. PET-tutkimuksessa voidaan mitata vain plasman merkki-
ainepitoisuus ja kudoksessa olevan merkkiaineen kokonaispitoisuus. Niin-
péa kdytannon syistd lokeroiden madrdd on vihennettavd niitd yhdistdmaél-
14 ja poistamalla. PET-kuvantamiseen liittyvissia mallintamisessa kiytetaan
yleisimmin lokeromalleja, joissa on kahdesta neljién lokeroa [39, s. 11]. Yk-
silokeromallilla voidaan kuvata radioaktiivista hajoamista tai aineen poistu-
mista verestd |39, s. 11]. [26]

3.2.2 PET-kuvantamiseen liittyvisti lokeromalleista

PET-kuvantamisessa kiytettavit lokeromallit voidaan jaotella kahteen ryh-
méan. Perusmallejo kiytettdessid on otettava syotefunktiota varten poti-

laan valtimosta veri- tai plasmandytteitd ja tunnettava tutkittavan kohteen



fysiologisten, biokemiallisten ja farmakologisten ominaisuuksien perusteella
madraytyva lokeroiden lukumaééra. Verindytteiden ottamisen vilttdmiseksi on
kehitetty referenssikudosmalleja. Referenssikudosmallit mahdollistavat sen,
ettd kohdekudoksen aika-aktiivisuuskéiyrd voidaan ilmaista referenssikudok-
sen vastaavan kiyran funktiona. Aika-aktiivisuuskdyrd (time-activity curve)
kuvaa kiytetyn radioaktiivisen merkkiaineen pitoisuutta kohdekudoksessa
ajan funktiona. Jatkossa tarkastellaan vain perusmallien teoriaa, koska refe-
renssikudosmallien teoria eroaa téstd vain aika-aktiivisuuskdyrin osalta. |13,
s. 635.]

PET-tutkimuksessa kiytettdva merkkiaine ruiskutetaan yleisimmin poti-
laan kdsivarren laskimoon. Merkkiaine sekoittuu tasaisesti vereen kulkies-
saan sydamen, keuhkojen ja uudelleen syddmen kautta ennen jakaantumis-
taan kaikkialle elimist6on johtaviin valtimosuoniin. Valtimoveri, jonka avul-
la peruslokeromallien syttefunktio muodostetaan, on siis tdysin samanlaista
kaikissa elimiston valtimoissa. Valtimoverestd kudokseen kulkeutumisessa on
osa merkkiaineen siirtymaévaiheista paljon toisia hitaampia. Jos toinen tapah-
tuma on ainakin 5-10 kertaa toista nopeampi, niin PET-kuvantamisessa kye-
tddn mittaamaan ainoastaan kahden tapahtuman yhdistetty nopeus. Tal-
16in kahden tapahtuman yhdistetty nopeus riippuu vahvimmin hitaamman
tapauksen nopeudesta. Niinpa lokeromallin lokerot méaritelladn siten, etté
hitaimmat vaiheet kuvaavat lokerosta toiseen siirtymisti. Koska molekyylien
diffuusio vedessd on aina paljon nopeampi reaktio kuin entsymaattinen re-
aktio, reseptoriin sitoutuminen, reseptorista irtoaminen tai kulkeutuminen
solukalvon 14pi, on luonnollista méaéritelld lokeromallin lokerot seuraavasti:
Solukalvojen sisdpuolinen neste on ensimmaéinen kudoslokero ja joko kemial-
lisen reaktion jilkeen toiseksi aineeksi muuttunut kemikaali tai reseptoreihin
sitoutunut aine on toinen kudoslokero. Edellisen pohdinnan nojalla PET-ku-
vantamisessa kiytettdvissd lokeromalleissa voidaan oletettaa, ettd lokeroon
virtaava materiaali sekoittuu silménrapéyksessid lokeron muuhun siséltoon.
Lisiiksi oletetaan merkkiainepitoisuuden olevan niin pieni, etti se ei vaikuta
tutkimuskohteeseen. Niin varmistetaan, ettd tutkittavan elimen toimintaa
kuvaa joukko ensimmaéisen kertaluvun lineaarisia differentiaaliyhtaloita |13,
s. 635].

10



PET-kuvantamiseen liittyvissd mallintamisessa kiytetddn usein lokero-
malleja. Télloin kiytettdavd lokeromalli on kiinnitettdva ennalta. Jos aluksi
valitun lokeromallin lokeroiden lukumééré ei vastaa kuvattavan elimen toi-
mintaa, paddytddn vaariin tuloksiin. [13, s. 635.] Lokeromalleja koskeva teo-
ria voidaan yleistdd koskemaan mallia, jossa on n lokeroa. Téllaista mallia

kutsutaan yleistetyksi lokeromalliksi ja sitd kuvaa differentiaaliyhtdloryhmé

{dC(t) = ATC(t) + Bu(t) (4)

C(0) = C,

Yhtaloryhméssia (4) C(¢) on n-ulotteinen lokeroiden 1,2,...,n merkkiai-
nepitoisuuksia kuvaava pystyvektori [Cy(t),Cy(t), - ,C,(t)]*. Parametri ¢
kuvaa aikaa. Vektori Cy kuvaa mallin alkutilaa [C(0), C5(0),- -, C,(0)]*.
Pystyvektori u(¢) on p-ulotteinen ja kuvaa syotefunktioita. Aikainvariantissa
mallissa matriisi B = [b;;] kuvaa syotettd, eli PET-kuvantamisen yhteydessé
elimistoon annettavan merkkiaineen méaaraé, ja on n x p -ulotteinen matrii-
si. Sen alkio b;; on siirtyméanopeusvakio syotteesté ¢ lokeroon j. A = [a;;] on
n x n -ulotteinen siirtymdamatriisi. Aikainvariantissa lokeromallissa sen alkiot
muodostetaan materiaalin kudoslokerosta ¢ kudoslokeroon j virtaamista ku-
vaavista siirtyménopeusvakioista k;; ja materiaalin kudoslokerosta ¢ plas-

malokeroon virtaamista kuvaavista siirtymanopeusvakioista k;p seuraavasti:

kij, kuni, j € {1,2,....n}jai#j,
ij = —]{?ip — Z?zl kij; kun j :”a 1€ {1,2,. .. ,TL}.
VE)

Yhtiloryhmissd (4) merkintd AT tarkoittaa matriisin A transpoosia. Mat-
riisien A ja B alkioiden oletetaan olevan koejakson ajan t suhteen vakioita.
[[13, s. 636], [37, s. 561-562].]

Mairitelma 3.4. PET-kuvantamiseen liittyvad lokeromallia kutsutaan
suljetuksi, jos kudoslokeroiden ja plasmalokeron P vililli ei ole virtauksia,
eli kaikilla i € {1,2,...,n} kip = 0 ja kp; = 0 [16, s. 39]. Vastaavasti lo-
keromallia kutsutaan avoimeksi, jos materiaalin on mahdollista virrata ku-

doslokeroista plasmalokeroon.

Seuraavaksi tutkielmassa ratkaistaan differentiaaliyhtaloryhmé (4). Téta
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ennen kuitenkin tarkastellaan ratkaisussa apuna tarvittavaa funktiomatriisia
ATy T t? T2 T\n
e =1+tA —|—§(A)—|—---+—(A) +ee,

missad I on n X n -identiteettimatriisi.

Huomautus 3.2. Kaikilla reaaliluvuilla ¢ sarja

t2 tn
I+tAT+E(AT)2+---+E(AT)”+~--
suppenee [18, luento 07.03.2003|.
Lemma 3.1.
ieATt _ ATeATt'
dt
Todistus.
tn
ieATt — 0+AT+t(AT)2—|—---—|——(AT)R+1—|—~~
dt n!
T T, Py A Ty\n
= A" [I+tA +5(A ) +"'+E( )"+
— ATGATt
[18, luento 07.03.2003]. O

Lause 3.1. Oletetaan, ettd C(¢) on n-ulotteinen reaaliarvoinen vektori

ja A n x n -matriisi, jonka alkiot ovat reaalilukuja. Tall6in alkuarvotehtévin

{ WO = ATC(t)

dt
Cc0) = Cp

ratkaisu on
C(t) = A Cy.

Todistus. Lemman 3.1 ja yhtdlon
C(0) = eA™0Cy = IC, = C
nojalla lause 3.1 on tosi [18, luento 07.03.2003]. O
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Ensimmaéisen kertaluvun lineaarisen differentiaaliyhtdloryhmén (4) ratkai-

suksi saadaan lauseen 3.1 nojalla
t
C(t) = A 'Cy + / AT Bu(r) dr. (5)
0

Oletetaan, ettd tarkasteltavasta mallista voidaan havaita m signaalia
S;(t). Néiden havaintojen oletetaan olevan muuttujien C ja u lineaarisia

yhdistelmia. Edellisista oletuksista ja kaavasta (5) seuraa, ettd
S(t) = DC(t) + Eu(t)
t
= Der'Cy+D / AT DBu(r) dr + Eu(t). (6)
0

Yhtélossa (6) D on havainnot sisaltavd m x n -matriisi ja E m x p -matriisi,
joka kuvaa jokaisen syOtteen suoraa osuutta havainnossa. Toisinaan mat-
riisia E kutsutaan ldpisydttomatriisiksi (feedthrough matrix). Kaavassa (6)
oletetaan, ettd matriisien A, B, D ja E alkiot ovat koejakson aikana vakioita.
[[13, s. 636], [37, s.561-562].]

Maiiritelma 3.5. Madritelmén 3.2 mukainen lineaarinen lokeromalli on
aikainvariantti, jos materiaalin siirtymistd kuvaavan differentiaaliyhtaloryh-

mén kertoimet ovat ajasta riippumattomia vakioita.

Huomautus 3.3. Pykildssd aiemmin esitetty yleistetty lokeromalli on
aikainvariantti, silli kaavan (4) lineaarisen differentiaaliyhtdloryhmén ker-

roinmatriisit A ja B alkiot eivit riipu ajasta .

Seuraavaksi esitettivissid maaritelméssa 3.6 on koottu edellisten kappalei-
den tulokset yhteen aikainvariantin lokeromallin méiritelméksi. M&aritelma
perustuu ldhteeseen [13, s. 636] ja siind kiytetyt symbolit vastaavat kaavojen
(4) ja (6) merkintoja.

Méaéritelmad 3.6. Aikainvariantti  lineaarinen lokeromalli (time-

invariant linear compartmental system) maaritelladn yhtéloryhmén

€0 — ATC(t) + Bu(t)
S(t) = DC(t)+ Eu(?) @)
0) = Gy

Q

avulla.
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PET-kuvantamiseen liittyvad numeerista tietoa eli dataa tarkastellessa
tiedetddn, ettéd lokeromalli ei sisdlld alkuhetkelld ¢ = 0 radioaktiivista merkki-
ainetta, joten Cy on nollamatriisi 0. Potilaan verinfytteistd mitattavista
arvoista saadaan méadritettyd milld tahansa koejakson hetkelld ¢ plasman
ja kokoveren merkkiainepitoisuudet. T&ll6in yhtdloryhméssi (4) dimensio
p = 2. Kun sydtettd merkitdin kuten aiemmin kaavoissa (4)—(7) vektori-

na u(t), niin edellisen nojalla

u(t) = [Cp(1),Cu(t)]" . (8)

Kaavassa (8) mééritellyn vektorin u(¢) alkio Cp tarkoittaa plasman merkki-
ainepitoisuutta ja alkio C'z kokoveren merkkiainepitoisuutta. Huomioitavaa
on, ettd ainoastaan plasman sisdltimé merkkiaine voi vaikuttaa tarkastelta-
van kudoksen merkkiainepitoisuuteen. Kokoveri pysyy verisuonistossa ja
sen merkkiainepitoisuus huomioidaan ainoastaan PET-kameran mittaamaa

kokonaisradioaktiivisuutta laskettaessa. Kun materiaalin virtaamista ku-

vaavia siirtyméanopeusvakioita plasmalokerosta kudoslokeroihin 1,2,...,n
merkitddn kuten edelld symboleilla kpy, kps, ..., kpy,, niin
kpy O
B_ kps O
kp, 0O

Jokainen mittaus koostuu yhdesté arvosta, jota kutsutaan alueen tai pikselin
kokonaisaktiivisuudeksi. Télloin kaavan (6) dimensio m = 1. Teknisisté syisté
johtuen PET-kuvantamisessa on mahdollista mitata vain kudoslokeroissa ja
plasmalokerossa yhteensd olevaa radioaktiivisuutta. PET-kameran mittaa-
ma kokonaismerkkiainepitoisuus on kaikkien lokeroiden ja veren merkkiaine-
pitoisuuksien summa. Niinpd matriisit D ja E kutistuvat vektoreiksi (1 —
Ve)[1,1,---,1] ja [0, Vp], joissa Vg tarkoittaa verivolyymia(blood volume)

eli veren tilavuusosuutta kuvatusta alueesta. Néin ollen tomografiseksi PET-
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signaaliksi saadaan

S(t) = (1 - VB)[lv L 1][Cl(t)= Cg(t), T 7Cn(t>]T
+[0, V5][Cr(t), Cp(t)]"

n

= VpCp(t)+ (1 - Vp) Y Ci(t). [37, . 562.]

i=1

3.2.3 ROI-alueen kokonaismerkkiainepitoisuutta kuvaavan kaa-

van johtaminen yleistetylle lokeromallille

Glukoosiaineenvaihdunnan vilkkautta tutkittaessa kiytetddn merkkiainee-
na yleensi ['|F|FDG:ti. ['®*F|FDG:m on kulkeuduttua valtimoverisuonista
kudoksen solukalvojen sisipuolelle tapahtuu sen fosforylaatio ["*F|FDG-6-
fosfaatiksi (['*F|FDG-6-P) [46, s. 536]. Koska lihes kaikilta soluilta puut-
tuu sellainen entsyymi, jonka avulla |['®F|FDG-6-P kulkeutuisi pois solus-
ta, jid radioaktiivinen isotooppi ['®F] kudokseen [46, s. 536]. Niin ollen
['"*F|FDG:n kulkeutumista kuvaavan lokeromallin kudoslokeroissa on oltava
ansa. Kasvaimen kiihtynyt aineenvaihdunta ja kudosansa aiheuttavat merk-
kiaineen kertymisen syopapesikkeisiin. Niinpd PET-tutkimuksessa syopéaku-
dos voidaan erottaa terveestd kudoksesta. Seuravaksi esiteltdvd lokeromal-
li on alunperin suunniteltu kiytettidviksi aivotutkimuksiin, kun merkkiai-
neena kiytetddin 2-['*C|deoksiglukoosia, mutta se sopii kuvaamaan myds
[®®F|]FDG:n kulkeutumista kudoksissa ja elimissi [5, s. 1432].

Oletetaan, ettd ROI-alue on homogeeninen veren virtausta kuvaavien siir-
tyménopeusvakioiden, heksoosien verestd kudokseen siirtymisen, glukoosi-
aineenvaihdunnan, ['*®*F|FDG:n fosforylaation seki ['*F|FDG-, glukoosi- ja
[®*F]FDG-6-fosfaatti- eli ['**F|FDG-6-P -pitoisuuksien suhteen. Télloin ROI-
alueen |'8F|FDG- ja ['®F|FDG-6-P -pitoisuuksia voidaan mallintaa kuvan 2
mukaista kaksi kudoslokeroa ja plasmalokeron sisaltdvia lokeromallia kiyt-

tden ja kuvata seuraavan differentiaaliyhtdloryhman

9
W00 = O (t) ®)

dt

{ dclzlt(t) = KCp(t) — (k2 + k3)Ci(t)

avulla.
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PLASMA

Cp

Kuva 2: ['F|FDG:n kulkeutumista kuvaava lokeromalli [44, s. 408].

Kuvassa 2 ja differentiaaliyhtdloryhmaéssa (9) kiytettyjen symbolien merki-
tykset ovat:

Cp(t) : valtimoplasman ['8F|FDG-pitoisuus hetkell3 ¢,
Cy(t):  homogeenisen ROI-alueen ["*F|FDG-pitoisuus hetkelld ¢,
Co(t) :  homogeenisen ROI-alueen [**F|FDG-6-P -pitoisuus hetkelli ¢,

K, : ['**F|FDG-merkkiaineen virtaamista valtimoverisuonten plasmas-
ta kudokseen kuvaava siirtyminopeusvakio, [~
g min
ko : [**F]FDG-merkkiaineen virtaamista kudoksesta valtimoverisuon-

ten plasmaan kuvaava siirtyminopeusvakio, [+,

ks : [®*F]FDG:n kudoksessa ['*F|FDG-6-P:ksi muuttumista eli fosfo-
rylaatiota kuvaava siirtyménopeusvakio, [——]. [44, s. 407—408.]
Homogeenisen ROI-alueen ['®F|FDG-pitoisuutta hetkelld 7' kuvaava yh-
talo saadaan ratkaistua integroimalla differentiaaliyhtdloryhmén (9) ylempi
yhtélo hetkestd 0 hetkeen T'. Koska kyseinen yhtalé on ensimméisen kertalu-

vun lineaarinen differentiaaliyhtilo, on ratkaisu

T
C(T) = K, / Cp(t)e=k2tka)T=0) gy 4 Co=(hatha)T (10)
0

Kaavassa (10) symboli C' tarkoittaa integroimisvakiota. Koska PET-tutki-
muksen aluksi, eli hetkelld 7" = 0, potilaan elimistdssa ei ole merkkiainetta,
saadaan differentiaaliyhtéloryhmaélle (9) rajoitukset C(0) = 0 ja Cy(0) = 0.
Kun rajoitus C(0) = 0 sijoitetaan yhtalo6n (10), niin integroimisvakiolle C'
saadaan ratkaisu C' = 0. Niin ollen ROI-alueen ['*F]FDG-pitoisuutta hetkel-
14 T kuvaa yhtilo

T
Ci(T) = K, / Cp(t)e=rHha)(T=0) gy (1)
0
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Sijoitetaan kaava (11) differentiaaliryhmén (9) alempaan yhtdléon ja in-
tegroidaan niin saatu yhtild puolittain hetkestd 0 hetkeen 7™
T ot
CQ(T) - CQ(O) = Kll{?g/ CP( ) k2+k3)(t T) dT dt (12)
t

=0 J7=0

Kun rajoitus Cy(0) = 0 sijoitetaan yht&loon (12), niin saadaan johdettua ho-
mogeenisen ROI-alueen ['®F|FDG-6-P -pitoisuutta hetkelld 7" kuvaava kaava

Tt
T)= K1k’3/ / Cp(1)elketha)rg=(hatka)t g gt (13)
t=0 J7=0

Koska yhtélossa (13) integroitava funktio
OP(T)G(k2+k3)Te—(k2+k3)t

on separoituva, voidaan integrointijarjestystd muuttaa. Niinpé kaavasta (13)

seuraa yhtalo

CQ(T) — KlkS/ / k2+k3)7' —(ka2+k3)t dt dr
7=0 Jt=1

T
_ KlkB / CP(T)e(k2+k3)T [6_(k2+k3)T _ 6_(1‘324"‘33)7'} dr
ko + k3

Kiks

T T
- Cp(t)dt — C (katks)(T—1) gy 14
@+%[A () A o(t)e" (14)

Kudoksen kokonaisradioaktiivisuus C(7T'), eli kudoksen ['"®F]-pitoisuus,
saadaan lahteen [44, s. 408| nojalla laskemalla tutkielmassa dsken johde-
tut kaavat (11) ja (14) yhteen:

C(T) = Cy(T)+ Cy(T)
Kiks Kk,

T T
= Cr(t)dt + Cp(t)e~k2tks)(T=t) 1 (15
@+@A (1) @+@A (b (15)
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PLASMA

Kuva 3: ['®F|FDG:n kulkeutumista kuvaava lokeromalli, jonka molemmat

kudoslokerot ovat suoraan yhteydessi valtimoplasmalokeroon [44, s. 408|.

Tutkielmassa johdetaan seuraavaksi kuvassa 3 esitettyd ["*F|[FDG:n kul-
keutumista kuvaavaa lokeromallia vastaava kudoksen kokonaisradioaktiivi-
suus. Kuvien 2 ja 3 lokeromallit poikkeavat toisistaan siten, ettd kuvassa
3 molemmat kudoslokerot ovat suoraan yhteydessd valtimoplasmalokeroon.

Kuvan 3 lokeromallia vastaa differentiaaliyhtdléoryhma

ko+k3

dC, 1 —
T = LECe(), Gy(0) =

{ 1el) = Bk O (t) — (ky + ks)Ca(t), Ca(0) = 0 (16)
Differentiaaliyhtdloryhmén (16) ylemmén yhtdlon saa ratkaistua vastaavalla
menetelmélld kuin differentiaaliyhtdloryhmén (9) ylemmaén yhtélon. Diffe-
rentiaaliyhtdloryhmén (16) alempi yhtdlo ratkeaa integroimalla puolittain
hetkestd 0 hetkeen 7T ja kiyttamalla alkuehtoa Cy,(0) = 0. Ratkaisu on

ko+ks

Gy(t) = ;f;i’?a fo Cp(t) dt ’

{Ca(t) _ Kiky fo p(t)e~ (ke tka)(T=) gy

ja kudoksen kokonaisradioaktiivisuudeksi C'(7') saadaan

C(T) = Cu(t) +Ci(t)

Kiks / K1/€2 / (K
— C’ C e~ (k2 tka)(T=t) qp (17
ko + ks Pt (17)
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Koska yhtélot (15) ja (17) ovat samat, on tutkielmassa saatu todistettua,

ettd kuvien 2 ja 3 lokeromallit ovat matemaattisesti yhtapitavia.

PLASMA

Cp

PLASMA

Cr

Kuva 4: Yhtépitavit yleistetyt lokeromallit [44, s. 408].
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PET-kameran erotuskyvyn riittdméattomyyden vuoksi on mahdoton ra-
jata ROl-aluetta niin tarkasti, ettd alue koostuisi vain homogeenisesta ku-
doksesta [42]. ROI-alue koostuu siis ldhes aina kuvan 4.A mukaisesta hete-
rogeenisesta kudoskokoelmasta. Yhtélod (15) voidaan soveltaa kullekin ku-
doskokoelman homogeeniselle osalle erikseen. Jos kudoskokoelmasta voidaan

erottaa n erillisti homogeenista osaa, niin kunkin osan ['®F]-pitoisuuksiksi

saadaan
r . . - ) )
Ci(t) = Kuka [T Op(t)dt+ Buba [ Op(t)etatha)T=0 gy
k: X -
Cot) = Kk [T Op(t)dt+ Kbz [ Op(t)etaths)T-0 gt
Kinksn Kinkon —(kon+ksn ) (T—
L Cn(t) = k2i+1€33n fO Cp dt =+ k271l+k23n fO on+ksn)(T—1) dt

(18)

Kudoksen aika-aktitvisuusfunktio C(T) tarkoittaa PET-kameran mittaa-
maa ROI-alueen kudoksissa olevan merkkiaineen kokonaispitoisuusfunktio-
ta. Se on massan suhteen painotettu radioktiivisuuden keskipitoisuus kaikis-
ta alueen homogeenisista kudoksista. Oletetaan, ettd w;, i € {1,2,...,n},
tarkoittavat homogeenisten osakudosten massan suhteen laskettuja suhteel-
lisia painokertoimia, jotka toteuttavat rajoituksen ) ! , w; = 1. ROI-alueen
kudoksien ['*F]-pitoisuus C(T') saadaan laskemalla homogeenisen osakudok-

sen suhteellisella kudosmassalla painotetut osakudoksien ['*F]-pitoisuudet

yhteen, eli
G(T) = wlCl( )+1U202 +’LUnCn(T)
szlszz /
= Cp(
( k21 + kSz) P
w; K1k / (Kot ka ) (T—
+ TR Cp(t)e Rtk (T=0 g ) 19
Z(k+k [ crtt) (19)
|44, s. 409.]

Edelld todistettiin, ettd kuvien 2 ja 3 lokeromallit ovat matemaattisesti
yhtépitdvid. Vastaavaan tapaan kaavasta (19) voidaan péitelld, ettd kuvan
4.A 2n kudoslokeroa sisiltava lokeromalli ja kuvan 4.B n + 1 kudoslokeroa

sisaltavi lokeromalli ovat matemaattisesti yhtapitéavia.
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Merkitaan ROI-alueen radioaktiivisen merkkiaineen kokonaispitoisuutta
(total radioactivity) hetkelli T' symbolilla C.; (7). PET-kameran mittaa-
maan ROI-alueen ['®F|-pitoisuuteen sisiltyy kaavassa (19) lasketun kudosten
radioaktiivisuuden liséksi aivoissa olevan veren radioaktiivisuus. Siispd ROI-
alueen radioaktiivisen merkkiaineen kokonaispitoisuutta hetkella 7' kuvaa
yhtalo

Wtiss =~

(1), (20)

61&01& (T> -

Wrtot Wrot
missi C,,(T) on PET-kameran mittaama kokonaisradioaktiivisuus hetkel-
14 T, Cp(T) aivoissa olevan veren radioaktiivisuus hetkelld T, C(T) kuten
kaavassa (19), wp verimassan painokerroin, wy;s yhteenlasketun kudosmas-
san (kudos = tissue) painokerroin ja wy,; = wp + wy;ss ROI-alueen kokonais-
massan painokerroin. Jos ROI-alue koostuu ainoastaan veresté ja kudoksista,

niin painokertoimien osaméarille saadaan seuraavat kaavat:

wp

= 21
rC
Weot B ( )
ja
Dtiss _q Ve, (22)
Weot

missd V,cp tarkoittaa ROI-alueen aivoverivolyymia (regional cerebral blood
volume). Kun kaavat (19), (21) ja (22) sijoitetaan yhtaloon (20), niin
PET-kameran mittaamalle kokonaisradioaktiivisuudelle hetkelld 7" saadaan

lauseke

T n T
Crar(T) = / Cp(t)dt + ) a / Cp(t)e T dt + V,opCp(T), (23)
0 i1 0

missd on kiytetty seuraavia lyhennysmerkintdjas:

n

w; K1;ksi
ap = (1-Viep) Y =210 [y,
— Ky + ks
w Kike
i = 1_ T P ) 1727"‘7 ) 1 )
o = (1= Vi) 52 i€ {12, n), (19

Gi = ko + ks, iE{l,Q,...,n}, [1/8]
[44, 5. 409]
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4 Spektraalianalyysin kiytto PET-kuvantami-

sessa

Pykalédssé 4.1 esitellddn spektraalianalyysi yleisesti ja kerrotaan siind kdytet-
tavistd matemaattisista menetelmistd. Koska monet néistd menetelmistéi
muodostavat kokonaisen matematiikan tutkimushaaran, niin tassd tutkiel-
massa tyydytddn ainoastaan niiden nimedmiseen. Pykila 4.2 kertoo vuonna
1993 esitellystd PET-tutkimuksen sydtefunktion ja vastaavien aika-aktiivi-
suuskiyrien analysointiin ja esittdmiseen tarkoitetusta tekniikasta, jota kut-
sutaan spektraalianalyysiksi. Pykélassd 4.3 luetellaan PET-kuvantamiseen
liittyvissa kirjallisuudessa mainittuja spektraalianalyysin sovelluskohteita ja

kiytettyjd merkkiaineita.

4.1 Spektraalianalyysi: menetelman esittely

Lahes kaikilla tieteen aloilla tarkastellaan aikasarjothin perustuvaa nu-
meerista tietoa [19, s. 1]. Sovelletussa matematiikassa oletetaan usein, et-
td tarkasteltavaa ilmiota voidaan kuvata ajan funktiona. Esimerkiksi pykald
3 perustuu kokonaan oletukseen, etta radioaktiivisen merkkiaineen kulkeutu-
mista elimistossi voidaan kuvata ajan funktiona lokeromalleihin pohjautuvil-
la differentiaaliyhtaloilla. Kuitenkin vain harvoin ilmiéta kuvaavat todelliset
arvot ja sitd mallintavan funktion saamat arvot vastaavat toisiaan tdysin.
Niin ollen oletus, ettd tarkasteltava ilmié voidaan kuvata ajan funktiona,
on usein virheellinen. Verratessa samalla aikavililld ilmién todellisista ar-
voista muodostettua kiyridéd ja sitd mallintavan funktion kuvaajaa toisiinsa

todetaan, ettd niiden keskimairiisessd kiyttdytymisessid on yhteneviisyyk-
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sid. Taméa havainto johtaa todennikdisyyslaskentaan kuuluvien satunnais-
ten eli stokastisten prosessien kiayttdon ilmion mallintamisessa. Télloin olete-
taan, ettd tarkasteltavaa ilmiotd kuvaavat todelliset arvot ovat satunnaisia
ja perdisin tietystd satunnaismuuttujien joukosta. [[19, s. 1], [29, s. 3]]
Spektri tarkoittaa esitysti, jossa jokin suure tai muuttuja on kuvattu toi-
sesta suureesta riippuvana jatkuvana tai epdjatkuvana funktiona. Vastattaes-
sa kysymykseen, millaista tietoa spektri voi sisiltdéd, on kiytettiva Fourier-
analyysiksi kutsuttua tekniikkaa. Fourier-analyysin tuloksena saadun funk-

tiojoukon {f;} perusteella voidaan mééritelld mielivaltainen funktio
5= as (24)

missd S on (mielivaltainen) spektri. Kaavan (24) kertoimet a; méaritelldsn
kiytettdvistd spektristd S. [6, s. 36-39.]

Spektraalianalyysia kiytetdan aikasarjojen analysointiin Siind aikasar-
ja jaetaan eri esiintymistaajuuksien mukaan osiin. Spektraalianalyysin to-
teuttamisen kannalta olennainen kysymys on, miten tietyssd sovellukses-
sa tarvittava spektri voidaan arvioida #érellisen mittaisesta testiaineistos-
ta. Useimmiten spektraalianalyysin kiyton tarkoituksena on lisdté tietdmys-
té tarkasteltavasta stokastisesta prosessista. Aikasarjan analysoinnin jilkeen
saatetaan todeta, ettd aikasarja on mallinnettu viarin. Téll6in analysoinnin
tulosta ja mallista samalla 10ydettyja epatdsmallisyyksid voidaan kayttai
apuna muodostettaessa mallia, joka kuvaa tarkasteltavaa ilmictd sen alku-
perdistd mallinnusta paremmin. Tarkasteltavan ilmion kayttaytymista erit-
tdin hyvin kuvaava malli voidaan aikaansaada toistamalla prosessia, jossa
malli analysoidaan ja sitten korjataan paremmin todellisuutta vastaavaksi.
[[6, s. 13], [19, s. v, 11].]

4.2 PET-kuvantamiseen sovellettu spektraalianalyysi

Cunningham ja Jones esittelivit vuonna 1993 artikkelissa [10] uuden tek-
niikan PET-tutkimuksen veri- tai plasmanaytteistd saatavan syotefunktion
ja vastaavien aika-aktiivisuuskdyrien analysointiin ja esittdmiseen. Tekniik-

ka perustuu lineaarisen optimointitehtévin formulointiin. Sen tavoitteena on
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yleistetyn kineettisen mallin parametrien arvoja ja mitattua dataa vertaa-
malla mééiritelld toisistaan erotettavissa olevat merkkiaineen fysiologisia tai
biokemiallisia tapahtumia vastaavan lokeromallin parametrit. Toisin sanoen
tavoitteena on muodostaa merkkiaineen kulkeutumista kuvaava lokeromalli
jattamalla pois yleistetysta lokeromallista yliméaraiset virtaukset. Spektraa-
lianalyysin tuottaman tuloksen perusteella voidaan arvioida tarkasteltavan
kineettisen jérjestelmén kuvaamiseen tarvittavien lokeroiden minimimé&araa
[37, s. 560] ja pohtia mita fysiologisia tai biokemiallisia tapahtumia saadut
lokerot vastaavat. Koska menetelmé antaa tuloksena niiden kineettisten osien
spektrin, jotka ovat mukana merkkiaineen kulkeutumisessa verestd ROI-
alueen kudoksiin, kutsutaan sitd spektraalianalyysiksi.

Pykalissd 4.2.1 ja 4.2.2 esitelldan Cunnighamin ja Jonesin kuvaama tek-
niikka. Lisdksi pykildssd 4.2.2 kerrotaan, miten spektraalianalyysin tulos
tulkitaan siten, ettd se on avuksi PET-mallintamisessa. Lidhdemateriaali-
na on kiytetty pddosin timan edelld mainitun artikkelin sivuja 15-17. L&h-
teeseen [45, s. 1214] perustuvassa pykélassi 4.2.3 tarkastellaan, miten spekt-
raalianalyysin tuloksen avulla voidaan méaarittda taustalla olevan lokeromal-

lin parametrien arvoja.

4.2.1 Lineaarinen ongelma

Edelld todettiin, ettd PET-tutkimuksessa kamera mittaa kuvattavan alueen
plasman ja kudoksien sisdltdmén merkkiaineen kokonaispitoisuutta. PET-
tutkimuksessa ei ole siis mahdollista mitata merkkiainepitoisuutta lokeroit-
tain tai erotella eri kemikaalien tuottamaa radioaktiivista siteilya [37, s. 560].

Olipa merkkiaine mikd tahansa, voidaan sen kulkeutumista ROI-alueella
tarkastella kuvassa 4.B esitetyn yleistetyn kineettisen mallin avulla [42]. Mal-
lissa ei oleteta lokeroiden maarai tunnetuksi, vaan mallissa oletetaan olevan
yksi plasmalokero ja n+ 1 kudoslokeroa. Kaikkiin mallin kudoslokeroihin ole-
tetaan olevan virtaus plasmalokerosta ja ainoastaan yhdestad lokerosta ei ole
virtausta plasmalokeroon. Plasmasta tai veresti mittaamalla saatavan syote-
funktion C'p(T') ja kuvausalueella olevan veren sisdltdmén veren merkkiaine-

pitoisuusfunktion C'5(7") oletetaan olevan merkkiaineen hajoamisen suhteen
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korjattuja [38, s. 71]. Yhtélon (23) nojalla téllaista merkkiaineen kineettisté
mallia vastaava kudoksen aika-aktiivisuusfunktio C(T") voidaan mallintaa

kaavan
n T n
1) =) o / Cp(t)e T dt =" a,Cp(T) @e ™ (25)
i=0 0 i=0

avulla. Siind symboli ® tarkoittaa konvoluutiota. Kaava (25) voidaan kirjoit-

taa lineaarisessa muodossa
C(T) =) aiCi(T), (26)
i=0

kun merkitéin C;(T) = Cp(T) ® e #7. Usein parametrin n arvoksi valitaan
kokonaisluku valilta [100, 1000]. Ensimmaisen kertaluvun merkkiainekinetii-
kasta seuraa, ettd kaavan (25) parametrit «; ja (3; ovat arvoltaan positiivisia
reaalilukuja tai nollia. Parametrin ; arvot mairitdin ennalta siten, etté
ne peittavit tarkoituksenmukaisen spektrialueen [38, s. 80]. Indeksia i = 0
vastaavan kudoslokeron oletetaan olevan lokero, josta ei ole virtausta plas-
malokeroon, eli fy = 0. Parametrien 3;, i € {1,2,...,n}, tilannekohtaisen
méadradmisen jilkeen niitd kohdellaan kiinteina vakioina. Lyhytikaisia PET-
tutkimuksiin soveltuvia radioaktiivisia isotooppeja kiytettdessid parametrin
(; saamien arvojen alue tulee valita siten, ettd se kattaa arvot mahdollisim-
man hitaasta radioaktiivisuuden héavidmisestd siihen, ettd radioaktiivinen
merkkiaine kulkeutuu verisuonistossa suoraan kudoksen lapi. Usein paramet-

rit 3;, € {1,2,...,n}, midrataan kaavan

e (27)
Ti = Ti—1 (T—”)

avulla [44, s. 411|. Kaavassa (27) 7 ja 7, tarkoittavat jakautuman nopeinta
ja hitainta aikavakiota.

Tarkastellaan seuraavaksi, mitd parametrin (; arvot kertovat lokeromal-
lista. Aluksi oletetaan, ettd [3; ~ oo jollakin indeksin arvolla i. T&ll6in integ-
raalilaskennan teorian nojalla kaavassa (25) kyseistd indeksin arvoa vastaa

termi a;Cp (7). Néin ollen voidaan paitelld, ettd erittdin suuret parametrin
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(; arvot tarkoittavat sitd, ettd merkkiaine kulkee todella nopeasti ROI-alueen
verisuoniston lapi. Oletetaan seuraavaksi, ettd §; ~ 0 jollakin indeksin arvolla
i. Talloin kyseistd indeksié vastaava kaavan (25) termi on noin fOT Cp(t)dt.
Tama merkitsee sité, ettd lokeromallissa on ansa. Lopuksi tarkastellaan sel-
laisia parametrin 3; arvoja, jotka eivit ole todella suuria tai pienid. Téllais-
ten parametrin arvojen lukumééra vastaa plasmalokeroon yhteydessé olevien
erillisten kudoslokeroiden lukuméairid ROI-alueella. [[3, s. 11-12], [5, s. 1439-
1440].]

Kaavan (23) tapaan PET-kameran mittaama kokonaisradioaktiivisuus
Ciot(T) saadaan lisadimélli kudoksen aika-aktiivisuusfunktioon (25) ku-

vausalueella olevan veren radioaktiivisuus:
n T
Coa(T) =Y / Cp(t)e T dt + ViCp(T). (28)
i=0 0

Téama olisi voitu todeta toisin lisaamélla suoraan kaavaan (28) plasmalokeroa
vastaava indeksi —1. Tall6in edellisen kappaleen nojalla 5_; — co. Edelleen
a_y; = Vp. Plasman merkkiainepitoisuus Cp(7") voidaan kyseisen indeksin

kohdalla korvata kokoveren merkkiainepitoisuudella Cg(T').

4.2.2 Optimointi

Mittaamalla kerattavin tiedon voi olettaa koostuvan varsinaisesta tiedosta ja
yliméaaraisestd hiiriosta, eli kohinasta (noise). PET-tutkimuksessa havaitut
(observation = havainto) kudosaktiivisuuden arvot Cy, sisiltavit muun
muassa kohinasta aiheutuvia mittausvirheita [45, s. 1212]. Merkitdén mit-
tausvirhettd hetkelld 7; symbolilla ;. Téll6in kaavan (26) poikkeama havai-
tuista kudosaktiivisuuden arvosta Cos(T;) = C(T}) + ¢; saadaan laskemalla

erotus

ej = Cops(Tj) — O(Ty). (29)

Jos kudosaktiivisuus mitataan [ kertaa, niin kaavan (29) avulla saadaan las-
kettua virheet €1, €9, ..., ;. Mittausvirheiden odotusarvon oletetaan olevan
nolla [45, s. 1212].

Kaavan (26) parametrien o = [ag, oy, -+, a7t

arvot ratkaistaan sovit-

tamalla malli kudosmielenkiintoalueen mitattuihin aika-aktiivisuustietoihin.
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Koska kaava (26) on lineaarinen parametrin «; suhteen, niin sovitus voidaan
toteuttaa lineaarista optimointialgoritmia kiyttden. Yleisimmin kdytetdédn
pienimmén neliGsumman menetelmién perustuvaa nnls-menetelmdd (non-
negative least squares). Merkitdan optimointitehtdvin yhteenlaskettavien
termien painoja symboleilla w;, kun j € {1,2,...,l}. T&lléin nnls-mene-
telméssd minimoidaan kohdefunktion 2321 <Z—]]>2 arvoa, kun optimointiteh-
tavin rajoituksena on, ettd «; > 0 kaikilla i € {0,1,...,n} [45, s. 1212].
Yleensé painoina kiytetdén mittauksien keskihajontaa [45, s. 1212]. Jos mit-
tauksien varianssi on tuntematon ja sen oletetaan olevan sama kaikkina het-
kind T, niin painona w; voidaan kéyttaa arvoa 1 kaikilla j [45, s. 1212|. Jos
mittauksien varianssi on tuntematon ja mittausvirheen ¢; oletetaan olevan
kaikilla j sama vakio, niin painoina w; voidaan kiyttda havaittuja kudos-
aktiivisuuden arvoja Coys(7j) [45, s. 1212]. Optimointitehtévin ratkaisussa
useimpien parametrien «;, i € {1,2,...,n}, arvo on nolla. Vastausta tulkit-
taessa parametrin «; arvo 0 tarkoittaa, ettd kaavan (26) termi C;(7") ei sisil-
ly malliin [45, s. 1212]. Kuvassa 5 on havainnollistettu spektraalianalyysin

vaiheita.
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Lineaarinen optimointitehtivi:

Tunnetaan kunnitetty joulkdco parametrin &, 1 € {1, #}, arvoja ja verkomponentt
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Kuva 5: Spektraalianalyysin vaiheet [42].
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Kuva 6: Optimointitehtévin ratkaisu esitettynéd spektrimuodossa.

Optimointitehtavan avulla ratkaistu parametrin «; arvojoukko kuvataan
kaksiulotteisena spektrini seuraavasti: Vaaka-akselille merkitdin parametrin
0; arvot, kdyttden logaritmiasteikkoa. Pystysuora akseli kuvaa parametrin
«; saamia nollasta eroavia arvoja. Jokaisen parametrin 3; kohdalle piirretdan
pylvis kuvaamaan parametria (3; vastaavaa parametrin «; arvoa. Optimointi-
tehtdvin ratkaisun spektrimuotoista esitystd on havainnollistettu kuvassa 6.

Spektraalianalyysin tulos tulkitaan arvoltaan nollasta eroavia paramet-
reja «; vastaavien parametrien (; avulla. Pykildn 4.2.1 nojalla suurinta
parametrin (3; arvoa vastaava «; = Vp. Jos pienin parametri 3; ~ 0, on lokero-
mallissa ansa. Taméi kertoo, ettd ROI-alueella merkkiaine muuttuu joksikin
toiseksi yhdisteeksi, joka ei voi muuttua takaisin alkuperaiseksi merkkiaineek-
si. Muiden parametrin (; arvojen lukuméira vastaa plasmalokeroon yhtey-
dessé olevien erillisten kudoslokeroiden lukuméaéiras ROI-alueella. Taustalla
olevan lokeromallin tarkka rakenne ei selvid spektraalianalyysin avulla, kos-
ka pykilan 3.2.3 nojalla kuvan 4 lokeromallit ovat yhtapitavit. Toisin sanoen
tuloksen kudoslokerot voivat olla yhtd hyvin perikkiisid kuin rinnakkaisia.
[3, s. 12-13.]

Esimerkki 4.1. Oletetaan, ettd PET-mallinnus kokemuksen ja spektraa-
lianalyysin tuloksen perusteella kyetdidn paidtteleméaén lokeromallin rakenne.
Talloin spektraalianalyysin tuloksen voidaan arvioida kaavan (23) termeja
Ky, ko ja ks; |44, s. 407].
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4.2.3 Taustalla olevan lokeromallin parametrien maarittiminen

spektraalianalyysin tuloksen avulla

Spektraalianalyysin tuloksen avulla voidaan laskea taustalla olevan loke-
romallin ja samalla siis tarkasteltavan fysiologisen prosessin parametre-
ja. Esimerkiksi kudosvastefunktio (impulse response function of the tissue)
frrr hetkelld T voidaan muodostaa spektraalianalyysin tuloksesta a =

[G, Gg, -+ -, G )T seuraavasti:
n
f]RF(T) = Z @ie_ﬂiT. (30)
i=0

Kaavan (30) avulla voidaan maarata pykilan 3.2.3 tapaan mééritelty siir-

tyméanopeusvakio K7 plasmasta kudokseen
Ky = fiar(0) =) ;. (31)
i=0

Plasmanéaytteistd madritettévissa oleva merkkiaineen distribuutiovolyyms
Vp kuvaa lineaarisesti vapaiden reseptorien pitoisuutta [25]. Kaavan (30)

avulla lausuttuna
Vo= [ fmeai= [CYactta=y % @
0 o o i

4.3 Spektraalianalyysin sovelluskohteita PET-kuvanta-

misessa

Spektraalianalyysin PET-mallintamismenetelména esittelevissa artikkelissa

tarkastellaan spektraalianalyysin soveltamista kolmeen eri ongelmaan:

1. veren virtaamistutkimuksiin pikkuaivoissa kiyttden merkkiaineena
[*50]-leimattua hiilidioksidia (C'50,) tai vettd (Hy'%0),

2. pikkuaivojen glukoosiaineenvaihduntatutkimuksiin kayttden merkki-
aineena fluorideoksiglukoosia (|'*F|FDQG) ja

3. ligandin sitoutumistutkimuksiin kiyttden merkkiaineena [''C]-
diprenorphinia [10, s. 15, 17].
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Vastaavat tutkimukset on tehty mychemmin kiyttden merkkiaineena
["'C]flumazenilid [7, s. 101, 104].

Spektraalianalyysin avulla on arvioitu yksittédisestd datajoukosta kom-
ponenttien ja parametrien jakautumat. Normaalien miesten pikkuaivojen
glukoosiaineenvaihduntaa on tutkittu kiyttden merkkiaineena ['*F|FDG:t4 ja
aivojen aika-aktiivisuuskiyrs on analysoitu kiyttien merkkiaineena Hy'O:ta
[45, s. 1211, 1216, 1222|. Lisdksi spektraalianalyysid kdyttden on tutkit-
tu normaalien miesten pikkuaivojen kinetiikkaa kiyttden merkkiaineena
[*!C]diprenorfiinia [9, s. 331|. Spektraalianalyysin avulla on myds johdettu
['"|F|FDG:n tai ["'C]L-deprenyylin kulkeutumista kuvaava lokeromalli, jossa
on kolme lokeroa ja yksisuuntainen virtaus kudoslokeroon [34, s. 335].

Spektraalianalyysid on sovellettu sydédn- ja aivotutkimuksissa kiyttden
merkkiaineena ["*F|FDG:ti. Télloin on tutkittu potilaita, joilla on ollut
myokardinen infarkti, tai verrattu epilepsiaa sairastavan potilaan aivojen
PET-kuvia terveiden henkil6iden vastaaviin kuviin [5, s. 1429, 1431]. Pik-
kuaivojen glukoosiaineenvaihdunnan alueellisten nopeuksien maérittdmisessi
kiiytetain merkkiaineena ["*F|FDG:té. Spektraalianalyysin avulla on yritet-
ty méaarata niiden komponenttien lukumééari, jotka tarvitaan kuvaamaan eri
aivoalueiden mitatun radioaktiivisuuden kokonaisméaraa [44, s. 417]. Lisdk-
si spektraalianalyysid on kiytetty apuna lokeroiden lukuméérin arvioinnis-
sa miiritettiessi tarkimmin ihmisen luurankolihaksen ["*F]FDG-kinetiikkaa
kuvaava lokeromalli [4, s. E524, E527].

5-fluoriuracil (5-FU?) on maksan ja muiden ruoansulatuselinten syopi-
en tdsmiahoidossa useimmin kiytetty kemoterapeuttinen aine. PET-
kuvantamisen avulla voidaan tutkia radioaktiivisesti leimatun 5-['"*F|FU -
lddkkeen virtaamista ja poistumista elimistostd. PET-kamera ei kykene erot-
tamaan radioaktiivisen ladkkeen eri muotoja: emikemikaalia, kataboliitte-
ja ja anaboliitteja. Spektraalianalyysid on sovellettu juuri tdhan kemikaalien
eri muotojen erotteluongelmaan. Sen avulla on arvioitu myos ladkkeen oikeaa
annostusta. Samalla tavalla on arvioitu kehitteilld olevien |''C|-leimattujen
kemoterapeuttisten lddkkeiden vaikutuksia. [[1, s. 4937], [23, s. 183].]
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5 Spektraalianalyysimenetelman soveltuvuu-

desta PET-kuvantamiseen

Pykila aloitetaan esitteleméllda myohemmin tarvittavia matriisilaskennan
yleisid tuloksia keskittyen matriisin similaarisuuteen, diagonalisoituvuuteen,
symmetrisyyteen ja itseadjungoituvuuteen. Pykaldssd 5.2 tarkastellaan maa-
ritelmén 3.6 aikainvariantista lokeromallista johdettavissa olevia lokeromal-
leja. Tavoitteena on selvittdad millaisia lokeromalleja voidaan tutkia spektraa-
lianalyysid kiyttden. Pykaldssd 5.2.5 on koottu yhteen pykilissa 5.2.1-5.2.4
johdetut tulokset. Pykilissa 5.3 ja 5.4 kisitellddn spektraalianalyysin etuja

ja ongelmia, sekd menetelmid, joilla niitd ongelmia on ratkaistu.

5.1 Similaarisista ja itseadjungoiduista matriiseista

Aloitetaan tarkastelemalla similaarisia matriiseja koskevia tuloksia.

Maésritelm& 5.1. Neliomatriisit M = [m;]nxn ja M/ = [m;j]nxn ovat
similaariset, jos on olemassa sellainen muunnosmatriisi P = [p;j]nxn, etté

M=P 'M'P [24,s. 17].
Maiéritelmi 5.2. Matriisi M on diagonaalisesti symmetrisoituva (diag-
onally symmetrizable), jos on olemassa sellainen lavistdjamatriisi D ja sym-

metrinen matriisi M’, ettd matriisit M ja M’ ovat similaariset muunnosmat-
riisin D vilitykselld [37, s. 562-563|.

Lause 5.1. Similaarisilla matriiseilla on samat karakteristiset polynomit

ja siis samat ominaisarvot.

Todistus. Todistus perustuu ldhteeseen |24, s. 18|.Oletetaan, ettd mat-
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riisit M ja M’ ovat similaariset. Matriisin M ominaisarvoyht&losta saadaan

madritelméin 5.1 nojalla, etta

det (M — AXI) = det(P7'M'P — A\P~'P) — det[P"{(M' — A\I)P]
= detl(P) det (M’ — AI)det (P) = det (M’ — AI).
0

Maiiritelmi 5.3. Neliomatriisia M = [m;;],«,, sanotaan diagonalisoitu-
vaksi, jos se on similaarinen jonkin lavistdjdmatriisin diag(Aq, Ag,..., A)
kanssa |24, s. 18].

Seuraus 5.1. Jos matriisit M = [m;j]ux, ja diag(A, A, ..., \,) ovat
similaariset, niin lauseen 5.1 nojalla diagonalisoituvan matriisin M ominais-

arvot ovat lavistdjamatriisin alkiot i, Ag,..., A\, [24, s. 18].

Lauseessa 5.2 esitetddn yksi pykalan merkittdvimmista tuloksista. Sen to-

distus perustuu lahteeseen [24, s. 18-19|.

Lause 5.2. Olkoon M kompleksinen n x n -matriisi. Talloin seuraavat

ehdot ovat yhtapitavét:

(A) Matriisin M jokaisen ominaisarvon algebrallinen kertaluku on yhtésuu-

ri kuin sen geometrinen kertaluku.
(B) Matriisilla M on n lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria.

(C) Matriisi M on diagonalisoituva.

Todistus. A = B”: Olkoot \i, Ay, ..., A\s matriisin M ominaisarvot seki
k1, ks, ..., ks vastaavasti ndiden algebralliset kertaluvut. Silloin polynomin
cm(y) aste on ki + Ky + - -+ 4+ k; = n. Oletuksen mukaan my6s ominaisarvon
A; geometrinen kertaluku on k;, kun ¢ € {1,2, ..., s}. Toisin sanoen ominais-
arvoon \; kuuluu k; lineaarisesti riippumatonta matriisin M ominaisvektoria
Xiys X, - - -, X, . Koska erisuuriin ominaisarvoihin kuuluvat ominaisvektorit
ovat lineaarisesti riippumattomia, ovat kaikki néin saadut > ;_, k; = n omi-
naisvektoria lineaarisesti riippumattomia.

"B = A”: Koska kuhunkin ominaisarvoon ); kuuluu lihteen [24, s. 16]
nojalla enintéén k; lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria ja > ;_, k; =

n, niin oletuksen mukaan kyseinen lukumééré on tarkalleen k;.
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"B = (C”: Oletuksen mukaan matriisilla M on lineaarisesti riippumat-
tomat ominaisvektorit xi,Xo,...,x,. Olkoot A, As,..., )\, vastaavat omi-

naisarvot, siis

MXZ' == )\iXiu (33)
kun 7 € {1,2,...,n}. Kun merkitdén, ettd P = (x; x5 -+ X,) ja
D = diag(A; A2 -+ A,), niin kaava (33) saadaan muutettua matriisiyhtaloksi

MP = PD. Koska matriisin P pystyrivit ovat lineaarisesti riippumattomia,

on P saannéllinen. Talloin on olemassa kiinteismatriisi P! ja
M = PDP . (34)

"C = B”: Kaavasta (34) seuraa kddntiden yhtalo (33). Koska P on sdin-
noéllinen, ovat x1,Xo, ..., X, lineaarisesti riippumattomia. U
Seuraavaksi tarkastellaan adjungoidun, symmetrisen ja itseadjungoidun
matriisin méaéritelmid. Niiden jilkeen esitettdvin lauseen mukaan itseadjun-

goidun matriisin ominaisarvot ovat reaaliset.

Maaritelma 5.4. Olkoon z luvun z komplesikonjugaatti. Kompleksisen
matriisin M = [mjj]mxn adjungoitu matriisi (adjoint) on matriisi M* =
M = [i]uxm. Jos M on reaalinen, niin M* = MT. [24, s. 4]

Maiiritelma 5.5. Kompleksista neliomatriisia M sanotaan
(a) symmetriseksi, jos MT = M;
(b) itseadjungoiduksi eli Hermiten matriisiksi, jos M* = M |24, s. 27|.

Huomautus 5.1. Reaalisilla matriiseilla symmetrisyys ja itseadjugoitu-
vuus tarkoittavat samaa asiaa |24, s. 27].

Lause 5.3. Itseadjungoidun matriisin ominaisarvot ovat reaaliset.

Todistus. Todistus perustuu ldhteeseen [24, s. 27]. Olkoon x itseadjun-

goidun matriisin M ominaisarvoon A kuuluva ominaisvektori ja
Mx = Ax, x # 0. (35)

Yhtils (35) adjungoimalla saadaan, etti x*M* = Ax*. Méiiritelméin 5.5
mukaan M* = M, joten
X" M = \x*. (36)
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Kerrotaan yhtélo (35) vasemmalta adjungoidulla vektorilla x* ja yhtilo (36)
oikealta vektorilla x. Vihentdmaélld nédin saadut yhtilot toisistaan puolittain
saadaan

0=(A—Mx"x. (37)

Koska x*x > 0, seuraa yht#losti (37), ettd A = ). Siis A on reaalinen. O
Seuraus 5.2. Symmetrisen reaalimatriisin ominaisarvot ovat reaaliset.

Seuraavaksi esitettdvien maaritelmien jilkeen tarkastellaan matriisin nor-
maaliuden ja unitaarisen diagonalisoituvuuden kisitteet yhdistavia lausetta.
Téamén jélkeen tutkielmassa todistetaan lihteessd [24, s. 28| esitetty lause,

joka yhdistdd matriisin itseadjungoituvuuden ja diagonalisoituvuuden.
Maésritelmé 5.6. Kompleksista neliomatriisia M = [m;;],,x, sanotaan
unitaariseksi, jos M*M =1 |24, s. 26].
Huomautus 5.2. Miéiritelmén 5.4 nojalla reaalimatriisi on unitaarinen

silloin ja vain silloin, kun se on ortogonaalinen.

Maééritelmi 5.7. Similaarisia matriiseja M ja M’ kutsutaan unitaari-
sesti similaarisikst, jos similaarisuusmuunnoksen vilittava matriisi P voidaan

valita médritelméssd 5.1 unitaariseksi |24, s. 28|.

Maisritelm& 5.8. Sanotaan, ettd matriisi M = [my;],x, on unitaari-
sesti diagonalisoituva, jos matriisi M on unitaarisesti similaarinen lavistéja-
matriisin diag(Ay, Ag, ..., A,) kanssa, missd Aj, Ao, ..., \, ovat matriisin M
ominaisarvot |24, s. 28|.

Maisritelms 5.9. Kompleksista neliomatriisia M = [m;;],,x, sanotaan
normaaliksi, jos MM* = M* M |24, s. 30].

Huomautus 5.3. Jos matriisi M on unitaarinen, niin se on normaali,
koska MM* = M*M = 1. Samoin jokainen itseadjungoitu matriisi M’ on
normaali, silli M'M™* = M'M’ = MM’ |24, s. 30].

Lause 5.4. Kompleksinen neliomatriisi M = [m;;],,x,, on normaali silloin

ja vain silloin, kun se on unitaarisesti diagonalisoituva.

Todistus. ”<«”: Olkoon M unitaarisesti diagonalisoituva. T&ll6in
méadritelmin 5.8 nojalla M = UDU*, missé D on matriisin M ominais-

arvot sisaltdva lavistdjamatriisi ja U = [u;;]nxn unitaarinen. Huomautuksen
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5.3 sekd madritelmien 5.5 ja 5.6 nojalla M* = UD* U*. Edelleen MM* =
UDD*U* ja M*M = UD* DU". Koska lavistdjamatriiseilla DD* = D* D,
niin MM* = M* M.

7=": Olkoon MM* = M* M. Lihteessi [24, s. 20-30] on todistettu, et-
td jokainen kompleksinen neliomatriisi M = [m;;],x, On unitaarisesti si-
milaarinen yldkolmiomatriisin kanssa. Tdmén tuloksen nojalla voidaan kir-
joittaa matriisi M muodossa M = UTU*, missda U = [u;;]nxn On uni-
taarinen matriisi ja T = [t;;]nxn yldkolmiomatriisi. Koska MM* = M* M,
niin UTU*UT*U* = UT*U*UTU"* ja edelleen TT* = T*T. Yhtilon

TT* = T* T matriisitulot auki kirjoittaen saadaan, etté
]2+ tj2l® 4o [tgal® = [0+ [t P+ [ty (38)
Koska t;, = 0 kaikilla [ > k, sievenee yhtél6 (38) muotoon
(il + 1ty o [gal® = [P+ [+ [0, (39)

kun j € {1,2,...,n}. Yhtdloryhmén (39) termeji vertaa seuraa, etté kaikilla
k> 1ty =0, kaikilla £ > 2 t9, = 0,.... Siis ¢j; = 0 aina, kun j # k. Toisin
sanoen T on lavistdjamatriisi. [24, s. 30-31.] O

Lause 5.5. Itseadjungoitu matriisi on diagonalisoituva.

Todistus. Lauseen 5.4 nojalla normaali matriisi on diagonalisoituva.
Téastd seuraa huomautuksen 5.3 nojalla, ettd itseadjungoitu matriisi on dia-

gonalisoituva. O

5.2 Millaisia lineaarisia lokeromalleja on mahdollista

tarkastella spektraalianalyysin avulla

Pykaldssd tarkastellaan mééritelmén 3.6 aikainvarianttia lokeromallia ylei-
sessd tapauksessa. Tarkoituksena on luokitella sellaiset lokeromallit, joi-
ta vastaavat kudoksessa olevan merkkiaineen kokonaismerkkiainepitoisuudet
voidaan laskea kaavan (25) tapaan kaikkien lokeroiden merkkiainepitoisuuk-
sien summana. Pykildt 5.2.3-5.2.5 perustuvat lihteeseen [37, s. 564-565].
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5.2.1 Vahvasti yhtendiset lokeromallit, joita voidaan tarkastella

spektraalianalyysii kiyttien

Mairitelmad 5.10. Lokeromallia kutsutaan vaehvasti yhtendiseksi, jos
materiaalin on mahdollista siirtyad jokaisesta mallin lokerosta jokaiseen muu-
hun mallin lokeroon [37, s. 562].

Mairitelma 5.11. Oletetaan, ettd lokeromalli sisdltdd plasmalokeron P
ja kudoslokerot 1,2, ..., n. Tarkastellaan tapausta, jossa valitaan aloitusloke-
roksi mikd tahansa mallin kudoslokero ¢ € {1,2,...,n}. Yritetdén nyt muo-
dostaa materiaalin virtausreitti aloituslokerosta ¢ kahden tai useamman ku-
doslokeron j € {1,2,...,n}\{i} kautta takaisin aluksi tarkasteltuun lokeroon
1. Lokeromalli on syklitén, jos materiaalin ei ole mahdollista siirtyd mistidan
mallin kudoslokerosta ¢ kahden tai useamman kudoslokeron j kautta takaisin
lokeroon ¢ kulkematta useammin kuin kerran virtausreitille valittujen kudos-

lokeroiden tai plasmalokeron kautta.

Esimerkki 5.1. Kuvan 7 perdkkdiset (catenary), rinnakkaiset (mammil-
lary) ja perdkkdis-rinnakkaiset (catenary-mammillary) lokeromallit seké néi-
den vahvasti yhtenéiset syklittomét yhdistelmét ovat vahvasti yhtenéisia ja
syklittomid [41].

Kuva 7: Vahvasti yhtendisid syklittomia lokeromalleja ovat esimerkiksi:
(A) perdkkiiset, (B) rinnakkaiset ja (C) perédkkiis-rinnakkaiset lokeromal-
lit sekd (D) nédiden vahvasti yhtendiset syklittomét yhdistelmét [37, s. 562].

Plasmalokero on erotettu punaisista kudoslokeroista keltaisella varilla.
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Seuraavan lauseen todistus perustuu lihteeseen [16, s. 37-40].

Lause 5.6. Vahvasti yhtendisen syklittoméan lokeromallin siirtymamat-

riisi AT on diagonaalisesti symmetrisoituva.

Todistus. Oletetaan, ettd lokeromalli sisdltdd kudoslokerot 1,2,... n
ja plasmalokeron P. Olkoon a;(t) tarkasteltavan kemikaalin méérd (amount)
lokerossa i hetkelld ¢t ja C;(t) leimatun kemikaalin eli merkkiaineen mééra
lokerossa ¢ hetkelld ¢. Leimatut ja leimaamattomat molekyylit kiyttaytyvit
samoin. Merkitdan leimatun kemikaalin osuutta tarkasteltavan kemikaalin

kokonaismaaristd lokerossa i hetkelld ¢ symbolilla v;(t). Siis v;(t) = f((tt))

Olkoon k;; materiaalin siirtym&nopeusvakio lokerosta i lokeroon j. Olete-
taan, ettd plasmalokerosta kudoslokeroihin virtaava materiaali on leimaama-
tonta. Jos aikayksikossé virtaa k;; molekyylid lokerosta j lokeroon 4, on néis-
ta molekyyleistd leimattujen osuus v;. Taten merkkiaineen maara lokerossa
¢ lisdantyy maéralla kjv;. Vastaavasti voidaan péaételld lokerosta ¢ poisvir-
taavan merkkiaineen maéra (k;p + Z%‘_E ki;)v;. Lokeron i siséltaméan merkki-

aineen mairian muuttumista ajan suhteen kuvaa siis differentiaaliyhtilo

j=1 j=1
J#i JF#i

Samalla tavalla saadaan johdettua myos lokeron ¢ sisdltdméan kemikaalin maa-

rdn muuttumista ajan suhteen kuvaava differentiaaliyht&lo

dai(

= kit Z ki | — kip + Z kij. (41)

Jj=1
J#z J#i

Kemikaalin ominaisaktiivisuuden maééritelevistd kaavasta saadaan kertolas-
kun derivoimissadntoid kiyttden yhtalo
dC;(t) dv;(t) da;(t)
= (t .
dt ailt) dt vilt) dt
Yhdistamaélla kaavat (40) ja (42) ja sijoittamalla ndin saatuun yht&loon kaava

(42)

(41), saadaan differentiaaliyhtlo

dvl ;(t) . v;(t)
E k; iy |~ kpi E ki | —=. 43
) t P + - i a; (t) ( )
J;éz J#i
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Differentiaaliyht&lo (40) voidaan kirjoittaa muodossa

dCi(t) _ < .
dt :;)‘ﬁ(t)cj(t)’ i€{l,2,...,n}, (44)
missa
v kjifa;(t), kun i # j, )
i — (]{],L'p + 2%1 kij) Ja;(t), kuni=j.

Vastaavasti differentiaaliyhtilé (43) voidaan kirjoittaa muodossa

dvgh(ft) = ;Mﬂ(t)'l}3<t), 1€ {1, 2, RN ,Tl}, (46)

missa

b { ki ai(t), kun i # j, )

— (k;PZ- + Zzz k:ji) Ja;(t), kuni=j.

Tarkastellaan vield tilannetta, jossa plasmalokerosta P on virtaus ku-
doslokeroon ¢ siirtyménopeusvakion ollessa kp;. Télloin on lisdttava yhtélon
(44) oikealle puolelle termi kp;v;p(t) ja yhtialon (46) oikealle puolelle termi
kpivip(t)/ai(t).

Oletetaan, ettd parametrit k;; ja a;(t) = a; ovat ajan suhteen vakioita
kaikilla 7, j € {P, 1,2,...,n}. Téstd seuraa, ettd myos kaavojen (44) ja (46)
kertoimien \j; ja p;; on oltava kaikilla indeksien i, j € {P,1,2,...,n} ar-
voilla ajan suhteen vakioita. Differentiaaliyhtdloryhmat (44) ja (46) voidaan
kirjoittaa kaavan (4) tapaan matriisimuodossa seuraavasti:

dC(t) dv(t)

5 = AC(t) ja i Mv (t).

Olkoon D ldvistajamatriisi diag(a; as -+ a,). Talloin kaavoista (45) ja (47)
saadaan, etti
D 'AD =M. (48)

Maaritelmén 5.1 nojalla kaavasta (48) seuraa, ettd matriisit A ja M ovat
similaariset lavistdjamatriisin D vélityksella. Jos lokeromalli on méaritelmén

3.4 mielessa suljettu, on k;p = kp; = 0. Koska parametrien k;; ja a, oletettiin
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olevan ajan suhteen vakioita, niin suljetun lokeromallin mééritelmésté 3.4 ja

kaavasta (41) seuraa, etté

> (kji — ki) =0 (49)
go
kaikilla ¢« € {1,2,...,n}. Jos oletetaan, ettd k; = kj;; kaikilla i, j €
{P,1,2,...,n}, niin Z%ﬁ (kji — ki) = 0. Oletetaan nyt puolestaan, etta
lokeromalli on sykliton ja Zgz (kji — ki;) = 0. Télloin kaava (49) auki kir-
joittamalla havaitaan, ettd se toteutuu vain, kun £;; = k;; tai kun lokeromalli
sisaltdd ainakin yhden syklin. Niin ollen sykliton lokeromalli toteuttaa kaa-

van (49) jos ja vain, jos siirtymématriisi A on symmetrinen. Symmetrinen

siirtyméamatriisi toteuttaa yhtasuuruudet p;; = IZ—] = % = \j;- Suoraan
matriisitulo laskemalla nihdéin, etti D"1AD = AT = M. O

Tutkielman edetessd osoitetaan, ettd riittdvid edellytys lokeromal-
lin tarkasteltavuudelle spektraalianalyysin avulla on seuraavien ehtojen

yhtdaikainen toteutuvuus:

(A) Lokeromallin siirtymématriisin transpoosi AT on diagonaalisesti sym-

metrisoituva.

(B) Virtaukset plasmalokerosta kudoslokeroihin ja kudoslokeroista plas-

malokeroon tapahtuvat vain yhdesti ja samasta kudoslokerosta.

5.2.1.1 Diagonalisoituva siirtymamatriisi

Lauseen 5.2 nojalla matriisi, jolla on erisuuret ominaisarvot, on aina dia-
gonalisoituva. Koska satunnaisen siirtyméamatriisin ominaisarvot ovat toden-
ndkoisemmin erisuuria kuin yhtésuuria, voidaan olettaa useimpien siirtyma-
matriisit ja samalla niiden transpoosien olevan diagonalisoituvia [37, s. 563|.
Lauseessa 5.6 todettiin, ettd vahvasti yhtendisen syklittomén lokeromallin
siirtymématriisin transpoosi AT on diagonaalisesti symmetrisoituva. Seuraa-
vaksi tutkielmassa todistetaan, etts lauseesta 5.6 seuraa matriisin AT diago-

nalisoituvuus.

Lause 5.7. Vahvasti yhtendisen syklittoméan lokeromallin siirtymé&mat-

riisin transpoosi AT on diagonalisoituva.
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Todistus. Lauseen 5.6 todistuksessa ilmeni, ettd A on symmetrinen
reaalimatriisi. Ndin ollen se on huomautuksen 5.1 nojalla itseadjungoitu.
Niinpd lauseen 5.5 nojalla vahvasti yhtendisen syklittoméin lokeromallin

siirtymématriisin transpoosi AT on diagonalisoituva. O

Seuraus 5.3. Vahvasti yhteniiset syklittomét lokeromallit voidaan ku-
vata yhtélon (28) muodossa olivatpa ominaisarvot yhti- tai erisuuria [37, s.
563).

5.2.1.2 Negatiivisiin reaalilukuihin kuuluvat ominaisarvot

Yleisesti lokeromallin siirtymématriisin transpoosin AT ominaisarvot voivat
olla joko reaalisia tai kompleksisia. Koska reaaliluvut ovat kompleksiluku-
jen osajoukko, pétee seuraava lihteessa [16, s. 41-43] todistettu lause seki
reaalisille ettd kompleksisille lokeromallin ominaisarvoille. Todistus perustuu

kompleksilukujen ominaisuuksiin.

Lause 5.8. Jokaisen lokeromallin siirtymématriisin transpoosin AT

kompleksisen ominaisarvon reaaliosa on negatiivinen tai nolla.

Lauseen 5.6 nojalla vahvasti yhtendisen syklittémén lokeromallin siirty-
méimatriisin transpoosi AT on diagonaalisesti symmetrisoituva. Seurauksen
5.2 nojalla siirtymimatriisin transpoosin AT ominaisarvot ovat reaalisia.
Yhdistamalla edellinen ja lauseen 5.8 tulos, seuraa, ettd siirtymamatriisin

transpoosin A’ ominaisarvot ovat negatiivisia reaalilukuja tai nollia.

Maaritelma 5.12. Lokeromallin L lokeroista muodostettua kokonai-

suutta kutsutaan alilokeromalliksi. Talloin lokeromallin L alilokeromalliin I/

kuuluu vdhintdén yksi ja enimmilladn n lokeroa kudoslokeroista 1,2, ..., n.
Jos alilokeromalli muodostuu lokeroista m,m + 1,...,n, missi m &
{1,2,...,n}, niin siihen sisaltyy myos kaikki lokeroista m, m + 1,...,n ldh-

teviit ja lokerohin m,m + 1,...,n tulevat virtaukset [37, s. 564|.

Maiéritelmi 5.13. Oletetaan, ettd L' on lokeromallin L alilokeromal-
li, joka sisiltdé lokeromallin L kudoslokeroista 1,2,...,n lokerot m, m + 1,
...,n. Talloin siis L' C L ja m < n. L’ on ansa silloin ja vain silloin, kun

kaikilla mahdollisilla arvoilla 7 ja j siirtyménopeusvakio k;; = 0, kun 7 > m ja
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j€{P,1,2,... , m—1}. Toisin sanoen lokeromallissa L on ansa, jos sen sisélla
on sellainen alilokeromalli L', josta materiaalin ei ole mahdollista virrata

tamén alilokeromallin ulkopuolelle. [37, s. 564.]

Tutkielmassa myohemmin esitettdva lause 5.11 kertoo, ettd lokeromallissa
on ansa silloin ja vain silloin, kun mallia kuvaavan siirtyméamatriisin trans-
poosilla AT on 0 ominaisarvona. Avoimen ansaa sisidltimittédmin lokeromal-
lin siirtyméimatriisin transpoosin A" ominaisarvo ei timéin lauseen nojalla
voi olla nolla. Niinpéd saadaan tulos, ettd avointa vahvasti yhtendista sykli-
tontad ansaa sisdltdmétontd lokeromallia kuvaavan spektraalianalyysiesityk-

sen (28) eksponentit [3; ovat aidosti positiivisia reaalilukuja [37, s. 563].

5.2.1.3 Positiiviset siirtymimatriisin alkiot

Oletetaan, ettéd lokeromalli sisdltdd plasmalokeron P ja kudoslokerot 1,2, .. .,
n. Lisdksi oletetaan, ettd lokeromalli on vahvasti yhtendinen ja syklitén. Seu-
raavaksi tarkastellaan todistusta lauseelle 5.9, jonka mukaan edelliset oletuk-
set toteuttavan lokeromallin yksittaista kudoslokeroa i € {1,2,...,n}, vas-
taavat siirtymématriisin A alkiot ovat positiivisia, jos ¢ on lokeromallin ai-
noa alkuhetkelld materiaalia sisdltdva kudoslokero. Tamé lause on yhtéapité-
vi seuraavan lihteeseen [37, s. 563| perustuvan viitteen kanssa: Oletetaan,
ettd alkuhetkelld lokeromallin kudoslokeroissa ei ole materiaalia ja yksittai-
nen kudoslokero vastaanottaa plasmalokerosta syotteen u(t). Talloin syot-
teen vastaanottanutta kudoslokeroa vastaavat siirtymamatriisin alkiot ovat

positiivisia. Lauseen 5.9 todistus perustuu lahteeseen [17, s. 295].

Lause 5.9. Merkitdian symbolilla e; vektoria

missd nollasta poikkeava alkio on i. alkio. Olkoon siirtymédmatriisin trans-
poosi AT diagonaalisesti symmetrisoituva. Oletetaan lisiiksi, ettd C(t) on
differentiaaliyhtalon

dC(t)

— = ATC(1) + Bu(t), C(0)=0 (50)
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sellainen ratkaisu, joka toteuttaa alkuehdon C(0) = 0. Yhtélossd (50) B =

ce;, kun i on mielivaltainen positiivinen kokonaisluku vélilta [1,n] ja ¢ > 0.

Talloin
Zaj/ e~ . (51)

missé kaikilla j € [1,n] on o; > 0 ja §5; > 0. [37, s. 563,
Todistus. Tunnetusti epihomogeenisen differentiaaliyhtaléryhmén (50)
ratkaisun luonne méaraytyy homogeenisesta differentiaaliyhtaloryhmésté
ac)
dt
Nain ollen tdssd lauseen 5.9 todistuksessa riittaéd tarkastella differentiaali-
yhtaloryhmad (52). Olkoon C(t) sellainen differentiaaliyhtdaloryhmén (52)

ratkaisu, joka toteuttaa ehdon C(0) = ce;, missé i ja ¢ > 0 ovat mielivaltaisia.

= ATC(t). (52)

Oletuksesta, ettd matriisi A" on diagonaalisesti symmetrisoituva seuraa, ett
M = D 'ATD, missi D on jokin positiividefiniitti diagonaalimatriisi ja M

jokin symmetrlnen matriisi. Olkoon vektori S = D~*C. Télléin dS(t = MS,

S(0) = D7'C(0) = cD'e; ja kaavan (51) nojalla
S t) = Zajmje_ﬁjt. (53)
=1

Kaavassa (53) matriisin M ortonormaalisia ominaisvektoreita on merkitty

symboleillam;, j € {1,2,...,n}. Kertoimien o oletetaan toteuttavan ehdon

0) = Z a;m;. (54)

Koska T
S(O):CD_lei:|:070)"'707d£707'”7070:| )

i

missi D = diag(di,ds, ..., d,), on S*(0) = [o,o, 0, 2,0, ,o,o] ia
S*(0)S(¢t) = %(t) Toisaalta kaavoista (53) ja (54) seuraa vektorien ortonor-

maalisuuden nojalla, etté

S*(0)S(t) = d =3 JayPe .

j=1



Edellisests kaavasta ja méiritelméistd S = D'C seuraa, etté

d;? i 2 _p
=) |aj|Pe "
¢ =

Oletetaan, etté:

(A) lokeromalli on vahvasti yhtendinen ja

(B) virtaukset kudoslokeroista plasmalokeroon seké plasmalokerosta kudos-

lokeroihin on rajoitettu yhteen ja samaan mallin kudoslokeroon.

Néama oletukset helpottavat kaikkien lokeromallin kudoslokeroiden yhteen-
lasketun merkkiainepitoisuuden laskemista. Olkoon lokero ¢ mallin ainoa ku-
doslokero, joka on suorassa yhteydessid plasmalokeroon. Edellisten oletuk-
sien mukaisen lokeromallin lokeroiden yhteenlasketun merkkiainepitoisuuden
muutos on plasmalokeron P ja kudoslokeron i vilisten siirtyméinopeusvakioi-

den kp; ja k;p erotus:

dSi(t)
dt

|37, s. 563].
Suljetun lokeromallin tapauksessa virtaus lokeromallista ympéaristoon,

k;p, on nolla. T&ll6in kaavasta (55) jaa jiljelle

ds;(t) !
W) — koult) = /0 u(r) dr. (56)

Kaavassa (56) on selvisti vain positiivisia kertoimia. Toisaalta, jos lokeromal-

li on avoin, on k;p > 0 ja pykéldn 5.2.1.2 nojalla 3, on positiivinen reaaliluku.

Lausetta 5.9 kiyttden saadaan, etté

Zaj / e T gt (57)

missd kaikilla j € {1,2,... ,n} on a; > 0. [37, s. 563.] Sijoittamalla kaava
(57) yhtaloon (55), saadaan

dSl( ) ,8] (t—7)
= hpau(t) — ZPZ% / dr. (58)
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Tutkielmassa ratkaistaan seuraavaksi differentiaaliyhtdl (58) integroi-

malla se puolittain hetkestd 0 hetkeen 7.

SZ(T) — SZ(O) = /{sz- /T u(t) dt — ]{?ip /OT i Q; /: u(7'>@_ﬁj(t—7') dr dt. (59)

0

Merkitdan yhtélon (59) osaa

T n t
/ > / u(r)e P dr dt (60)
(— 0

symbolilla I ja sievennetiaén se erikseen. Kirjoittamalla kaavan (60) summa

auki ja kiyttdmalld summalausekkeen integrointisdédntod saadaan lauseke

Tt Tt
= m / / w(T)e P dr dt + o / / u(r)e 2 drdt 4 - -
o Jo o Jo
Tt
o / / u(r)e=P ) dr d. (61)
o Jo

Vaihdetaan kaavassa (61) integrointijarjestysté.

T T T T
I = al/ / u(r)e Prit=m dth—l—ag/ / u(r)e 2D dtdr + - -
0 T
/ / e =) gt dr

- -2 [u(T) ) ()] dr — 22 /O lu(r)e T —u(r)] dr

o [T
—ee = 5_:/0 [u(T)e’ﬁ"(T’T) — u(T)} dr

= -2 [y
j=1

Sijoittamalla kaava (62) yht&loon (59) ja kiyttdmalla oletusta S(0) = 0,

saadaan lopulta tulos

g]' / " () dr (62)

Si(T) = Zpa] fo ) dr — ”"” fo
+k‘p, fo

45



Olkoon v; = ZPO‘J ja K = kpi — >, 7. Sijoittamalla uudet muuttujat
v; ja K yhtéloon (63) saadaan, ettd

Z%/ wne i [Cuwan o)

Oletuksista 3; > 0, k;p > 0 ja a; > 0 seuraa, ettd v; > 0. Muuttuja K on
yksikkovastesyotteen (unit impulse input) jéilkeinen radioaktiivisen merkki-
aineen kokonaispitoisuus vakaassa tilassa olevassa lokeromallissa. Liséksi, jos
tarkasteltava lokeromalli on vahvasti yhtendinen, avoin, eiki sisilld ansoja,
niin K = 0. [37, s. 563-564.]

5.2.2 Milloin lokeromalli sisdltdi ansan

Pykaldssé tarkastellaan artikkelin [11, s. 311-313] todistusta tulokselle: Line-
aarinen lokeromalli siséltdad ansan silloin ja vain silloin, kun sitd kuvaavalla
differentiaaliyhtaloryhmélla on nolla ominaisarvonaan.

Oletetaan koko pykiléssé, ettd plasmalokero P, kudoslokerot 1,2,....n
ja niitd yhdistavat virtaukset muodostavat lineaarisen lokeromallin L. Mer-
kitdén symbolilla a; kudoslokerossa i olevan materiaalin maaraé. Olkoon k;;
materiaalin lokerosta i lokeroon j virtaamista kuvaava siirtymanopeusvakio.
Télloin lokerosta i lokeroon j siirtyvan materiaalin méaara on £;;a,. Lokerosta

1 poisvirtaavan materiaalin kokonaisméairs saadaan laskemalla summa
n
(kip + Z kij)a;, (65)
i

josta kidytetddn lyhennysmerkintda k;;a;. Materiaaliméarat aq, as, . . ., a, het-

kelld ¢t saadaan ratkaisemalla differentiaaliyht&lo

dal
E k:’tja’l_ iii-
J#z

kaikilla ¢ € {1,2,...,n}. Sama asia voidaan kirjoittaa lyhyemmin kdyttden
matriisimerkintja:

da

— = Ka,

dt
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misséd a on alkioista aq, as, . .., a, koostuva pystyvektori ja K n x n -matriisi,

jonka alkiot médritellddn yhtalon

- kij,  jos i # j,
_kiia jOS 7= j

K.

v

(66)

avulla.

Huomautus 5.4. Merkitaan yhtélossi (66) esiintyneen matriisin K omi-
naisarvoa symbolilla A. Ominaisarvot ratkaistaan yhtalosta det (K — A\I) = 0.
Niin ollen voidaan todeta, ettd A\ = 0 on matriisin K ominaisarvo silloin ja
vain silloin, kun det (K) = 0.

Huomautus 5.5. Miiritelméssd 5.13 numeroitiin lokeromallin L ku-
doslokerot 1,2, ..., n uudelleen siten, ettd symboleilla m, m +1, ..., n, missi
m € {1,2,...,n}, viitataan ansan muodostavan alilokeromallin L’ lokeroi-
hin. Mutta miten tamé lokeroiden uudelleennumerointi vaikuttaa kaavan (66)
matriisiin K? Voidaan todeta, etté lokeroiden 1,2, ..., n uudelleennumerointi
vastaa indeksien 1,2,...,n jonkin permutaation P laskemista. Permutaatio
P muuttaa vain lokeroiden indeksointia ja se voidaan lausua sarjana pareit-
taisia vaihtoja. Niinp& uudelleennumeroitua lokeromallia vastaava matriisi K’

saadaan laskemalla permutaatio P sekd matriisin K riveille ettd sarakkeille.

Lause 5.10. Lokeromallissa L on ansa silloin ja vain silloin, kun joko
(A) L’ = L ja jokainen matriisin K sarakesumma on 0 tai

(B) L' C L jaon olemassa sellainen matriisin K riveille ja sarakkeille kéytet-

tava permutaatio P, ettd lopputuloksena saatava matriisi K’ on muotoa

U o0
() -

Matriisissa (67) merkinnélld 0 tarkoitetaan ainoastaan alkioista 0 koos-
tuvaa matriisin osaa, merkinndt U ja R viittaavat nelion muotoisiin
matriisin osiin. Lisdksi vaaditaan, ettd osan R jokainen sarakesumma

on 0.

Todistus. Seuraavat kohdat a—d ovat keskenddn yhtépitavia:
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(a) Lokeroista m,m + 1,...,n, missi m € {1,2,...,n}, koostuva lokero-

mallin L alilokeromalli I/ on ansa.

(b) Siirtyménopeusvakio k;; = 0 kaikilla ¢ € {m,m +1,...,n} ja j €
(P.1,2,...,m—1}.

() K;j = 0 kaikilla i € {m,m+1,...,n} jaj € {1,2,...,m — 1} ja

(d) Lauseen B-kohta on tosi, jos m > 1, ja A-kohta on tosi, jos m = 1. O

Lause 5.11. Lokeromallissa L on ansa silloin ja vain silloin, kun mallia

vastaavalla matriisilla K on 0 ominaisarvona.

Todistus. ”=": Huomautuksessa 5.4 todettiin, ettd kaavan (66) matrii-
silla K on ominaisarvo 0 silloin ja vain silloin, kun det (K) = 0. Oletetaan,
ettd lokeromallin L alilokeromalli L’ on ansa. Lauseesta 5.10 seuraa, etté jos
L’ = L, on jokainen matriisin K sarakesumma 0 ja det (K) = 0. Jos taas L' C
L pitad matriisille K laskea permutaatiota kiyttden lauseen 5.10 B-kohdan
mukaista esitysmuotoa K’ . Koska matriisin K’ osan R jokainen sarakesumma
on 0, on det(R) = 0. Néin ollen osan R sarakkeet eivit ole lineaarisesti
riippumattomia. Edelleen voidaan todeta, ettd myoskdan matriisin K’ ne
sarakkeet, jotka osa R maarittad, eivit ole lineaarisesti riippumattomia ja
det (K’) = 0. Néin on, koska kaikki matriisin K’ osan R ylidpuoliset alkiot ovat
nollia ja osan R jokainen sarakesumma on 0. Koska matriisin K’ sarakkeet,
jotka sen osa R méérittad, eivit ole lineaarisesti riippumattomia ja det (K') =
0, on myos det (K) = 0.

"< Oletetaan, ettd det (K) = 0. Kaavasta (66) ja siirtyménopeusvakion

k;; maaritelméstd seuraa, etta

j=1
JF#i

S Ky = 0 vain, jos |[Kil = > [Kjil.
J

Koska k;; > 0, on

| K| = Z|sz"-

G
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Seuraavaksi esitettdvin lemman 5.1 nojalla matriisin K on toteutettava
lauseen 5.10 kohta A tai B. O

Lemma 5.1. Olkoon M = [m;;],,x, reaalinen tai kompleksinen, M, =
Z?? Imji| ja x = [x1,22, -+, x,). Oletetaan, ettd det (M) = 0 ja kaikilla

arvoilla 7 on |my;| > M;. Téll6in joko
(A) kaikilla arvoilla i on |m;;| = M; tai

(B) matriisi M voidaan muuttaa samalla rivien ja sarakkeiden permutaa-

U o0
() -

Tassd merkinnalla 0 tarkoitetaan ainoastaan alkioista 0 koostuvaa mat-

tiolla muotoon

riisin osaa, merkinnit U ja R viittaavat nelion muotoisiin matriisin

osiin. Lisdksi vaaditaan, ettd osan R jokainen sarakesumma on 0.

Todistus. Koska det (M) = 0, on olemassa vektori x # 0, joka toteuttaa
yhtdlén xXM = 0. Matriisin M riveisté ja sarakkeista voidaan laskea sellainen
permutaatio, ettd ehto |z1| < |xo| < -+ < |x,| pétee.

Oletetaan aluksi, ettd kaikki vektorin x alkioiden z;, i € {1,2,...,n},

itseisarvot |x;| ovat maksimaalisia, eli kaikilla i ja j # i on |z;| > |z;|. Toisin

sanoen |ri| = |x3| = -+ = |x,|. Télloin yhtélon xM = 0 aukikirjoitetun
muodon i:nnesté rivistd seuraa, ettd kaikilla i € {1,2,...,n}
—rmy = ) 5= |@g| [myil
J#i

lzi| |mal < D2 0= ] fmyl
J#i

Koska |z1| = |22 = - -+ = |z,|, niin kaikilla i € {1,2,...,n} pitee kaava

n
[ma| <Y [myil = M.
j=1
i#i
Yhdistdmalla tdma oletukseen |m;;| > M, ndhdaan, ettd |my;| = M.
Oletetaan nyt, ettd ainakin arvo |z;| on pienempi kuin |z,|. Olkoon m
pienin indeksi, jolla yht&lo |z,,| = |z,| on tosi. Jos p > m, niin aivan kuten

edelld saadaan tulos
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|| [mpp| < Z || |- (69)

j=1
Epéyhtélon (69) avulla ndhdéén, ettd elleivit kaikki m;,, joilla |x;| < |z,| ole

nollia, on

n
|myp| < Z |-
j=1

J#i
Tdma on ristiriidassa oletuksen |m;| > M, kaikilla ¢ kanssa. Niin ollen
mi, = 0 kaikilla ¢ € {1,2,...,m — 1} jap € {m,m + 1,...,n}. Nyt on
saatu todistettua, ettd matriisin (68) oikea yliakulma koostuu nollista. Jos
sarake p ulottuu matriisin (68) osaan R saakka, eli toisin sanoen p > m,
pétee kaava (69). Summan n — 1 ensimmaiista termid ovat nollia. Lopuilla

yhteenlaskettavilla termeilld |z;| = |z,|, joten

n
Z mp| = [my|.
j=1
i

Samoin kuin edelld voidaan todeta, ettd M, = |[m,|. O

5.2.3 Ansan vaikutus lokeromallin tarkasteltavuuteen spektraali-

analyysin avulla

Onko lokeromallin tarkastelu spektraalianalyysin avulla edelleen mahdollista,
jos ei endd vaaditakaan, ettd lokeromallin on oltava vahvasti yhtenéinen, ku-
ten pykaldssid 5.2.17 Oletetaan, ettd relaksoitua lokeromallia kuvaa siirtyma-
matriisi A, joka on muodostettu kaavan (7) matriisista A poistamalla virtaus
kudoslokerosta m kudoslokeroon [. Matriisi A on siis muuten kuin matriisi
A paitsi, etti alkio k,,; = 0. Koska lokeromallin oletus tarkasteltavan lokero-
mallin syklittomyydestd on edelleen voimassa, voidaan lokeromallin ajatella
jakautuvan kuvassa 8 esitettéivilla tavoilla kahteen osaan. Oletetaan, etta ali-
lokeromalliin L; kuuluu kudoslokero [ ja kaikki kudoslokeron [ kanssa kak-
sisuuntaisessa yhteydessa olevat lokerot. Télloin toiseen alilokeromalliin Lo

jaa kuuluvaksi kudoslokero m seké kaikki kudoslokeroon m kaksisuuntaisessa
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yhteydessé olevat lokerot. Merkitddn symbolilla n, alilokeromalliin ; kuu-
luvien kudoslokeroiden lukumaééraé ja symbolilla ny alilokeromalliin Lo kuu-
luvien kudoslokeroiden lukuméairaa. Talléin ny; > 0, ny > 0 ja lokeromallin

sisdltamien kudoslokeroiden lukuméara n = n; + no.

Kuva 8: Lokeromallit, jotka saadaan poistamalla vahvasti yhtenéisestd syk-
littomésta lokeromallista kudoslokeroiden m ja [ vélinen virtaus: (A) Ma-
teriaalin ei ole mahdollista virrata plasmalokeroon yhteydessid olevasta ku-
doslokerosta k alilokeromalliin L;. (B) Kudoslokeron m siséltévi alilokero-
malli L, on ansa. [37, s. 564.] Plasmalokero on erotettu punaisista kudoslo-

keroista keltaisella varilla.

Oletetaan aluksi, ettd lokeromallin plasmalokeroon yhteydessa oleva ku-
doslokero k on yksi alilokeromallin Ly no kudoslokerosta. T#lloin materiaalin
ei ole koskaan mahdollista virrata alilokeromalliin L; (kuva 8.A). Vaikka
alilokeromalli L,; on vahvasti yhtendinen ja syklitén, on sen merkkiainepitoi-
suus koko ajan nolla. Niinpa alilokeromallin I,; merkkiainepitoisuus ei vaiku-
ta mitattuun radioaktiivisuuden kokonaisméarain. Alilokeromalli L, on vah-
vasti yhtendinen ja sykliton. Virtaukset alilokeromallista L, plasmalokeroon
ja plasmalokerosta alilokeromalliin L, tapahtuvat yhdestd ja samasta ku-
doslokerosta k. Alilokeromalli L, siis tayttad pykéldssd 5.2 méaéritellyt spekt-

raalianalyysin kiyton vaatimat ehdot. Sijoittamalla tarkasteltavaa lokeromal-
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lia vastaavat arvot kaavaan (64), saadaan

ni T
:ZO/ u(T)e —BT=7) qr 4 Z ’yj/ e A=) qr.,
=1 70

j=ni+1

missé kaikilla indeksin j arvoilla v; > 0 ja 3; > 0.

Tarkastellaan seuraavaksi tapausta, jossa ympéaristoon yhteydessd oleva
lokero k on osa alilokeromallia L; (kuva 8.B). L; on t&lloin vahvasti yhtenii-
nen syklitén lokeromalli, joka ei sisdlld yhtddn ansaa. Lauseen 5.9 nojalla

lokeron i sisdltdméa merkkiainepitoisuus on

ZO‘J/ e BT g7,

Yhdistetyn lokeromallin L; 4+ Lo kokonaismerkkiainepitoisuuden muutos on
vahvasti yhtendisten lokeromallien tapaan laskettavissa kaavasta (55). My0s
kaavat (58) ja (63) pétevit yhdistetylle lokeromallille L; + Ly, kun indeksi n

korvataan indeksilla n;. Néin ollen tarkasteltavalle lokeromallille pétee

ny]/ u(T e Pi(T— dT+K/ dr,

missi y; = klg—;‘] ja K = kpi — 371, v; Koska 35 > 0, kp; > 0 ja a; > 0,
on y; > 0. Vakaassa tilassa olevan lokeromallin yksikkovastesyotteen jalkeista
kokonaismerkkiainepitoisuutta kuvaava kerroin K on aidosti positiivinen, jos
lokeromalliin siséltyvéssé alilokeromallissa L, on ansa. Muulloin K = 0.
Aiemmin téssa pykélassa todistettiin, ettei kuvan 8.A kaltainen yhden vir-
tauksen poistaminen vaikuta lokeromallin sisdltimaén radioaktiivisen merkki-
aineen kokonaispitoisuuteen. Tamaéa yleistden: Virtauksien poistaminen ei
vaikuta lokeromallin merkkiainepitoisuuteen, jos virtausten poisto tapah-
tuu alilokeromallista, jonne materiaalin on mahdoton virrata. Lisiksi voi-
daan paételld, ettd lokeromallin merkkiainepitoisuus ei muutu edelld laske-
tusta silloinkaan, jos poistetaan virtauksia kuvan 8.B lokeromallin osasta,
jossa on ansa. Sen sijaan virtauksen poistaminen osasta, joka on yhteydessi
plasmalokeroon, johtaa kyseisen alilokeromallin kahtia jakautumiseen. En-

sin on tutkittava, onko materiaalin mahdollista virrata kahtiajaon tuloksena
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syntyneeseen uuteen alilokeromalliin. Kummassakin tapauksessa kokonais-
merkkiainepitoisuuden laskukaavassa olleet ehdot kertoimien ja ominaisar-
vojen positiivisuudesta ja reaalisuudesta sailyvit.

Oletetaan, ettd mielivaltainen lokeromalli on konstruoitu virtauksia pois-
tamalla vahvasti yhtendisestd syklittomasta lokeromallista, jossa virtaukset
plasmalokerosta kudoslokeroihin ja painvastoin tapahtuvat yhdesta ja samas-
ta kudoslokerosta. Edellisen kappaleen pohdinnan nojalla téllaista lokeromal-

lia voidaan tarkastella spektraalianalyysia kiyttéien.

5.2.4 Lokeromallin sisidltimien syklien vaikutus sen tarkastelta-

vuuteen spektraalianalyysin avulla

Maaritelma 5.14. Lokeromallissa on sykli, jos materiaalin virtaus yh-
den tai useamman kudoslokeron kautta takaisin ldhtokudoslokeroon on mah-
dollista. Toisin sanoen on olemassa ainakin kolmesta indeksin arvosta koos-
tuva joukko {iy,is,...,i,|n > 3}, joilla yksikddn siirtymanopeusvakioista

k k ., ki, i, €l ole nolla.

1122 Vigigy ¢ -
Huomautus 5.6. Méiaritelmét 5.11 ja 5.14 ovat toistensa vastakohtia,

silla lokeromalli voi joko siséltdd syklin tai olla sykliton.

Huomautus 5.7. Lauseen 5.9 toteutumiseen vaaditaan, ettd siirtymé-
matriisin transpoosin AT on diagonaalisesti symmetrisoituva. Lauseen 5.9

toteutuminen ei kuitenkaan vaadi, ettd lokeromallin olisi oltava sykliton.

Mairitelma 5.15. Sanotaan, ettd lokeromalli toteuttaa silmukkaehdon,
jos jokaisen lokeromallin sisdltdméan syklin siirtymanopeusvakioiden tulo
pysyy samana virtasipa materiaali tarkasteltavassa silmukassa mihin suun-
taan tahansa. Toisin sanoen jokaiselle lokeromallin siséltdmalle syklille erik-

seen patee kaava

KivigKigis =+ Kiniy = Kiyin *** Kigiy Kii - (70)

Huomautus 5.8. Lokeromallin ollessa syklitén, on ainakin yk-
si siirtyménopeusvakioista k;,i,, Kiyis, - - -, Ki, iy ja siirtyménopeusvakioista

Kijins - s Kigigs Kigiy nOlla, joten yhtélé (70) toteutuu triviaalisti.
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Seuraavaksi todistetaan, ettd syklittoméin lokeromallin siirtymématriisi
on merkkisymmetrinen. Esitetty todistus perustuu ldhteeseen [16, s. 47—48|.

Tulosta tarvitaan apuna myohemmin esitettdvan lauseen 5.13 todistuksessa.

Lause 5.12. Vahvasti yhtendisen syklittomén lokeromallin siirtymé&mat-

riisin transpoosi AT on merkkisymmetrinen.

Todistus. Olkoon C(t) = [C1,Cy, - ,C,]T alkuehdolla rajoitetun dif-

ferentiaaliyhtaloryhmén

dC
— =MC, C(0)=Cy >0 (71)

aidosti positiivinen ratkaisu. Seuraavaksi todistetaan, ettd riittava ehto sille,
ettd C(t) on kaavan (71) ratkaisu on, ettd m;; > 0, kun ¢ # j. Lisdksi
todistetaan, ettd jotta ratkaisu C(¢) on rajoitettu, on alkioiden m; oltava
negatiivisia.

Olkoon C; mielivaltainen vektorin C(t) alkio. Jos tétéd indeksin arvoa i
vastaavat matriisin M alkiot m;; = 0 kaikilla indeksin j arvoilla, on triviaa-
listi C;(¢) > 0, kun C(0) = C; > 0. Oletetaan jatkossa, ettd mielivaltaisella
indeksin ¢ arvolla on olemassa ainakin yksi m;; # 0. Lisdksi oletetaan, etta
C;(0) = 0, kun j # p, ja C,(0) = C) > 0. Nyt siis dcdio) = mpC). Jos nyt
mi, < 0, niin jollakin arvolla ¢ > 0 on C;(t) < 0. Tama ristiriita osoittaa,
ettd ehdosta C(t) > 0 seuraa, ettd m;; > 0, kun i # j.

Kaavan (71) ratkaisu voidaan esittdd muodossa

t
Ci(t) :C?emn‘wzmij/ Ci(t —r)e™iTdr, i € {1,2,...,n}.  (72)
i 0
Kaavan (72) eksponentit m;;7 ovat positiivisia. Myds kertoimet C} ja m,;
ovat positiivisia, kun ¢ # j. Niinp4 jollakin Airelliselld ajanhetkelld ¢ termi

C; = 0 vain, jos ainakin yksi integraaleista

¢
/ Ci(t —1)e™ " dr
0

on aidosti negatiivinen, kun j # ¢. Jotta néin olisi, on jollakin indeksin j # ¢
arvolla oltava C;(¢) < 0, kun 6 kuuluu jollekin suljetulle vilille [0y, 65]. Jos
Ci(t) = 0, on jonkin Cj(t), j # i, oltava ollut aidosti negatiivinen. Jotta

o4



néin olisi, on termin C;, j # ¢ oltava ollut nolla jollakin aikaisemmalla ajan
hetkelld ' < ¢. Tamé&n vuoksi ei ole olemassa sellaista indeksin i arvoa, etta
C;(t) olisi ensimméinen vektorin C(t) nolla-alkio. Ehdoista m;; > 0, j # i,
ja CY > 0 seuraa, ettid C(t) > 0. Lisiiksi kaavasta (72) seuraa, etti jotta mie-
livaltainen C;(t) > 0 on rajoitettu kaikilla indeksin ¢ arvoilla, on alkioiden
m,;; oltava negatiivisia.

Oletetaan, ettd N on positiivinen vektori. Téll6in edellinen todistus pétee

vahaisin muutoksin muotoa

dC
E:MC—FN, C0)=Cy>0
oleville differentiaaliyhtdloryhmille. 0

Seuraavaksi esitettdvin lauseen 5.13 ensimmaéisen kohtien A ja B todis-
tukset perustuvat ldhteisiin [16, s. 51-54] ja [17, s. 295]. A-kohdan t&y-
dellinen todistus on sivuutettu pituutensa vuoksi. Sen sijaan tarkastellaan
silmukkaehdosta seuraavaa ominaisuutta, johon kohdan taydellinen todistus
perustuu.

Lause 5.13. Oletetaan, ettd lokeromallin siirtymamatriisin transpoosi
A" on merkkisymmetrinen ja jokaisen mallin sisiltimin syklin alkiot to-
teuttavat yhtélon (70). Télloin

(A) AT on diagonaalisesti symmetrisoituva.
(B) lause 5.9 pétee.

Todistus. Olkoon M kaavan (71) maérittelyt toteuttava merkkisym-
metrinen matriisi ja IN sellainen sdannollinen symmetrinen reaalimatriisi, et-
td MIN = S on symmetrinen. Oletetaan, ettd on olemassa joukko positiivisia

lukuja aq, as, ..., a, siten, ettd kaikilla indeksien ¢ ja j arvoilla
mijaj = mjl-ai. (73)

Jos matriisin M avulla kuvataan sykleji sisdltdvin lokeromallin siir-

tyménopeusvakioita, niin kaavasta (73) seuraa, ettd
MirMypsMg; = MypiMgrpMs. (74)
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Yhtilo (74) toteutuu triviaalisti, jos yksikin alkioista my,., m,.s, mg on nolla.
Jos yhtdlo (74) toteutuu epétriviaalisti erisuurilla indeksin arvoilla 4,7 ja
s, seuraa relaatio alkioiden m,; vélille. Olkoon 41, g, ..., % erisuuria lukuja
joukosta {1,2,...,n}. Talloin vaatimuksena kaavan (73) toteutumiseen on,

ettd jokaiselle joukolle {iy, i, ..., ik}
Miyin Mgy *** Meigiy. = Mgy Mgy *** My (75)

Yhtilo (75) on epétriviaalisti tosi, kun vastaavassa lokerossa on sykli, jonka
muodostavien lokeroiden lukuméira on k. Yhtilo (75) pitee triviaalisti, kun
indeksijoukko {i1,1s,...,i;} vastaa lokeroita, jotka eivit kuulu sykliin.
Lauseen 5.9 todistus on riittava peruste tdmén lauseen B-kohdan toteu-
tuvuudelle. O
Oletetaan, etti lokeromallin siirtym#matriisin transpoosi AT on merkki-
symmetrinen ja jokaisen mallin sisdltdmén syklin alkiot toteuttavat yhtélon
(70). Oletetaan lisdksi, ettd virtaukset kudoslokeroista plasmalokeroon ja
plasmalokerosta kudoslokeroihin tapahtuvat yhdestid ja samasta lokerosta.
Edellisten oletuksien ja lauseen 5.13 nojalla tillaisen lokeromallin tarkaste-

leminen spektraalianalyysid kiyttden on mahdollista.

5.2.5 Yhteenveto lokeromalleista, joita voidaan tarkastella spekt-

raalianalyysii kiyttiden

Tarkastellaan tapausta, jossa veren sisaltiméi radioaktiivisen merkkiaineen
vaikutus on lisétty radioaktiivisen merkkiaineen kokonaispitoisuuteen. Seu-
raavaksi esitettavissi seurauksessa on yhdistetty pykalissa 5.2.1-5.2.4 saadut
ehdot PET-kuvantamiseen liittyville lokeromalleille, joita voidaan tarkastella

spektraalianalyysia kiyttéen.

Seuraus 5.4. Oletetaan, ettd lokeromallissa on plasmalokero ja n ku-

doslokeroa. Olkoon A lokeromallin siirtyméamatriisi. Oletetaan, ettd joko

(a) siirtymématriisin transpoosi AT on merkkisymmetrinen ja toteuttaa

kaavassa (70) esitetyn silmukkaehdon tai

(b) siirtym#matriisin transpoosi AT ei ole merkkisymmetrinen, mut-

ta jokainen siitd johdettava merkkisymmetrinen alimatriisi toteuttaa
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kaavassa (70) esitetyn silmukkaehdon.

Lisdksi oletetaan, ettd kudoslokeroissa ei aluksi ole lainkaan radioaktiivista
merkkiainetta. Tehd&én vield seuraava oletus: Plasmalokerosta kudoslokeroi-
hin virtaa kaksi sydtettd u(t) = [uy(t),us(t)]’, mutta virtaus tapahtuu
ainoastaan kudoslokeroon k. Taméa tarkoittaa mééritelmén 3.6 ja lauseen
5.9 merkintdja kiyttiden, ettd jollain mielivaltaisella indeksin £ arvolla syo-
tematriisin B,,.» ensimméinen sarake koostuu vektorista kppe;, ja toinen
sarake nolla-alkioista. Oletetaan vield, ettd virtaus kudoslokeroista plas-
malokeroon tapahtuu vain edelld mainitusta kudoslokerosta k. Toisin sa-
noen siirtyménopeusvakiot k;p ja k;p, j # k, toteuttavat ehdot kyp > 0
ja kjp = 0, kun j # 4. Olkoon C(t) sellainen differentiaaliyht&loryhmén
d%t) = AC(t) + Bu(t) ratkaisu, joka toteuttaa ehdon C(0) = 0. Olkoon
S(t) = DC(t) + Eu(t), missia D = (1 — Vp)[1,1,--- ,1] ja E = [0, V]. T4l

16in

ni T
S(r) =" / BTy () dr + Vigua(£), (76)
=1 0
missé kaikilla indeksien 7 ja j arvoilla n; <n, 3; > 0 ja reaalinen seki

/{ZipOéj
Bi

Huomautus 5.9. Seuraus 5.4 tarkoittaa, ettd spektraalianalyysi sopii

v = (1=Vg)y = (1-Vp) > 0.

kiytettiviksi seuraaviin tapauksiin:

(A) Vahvasti yhtendisiin syklittomiin lokeromalleihin, joissa virtaukset
kudoslokeroista plasmalokeroon ja plasmalokerosta kudoslokeroihin

tapahtuvat yhdesti ja samasta lokerosta.

(B) Erdisiin syklittomiin silmukkaehdon toteuttaviin lokeromalleihin, joissa

on yksi tai useampi ansa.

5.3 Spektraalianalyysin kiyton eduista PET-mallinta-

misessa

Spektraalianalyysi on joustava apuneuvo monimutkaisen lokeromallin ku-

vaamiseen, silld se sopii kiytettéviksi monenlaisille malleille [44, s. 406—-407].
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Spektraalianalyysin perusperiaate on, ettd PET-tutkimuksessa numeerises-
ti tunnistettavien merkkiaineen kulkeutumista kuvaavien kudoslokeroiden
méiria ei tarvitse ennalta rajoittaa [8, s. 101|. Ainoa spektraalianalyysin vaa-
timus on, ettd yleistd lokeromallin ratkaisua vastaava konvoluutiointegraali
(25) kyetédin ratkaisemaan [44, s. 415]. Spektraalianalianalyysi tuottaa niiden
kudoslokeroiden minimimé&irén, jotka tarvitaan tarkasteltavan jérjestelmin
kinetiikan kuvaamiseen [37, s. 560|. Spektraalianalyysid voidaan kiyttaa
apuna uusia lokeromalleja suunniteltaessa ja arvioidessa havaintojen poh-
jalta lokeromallin kdyttokelpoisuutta sen taustalla olevan ilmién mallinnuk-
seen [44, s. 415]. Se sopii kiytettéviksi seki erillisten lokeroiden erotteluun
ettd ennalta tunnetun lokeromallin parametrien arviointiin [42]. Koska spekt-
raalianalyysissd on vahén alkuoletuksia, helpottuu jatkossa sen tuottamien
tuloksien tulkinta ja eri ROI-alueiden tai eri koehenkil6iden tulosten ver-
tailu [10, s. 15|, |45, s. 1211]. Spektraalianalyysié suositellaan kéiytettavik-
si etenkin silloin, kun potilaskohtaisten siirtyméanopeusvakioiden odotetaan
poikkeavan merkittavisti vastaavista keskiméaraisistd arvoista, koska sen to-

teuttamiseen ei tarvita siirtyménopeusvakioiden méaarittdmista [44, s. 420].

Spektraalianalyysissd eksponenttifunktioiden epélineaarinen arviointi
korvataan kertoimien lineaarisella estimoinnilla ennalta méaaratysta paramet-
rijoukosta. Tam4 takaa globaalin optimin saavuttamisen [43, s. 3819]. Line-
aarinen nnls-menetelma, jolla spektraalianalyysin voi toteuttaa, on yleinen ja
arvostettu datan analysointimetodi [42]. Lisdksi lineaarinen nnls-menetelma
on laskennallisesti sekid tehokkaampi ettd nopeampi kuin kineettisten para-
metrien arviointiin yleensa kiytettdvit epilineaariseen pienimmén neliGsum-
man menetelmédn perustuvat tietokonealgoritmit [9, s. 329], [34, s. 335].
1990-luvun lopulla on kehitetty tilastollisia menetelmid esimerkiksi spekt-
raalianalyysilld tuotettujen parametrien estimaattien varianssin ja vinouden
arviointiin [37, s. 561|. Niiden avulla on todettu, ettd spektraalianalyysin
avulla voidaan tuottaa ajan suhteen stabiileja fysiologisten parametrien es-

timaatteja, joiden varianssi on pieni [45, s. 1211, 1216].

PET-mallintamisessa yleensd kiytettiavien lokeromallien ongelmana on,
ettéd lokeroiden lukuméira on tunnettava ennalta. Lokeromalleissa myos ole-

tetaan, ettd kuvattava kudosalue on homogeeninen muun muassa veren vir-
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tausnopeuden, solujen aineenvaihdunnan, reseptorien sitoutumisen suhteen
[44, s. 406]. Kameran erotuskyvyn heikkouden vuoksi edelliset oletukset ovat
lahes aina virheellisid [44, s. 406]. PET-tutkimukseen sopivassa mallissa on
kuvattavan kudoksen heterogeenisuudesta johtuen yleensd monia lokeroita.
Jos homogeeniselle kudokselle suunniteltua lokeromallia kdytetddn hetero-
geenisen kudoksen kuvaamiseen, on seurauksena virheitd mallin paramet-
rien estimaateissa [38, s. 77|. Lisiksi tarkasteltavan ilmion ja lokeromallin
sovituksessa kiytettdvit numeeriset menetelmét vaativat, ettd lokeroiden
valistd materiaalin virtaamista kuvaavien siirtymanopeusvakioiden alkuar-
vot on kiinnitettdvi. Lokeromallien tietokonetoteutuksessa kiytettavit nu-
meeriset menetelmét ovat laskennallisesti kalliita ja pysahtyvit helposti lo-
kaaliin minimiin, jolloin globaali minimi ja& saavuttamatta. Namé lokero-
mallien heikkoudet aihauttavat ongelmia etenkin, kun kohinaa ja arvioitavia
parametreja on paljon. Télloin lokeromallien heikkoudet korostuvat. Kun da-
ta sisaltdd paljon kohinaa, niin yleenséd lokeromalleja kiyttden kyetddn tun-
nistamaan vain harvoja kuvan 2 vapaalle merkkiaineelle varatun kaltaisia
valilokeroita [10, s. 22|. Spektraalianalyysi sopii kiytettéaviksi sekd homogee-
nisille etta heterogeenisille kudoksille [37, s. 560-561, 565-566]. [42]

Pykilassd 5.2 tutkittiin millaisia lineaarisia lokeromalleja on mahdol-
lista tarkastella spektraalianalyysin avulla. Pykildssd luetellut ehdot ovat
kuitenkin vain osa totuutta: ne ovat riittdviat, mutta eivit vailttamét-
toméat ehdot lokeromallin tarkasteltavuudelle spektraalianalyysid kiyttden.
On mahdollista, ettd on olemassa muitakin olosuhteita, jolloin lokeromal-
lin analysointi spektraalianalyysid ki#yttden on mahdollista. Liséksi voi-
daan todeta, ettd spektraalianalyysi sopii kiytettaviksi mihin tahansa jar-
jestelmédn, jossa merkkiaine kulkee tarkasteltaviin kudoslokeroihin vain yh-
den kudoslokeron kautta ja tdméan jalkeen kdy kudoksessa lapi vahintdin

yhden metabolisen tai sitoutuvan muutoksen. [37, s. 565-566.|
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5.4 PET-mallintamiseen liittyvan spektraalianalyysin

ongelmista ja sen kehittamisesta

Spektraalianalyysissi numeerinen ongelma on 16ytda kudosdataa parhai-
ten vastaava syOtefunktion ja sen integraalin lineaarinen yhdistelmé [42].
Tamé ongelma on vaikea ratkaista, koska eksponentiaalifunktioiden muo-
dostama kanta ei ole ortogonaalinen, eli kantaan kuuluvat funktiot korreloi-
vat keskenddn [42]. Léhteiden |38, s. 80| ja |43, s. 3821| mukaan epédortogo-

naalisesta funktionaalikannasta aiheutuu kaksi pddongelmaa:

1. Spektraalianalyysillé laskettujen estimaattien virheellisyyttd on vaikea

arvioida ja hallita.

2. Kaavan (25) parametrien «;, i € {0,1,...,n}, on on oltava positiivisia,

jotta kaavan (26) termit eivit kumoa toinen toisiaan.

Pykéldn 5.2 nojalla kaavan (25) parametrien «; positiivisuusehto on voimassa
vain, kun virtaukset plasmalokerosta kudoslokeroihin ja painvastoin tapahtu-
vat yhdesta ja samasta lokerosta |5, s. 1443|. Parametrien «; positiivisuusehto
estad spektraalianalyysin kdyton referenssikudosmalleille [43, s. 3819].

Spektraalianalyysin parametrien «; positiivisuusehdon poistaminen on
ratkaistu kehittdmilla RS-menetelmd (rank-shaping). RS-menetelmén en-
simmadisessé vaiheessa kiytetddn eksponentiaalikannan singulaariarvohajotel-
maa pienimman neliGsumman menetelmélla ratkaistavan opitimointitehtiavin
ratkaisun méadradmisessi [43, s. 3819]. Menetelmin jilkimmaéisessd vaiheessa
optimointitehtévin ratkaisusta valitaan signaalin sisdltdmén kohinan méiarin
odotusarvosta riippuen sopivat kaavan (25) {«;,;}-parametriparit alku-
perdisen ongelman vastaukseksi [43, s. 3837].

Spektraalianalyysin parametrien «; positiivisuusehto on poistettu myos
toisella tavalla. Talloin on oletettu, ettd spektraalianalyysin tavoitteena
on selvittdd kaavan (28) nollasta eroavien kertoimien «; lukuméérd ilman
tarkasteltavan lokeromallin rakenteen méadrdamistd etukiteen. Yleisyyden
vuoksi ansaa kuvavaa lokeroa vastaava indeksi i = 0 on jitetty kaavan (28)
summasta pois, silld ansan tapauksessa kyseistéd indeksid vastaavan paramet-

rin (3; arvoksi mitataan pykildn 4.2.1 nojalla noin 0. Menetelméssa méaaritel-
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ldan aluksi perinteisen spektraalianalyysin tapaan parametrien (3; saama ar-
voalue. Téamén jilkeen tarkasteltava tutkimusaineisto sovitetaan pienimmén
neliosumman menetelméan avulla kahdesta nollasta eroavasta o;-kertoimesta

koostuvaan malliin
_ T T
Ctot(T> = Q1 / Cp(t)@iﬁl(T*t) dt + (6%} / Cp(t)@iﬁQ(T*t) dt + VBCB.
0 0

Sovitus saadaan laskettua esimerkiksi kaupallisen SAAM II -ohjelman avul-
la. Seuraavaksi tutkimusaineisto sovitetaan malliin, jossa on kolme nollasta
eroavaa termid «;. Tatd tutkimusaineistonsovitusprosessia, jossa kaavan (28)
summan ylidrajaa n kasvatetaan aina yhdelld, kunnes on aikaansaatu riit-
tavan tarkka sovitus. [[3, s. 15|, [5, s. 1443].]

Spektraalianalyysin perusoletus on, ettd tarkasteltavan jéarjestelmén ki-
neettinen kiyttaytyminen voidaan kuvata kaavassa (28) esitetylld tavalla
valittujen perusfunktioiden epélineaarisena yhdistelména [45, s. 1211, 1216].
Ellei tdmé oletus toteudu, on kiytettdva jotakin muuta menetelmii. Vaik-
ka spektraalianalyysin avulla 16ydettavit kaavan (25) {«;, §;}-parametriparit
eivit riipu tietystd lokeromallista, voidaan sen tuottamaa tulosta vastaava fy-
siologinen tulkinta muodostaa vain lokeromallien avulla [44, s. 415 |. Esimer-
kiksi spektraalianalyysin tulokseen perustuvassa siirtyméanopeusvakioiden
méadradmisessd tarvitaan tietoa tietystd lokeromallista [5, s. 1443].

Spektraalianalyysid ei voida soveltaa kaikissa tapauksissa, joissa loke-
romallien kdytté on mahdollista. Kuten pykildssd 5.2 todettiin, on ole-
massa ehtojoukko, jonka toteuttavaa lokeromallia vastaava fysiologista pro-
sessia voidaan tarkastella spektraalianalyysid kiyttéden. Spektraalianalyysi
ei sovi tapauksiin, joissa ilmioon sopivassa lokeromallissa on sykli tai
virtaus useammasta kuin yhdestd kudoslokerosta plasmalokeroon. Spekt-
raalianalyysi ei ole myoskddn kdyttokelpoinen menetelmé, kun lokeromal-
li koostuu joukosta kudoslokeroista muodostuvia toisiinsa yhteydessa ole-
via alilokeromalleja. Taméa tulos on voimassa, vaikka kukin alilokeromal-
lin tarkastelu spektraalianalyysilla olisi mahdollista. Kuvassa 9 on havain-
nollistettu PET-mallintamisessa kiytettavia lokeromalleja, joiden tarkastelu
ei ole mahdollista spektraalianalyysin avulla, kun kaikkien kuvan virtauk-

siin liittyvien siirtyménopeusvakioiden oletetaan olevan nollasta poikkeavia.

61



Kuvan 9.A deoksiglukoosin kulkeutumista homogeenisessa aivokudoksessa
kuvaavan lokeromallin tarkastelun spektraalianalyysin avulla estdd mallin
sisdltdmi sykli. Kuvan 9.B ["*F]JFDOPA:n ja [**F]3-OMFD:n kulkeutumista
aivojen striatum-alueella kuvaavan lokeromallin tarkastelu spektraalianalyy-
sid kiyttden on mahdotonta, silla kahdesta kudoslokerosta on virtaus plas-
malokeroon. Kuvan 9.C lokeromallin tarkastelu spektraalianalyysin avulla
estyy, koska kahden kudoslokeroista muodostuvan alilokeromallin vililld on
virtaus. |37, s. 561, 567-568.]

L

Kuva 9: PET-mallintamisessa kiytettivid lokeromalleja, joiden tarkastelu ei
ole mahdollista spektraalianalyysin avulla: (A) deoksiglukoosin homogeeni-
sessa aivokudoksessa kulkeutumista kuvaava lokeromalli, (B) ['**F|FDOPA:n
ja ["®F]3-OMFD:n kulkeutumista aivojen striatum-alueella kuvaava lokero-
malli ja (C) ["*F]JFDOPA:n kulkeutumista aivoissa kuvaava lokeromalli |37, s.

568]. Plasmalokero on erotettu punaisista kudoslokeroista keltaisella vérilla.

Spektraalianalyysin avulla on mahdollista erotella potentiaalisten lokero-
mallien joukosta ne mallit, joita analysoitava data voi vastata [5, s. 1446].
Spektraalianalyysin tulos ei kuitenkaan ole yksikésitteinen [5, s. 1446]. Tama

tarkoittaa sitd, ettd useat lokeromallit ovat yhteensopivia saman spektraali-
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analyysin tuloksen kanssa [5, s. 1446]. Eris spektraalianalyysin kehitt&mis-
suuntaus on menetelmén muokkaaminen huomioimaan jokin tietty lokero-
malli tai jotkin tietyt fysiologiset rajoitukset [34, s. 335].

Pykaldssé 5.2 ei oteta kantaa siihen, ovatko kaikki kaavan (25) parametrin
Bi, i € {0,1,...,n}, n+ 1 arvoa nikyvissd spektraalianalyysin tuottamas-
sa tuloksessa. On havaittu, ettd taustalla olevasta lokeromallista riippumat-
ta osa parametrin [3; saamista arvoista saattaa jaadda spektraalianalyysissa
huomaamatta. Kun tutkittavan ilmion selittdva lokeromalli sisdltdd useas-
ta kudoslokerosta koostuvan ansan tai kudoslokeron, jonne materiaalin vir-
taus plasmalokerosta syotteen vastaanottavasta kudoslokerosta ei ole mah-
dollista, niin osa parametrin [3; todellisuudessa saamista arvoista ei tule vali-
tuksi pykilin 4.2.2 optimointitehtiiviissi yhtdlon (25) ratkaisuksi. Adrimméi-
nen esimerkki tdstd kaavan (25) yhteenlaskettavien termien puuttumisesta
on tapaus, jossa kudoslokeroista ei ole lainkaan virtausta plasmalokeroon
ja mitataan ainoastaan kudoslokeroiden yhteensi sisdltimin merkkiaineen
maarad. Talloin ainoa pykélan 4.2.2 optimointitehtdvissd valituksi tuleva
parametrin (3; arvo on 0. [37, s. 565.]

Datan siséltdma kohina vaikuttaa paljon spektraalianalyysin tulokseen [9,
s. 329]. Kohina aiheuttaa spektraalianalyysin tulokseen kokonaan valheel-
lisia parametripareja ja parametriparien arvojen poikkeamista todellisista ar-
voista [45, s. 1219-1220]. Td4m& ongelma korostuu, jos parametrien arvioin-
tiin on kiytettava datan ekstrapolointia tai, kun spektraalianalyysin tuloksia
jatkokdytetaan |9, s. 329, 333]. Kun datan siséltdmén kohinan méérd on
suuri, niin ldhteiden [3, s. 15|, [5, s. 1443], [9, s. 333| ja [44, s. 412] mukaan
spektraalianalyysin tuloksessa on kasautuneita pylviitd. Ongelmien vihen-
tamiseksi spektraalianalyysiad on yritetty kehittdd monin tavoin. Esimerkiksi
kohinan rajoittamiseksi nnls-algoritmiin on lisitty rangaistusfunktioita [9, s.
329-330 |, |8, s. 101], spektrin vierekkiisten parametriparien yhdistdmiseen
on kehitetty menetelmi [10] ja korkeataajuuksisen kohinan poistamiseen on
toteutettu suodattimia [44]. Kun samasta tutkimuksesta on saatavilla usei-
ta eri mittaustuloksia, voidaan ROI-alueelta havaittujen parametrien jakau-
tumat selvittdd toistamalla spektraalianalyysi kullekin mittaukselle erik-
seen [45, s. 1219-1220].
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6 Spektraalianalyysin ja Logan-kuvaajan ver-
tailu merkkiaineen distribuutiovolyymin

maarittamisessa

Pykalédssd 6.1 esitellddn spektraalianalyysin rinnalle toinen yleistettyyn lo-
keromalliin perustuva PET-datan analysointimenetelmé, Logan-kuvaaja, ja
tarkastellaan merkkiaineen distribuutiovolyymin johtamista tdm&n mene-
telmén avulla. Pykéldssd 6.2 kerrotaan spektraalianalyysiohjelmapaketista,
jonka avulla tdmén tutkielman tulokset on laskettu. Pykildssd 6.3 havain-
nollistetaan tulosspektrin tulkintaa esimerkkitapauksen avulla ja vertail-
laan tulosspektrejia kahdessa tutkimussarjassa. Pykélidssa 6.4 tarkastellaan
spektraalianalyysin sopivuutta merkkiaineen distribuutiovolyymin johtami-
seen vertaamalla saatuja tuloksia Logan-kuvaajan avulla maéaritettyihin.
Pykalissa 6.5 kisitellddn plasman ja kokoveren merkkiainepitoisuuksien ekst-
rapoloinnin vaikutusta spektraalianalyysin tulokseen ja siitd edelleen johdet-
tavaan merkkiaineen distribuutiovolyymiin.

Pykilissi tarkasteltava data on periisin kahdesta [''C]flumazeniili-tut-
kimussarjasta. ['!C]flumazeniili on neurologisissa ja psykiatrissa tutkimuk-
sissa kiytettdva merkkiaine. Sen avulla on tutkittu epilepsian ja Hunting-
tonin taudin liséksi esimerkiksi erilaisten nukutusaineiden vaikutuksia [14, s.
1300], [15, s. 1961], [35, s. 2257].

Tutkimussarjassa 1 kahdeksalle terveelle miehelle on tehty kullekin kaksi
tutkimusta mahdollisimman samanlaisissa olosuhteissa. Kussakin tutkimuk-
sessa kuvattuja ROI-alueita on 34: caudatus dx, caudatus sn, caudatus KA,

cerebellum dx, cerebellum sn, cerebellum KA, anteriorinen cingulus dx,
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anteriorinen cingulus sn, anteriorinen cingulus KA, posteriorinen cingulus
dx, posteriorinen cingulus sn, posteriorinen cingulus KA, frontaalilohko dx,
frontaalilohko sn, frontaalilohko KA, okkipitaalilohko dx, okkipitaalilohko sn,
okkipitaalilohko KA, parietaalilohko dx, parietaalilohko sn, parietaalilohko
KA, pons, putamen dx, putamen sn, putamen KA, temporaalilohko dx, tem-
poraalilohko sn, temporaalilohko KA, talamus dx, talamus sn, talamus KA,
white matter dx, white matter sn ja white matter KA. Edelld lyhenne dx
viittaa aivojen oikeaan puoleen (dexter) ja lyhenne sn viittaa aivojen vasem-
paan puoleen (sinister). Lyhenne KA viittaa oikean ja vasemman puolen
keskiarvoon. Koska pons (aivosilta) sijaitsee fyysisesti aivojen keskiviivassa,
on alueelta mitattavissa vain oikean ja vasemman puolen keskiarvo. ROI-
alueista on kiytetty ladketieteessd yleisesti kiytettdvid nimid. Tutkimus-
sarjan tarkastelun tarkoituksena on verrata spektraalianalyysin ja Logan-

kuvaajan luotettavuutta merkkiaineen distribuution méarittamisessa.

Tutkimussarjassa 2 on kuvattu 16 tervettd koehenkil6d ensin hereil-
14 normaalitilassa ja sitten anestesian aikana. Tarkoituksena on tarkastella
anestesian vaikutusta spektraalianalyysin tulokseen. PET-keskuksen dftlist-
ohjelman avulla on selvitetty, ettd kullekin 32 tarkasteltavalle |''C|flu-
mazeniili-tutkimukselle yhteisia ROI-alueita on kaksikymmenté: caudatus
dx, caudatus sn, cerebellum dx, cerebellum sn, frontaalilohkon etuosa dx,
frontaalilohkon etuosa sn, frontaalilohkon sisempi osa dx, frontaalilohkon
sisempi osa sn, okkipitaalilohko dx, okkipitaalilohko sn, parietaalilohko
dx, parietaalilohko sn, pons, ponsa, temporaalilohkon etuosa dx, tem-
poraalilohkon etuosa sn, temporaalilohkon takaosa dx, temporaalilohkon
takaosa sn, white matter dx ja white matter sn. Niitd alueita vastaavat

tulokset on poimittu tutkimuksittain.

6.1 Logan-kuvaaja

Logan-kuvaaja (Logan plot) on yleistettyyn lokeromalliin perustuva graafinen
analysointimenetelméa [25]. Se on kehitetty kiytettaviksi kuvan 10 kaltaisiin

lokeromalleihin, joissa plasmalokero on kaksisuuntaisessa yhteydessid mieli-
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valtaiseen kudoslokeromalliin [38, s. 79]. Kdytetddn seuraavia merkintoja:

t):  kokoveren merkkiainepitoisuus hetkelld ¢,

t):  valtimoplasman merkkiainepitoisuus hetkella ¢,

C(t) : plasmalokeron kanssa kaksisuuntaisessa yhteydessd olevan ku-
doslokero-osan merkkiainepitoisuus hetkella ¢,

Ciot(t) :  ROI-alueen kokonaismerkkiainepitoisuus hetkelld ¢,

Ky siirtyménopeusvakio valtimoverisuonten plasmasta kudokseen,
ko : siirtyméanopeusvakio kudoksesta valtimoverisuonten plasmaan ja
Vp: plasmavolyymi.

Kuva 10: Lokeromalli, joka voidaan analysoida Logan-kuvaajaa kiyttden.
Cp(t) tarkoittaa kokoveren merkkiainepitoisuutta, Cp(t) valtimoplasman
merkkiainepitoisuutta, C(¢) plasmalokeron kanssa kaksisuuntaisessa yhtey-
dessi kudoslokeromallin merkkiainepitoisuutta ja Cy,; PET-kameran mittaa-
ma ROI-alueen kokonaismerkkiainepitoisuutta hetkelld ¢. K, ja ko kuvaavat

siirtyméanopeusvakioita lokeroista toisiin ja Vp on plasmavolyymi. [38, s. 80.]

Kuvan 10 lokeromallin kudoslokeron merkkiainepitoisuus hetkelld ¢ > 0

saadaan ratkaistua differentiaaliyhtalosta

dC(t)
Cdt

Kun yhtélosta (77) termien paikkoja vaihtamalla saatava yhtilo integroidaan

= K,0p(t) — kyC(t). (77)

puolittain hetkestd 0 hetkeen ¢, saadaan kaava

/Oté(f)d /op dT——C’()



ROI-alueen kokonaismerkkiainepitoisuus hetkelld ¢ saadaan lisiamalla ku-

doksen aika-aktiivisuusfunktioon plasman radioaktiivisuus:
Ciot(t) = C(t) + Vp Cp(2).

Néin ollen
t_ Kl t 1 —
/ Cip(T)dr = | — + Vp / Cp(r)dr — — C(t). (78)
0 ka 0 ka

Normalisoidaan yhtdlo (78) jakamalla se puolittain ROI-alueen kokonais-

merkkiainepitoisuudella. Tall6in
Jy Crot(r)dr (Kl v ) JyCp(rydr  C(t)
== — P = I .
Cot(t) ko Cirot(t) ko Clrot (1)

Differentiaaliyhtdlén (77) tasapainoratkaisu on C(t) = £1Cp(t). Kun

merkkiaineen antamisesta on kulunut tarpeeksi aikaa, eli ¢ on riittdvéin suuri,

(79)

on tasapainoratkaisu saavutettu. T&lloin kaavasta 79 seuraa, etté
Jy Cranlr)dr (5 i ) JCrlndr 1 g2 Ce()
Cron(t) b T) Calt) ke K Cp(t) + VeCp(t)

<ﬁ+v ) JoCp(r)dr 1 3
ks g Crar(t) ko [,:—21 +Vp

(80)

Logan-kuvaajassa piirretaan kaava (80) kaksiulotteiseen koordinaatistoon
M _ : . fot 6tot(7') dr ~ .
T tulevat z-akselille ja Y akselille [38,

s. 79-80]. Kuvaaja muuttuu lineaariseksi kun tasapainoratkaisu C(t) =

siten, ettd arvot

I,:—; Cp(t) on saavutettu, eli kun vapaan merkkiaineen pitoisuus plasmassa ja
kudoksessa tasapainottuu. Kuvaajan lineaarisen osan kulmakerroin, eli kaa-
van (80) termi Ik(—; + Vp, vastaa merkkiaineen distribuutiovolyymia Vp [38, s.
79).

Esimerkki 6.1. Kuvassa 11 on havainnollistettu merkkiaineen distri-
buutiovolyymin Vp médrittamistd Logan-kuvaajan avulla. Kaytetty data
on [''C|flumazeniili-tutkimussarjasta 2. Logan-kuvaaja on laskettu PET-
keskuksen logan-ohjelman avulla koehenkilén numero 1 hereilld normaaliti-
lassa kuvatusta pikkuaivojen (cerebellum) vasemman puolen datasta. Kuvan
11 perusteella Vp = 4,33.
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fot Ca(1)dT
Cuat (1)

150
125

100
75 kulmakerroin = 4,33
50

25

JpCrmdr
10 20 30 40 Cia(t)

» [mi/g]

Kuva 11: Esimerkki merkkiaineen distribuutiovolyymin V, méarittdmisestéi
Logan-kuvaajan avulla. Kuvaajan osa, jonka perusteella V, on méaratty, on

erotettu punaisella vérilla.

Logan-kuvaajan ongelmana on se, ettd kohta, jossa kiyrd muuttuu line-
aariseksi on maarattava silmamadriisesti ja tapauskohtaisesti. Niinpé saadut
arvot riippuvat tekijistdin, ja jos kuvaajia on paljon, on arviointi hidasta.
Liséksi kokonaismerkkiainepitoisuus C,; sisiltii kohinaa, joka ei ole lineaari-
sesti jakautunut kaavaan (80) [38, s. 80|. Niin ollen kohina aiheuttaa virheita

merkkiaineen distribuutiovolyymin estimaatteihin.

6.2 Spektraalianalyysiohjelmasta

Tutkielmassa kiytetty spektraalianalyysimenetelméid on kuvattu pykéldssa
4.2. Kéytinnon toteutukseen tarvittava algoritmi kostuu useasta C-kielisesté
ohjelmasta. Ohjelma satest laskee spektraalianalyysin tuloksen kiyttden
apunaan seuraavaksi lueteltavia ohjelmia. Ohjelmat pixfit.h ja rh pfaux
sisdltivat muuttuja- ja funktiomiaritteitd. Pykildssid 4.2.2 kuvattu opti-
mointitehtdvi ratkaistaan ohjelmassa nnls. Lisdksi tarvitaan kolme satest-
ohjelman syoGtetiedostojen lukemisen suorittavaa ohjelmaa ja tiedostojen
kiddntdmiseen sekd yhdistimiseen Makefile-ohjelma. Tutkielmassa esitetyt
tulokset on laskettu kiyttden Vincent Cunninghamin, Rainer Hinzin ja

Federico Turkheimerin Hammersmith Imanetille ja MRC Cyclotron Unitil-

68



le tekemié ohjelmia. Fortran-kielinen nnls.f-ohjelma on korvattu vastaavalla
C-kieliselld nnls.c-ohjelmalla, jonka Vesa Oikonen ja Kaisa Sederholm ovat
tehneet Turun PET-keskukselle. Ohjelma rh pfaux on korjattu yhteenso-
pivaksi nnls.c-ohjelman kanssa. Koska Turun PET-keskuksen datatiedostot
ovat valmiiksi radioaktiivisen merkkiaineen hajoamisen suhteen korjattuja,
on satest-ohjelmaa muokattu poistamalla siitd radioaktiivisen merkkiaineen
hajoamisen huomiointi. Lisdksi on toteutettu ohjelmapaketti, jonka funktiot
muuttavat Turun PET-keskuksen datatiedostot kiytetyn satest-ohjelman
vaatimaan muotoon. Parametrin 3;, i € {1,2,...,100}, arvot on laskettu
kaavan (27) avulla. Kunkin ohjelman toiminta on testattu erikseen. Muo-
katun spektraalianalyysiohjelma testattiin myos tarkistamalla, ettd sen ja
alkuperaisen ohjelman tuottamat tulosspektrit ovat samat (kuva 6).
Syotteekseen satest-ohjelma saa sif-, if- ja idwc-tyyppiset tiedostot.
Tutkimuksen perustietojen, kuten péiviyksen, kellonajan ja kidytetyn merkki-
aineen nimen, lisiksi sif-tiedosto (scan information) sisiltéé freimien alku- ja
loppuajat sekd havaittujen tapahtumien lukuméaratiedot. Plasman ja koko-
veren merkkiainepitoisuudet on taulukoitu ajan suhteen syotefunktion ku-
vauksen sisiltdvadn if-tiedostoon (input function). Freimin keskikohta, ku-
dosarvo, painokerroin ja tutkimussarjan koodi (independent variable, depen-
dent variable, weight, code) muodostavat idwc-tiedoston sarakkeet.
Tutkielmassa painokertoimet w;,j € {1,2,...,l}, on madritty artikke-
lissa [22] esitetylld tavalla mittauksen keston Ufreimi; nelion ja mittauksen

aikana havaittujen tapahtumien n,, osamaarana

(tf’reimi]- )2

nOij

(81)

PET-kuvantamisessa mitataan tietylla aikavalilla (time frame) tapahtuneit-
ten radioaktiivisten hajoamisten maarda. Mitd kauemmin mittausta on jat-
kettu, sitd luotettavampi tulos on. Tdmén vuoksi mittauksen kesto ¢ y,cimi; on
kaavan (81) osoittajassa. Koska mittauksen aikana havaittujen tapahtumien
madréd on sitd suurempi mitéd enemmén radioaktiivisuutta on ollut, on neps,
kaavan (81) nimittdjissd. Painokertoimet ovat radioaktiivisen merkkiaineen

hajoamisen suhteen korjattuja, koska PET-keskuksen datatiedostotkin ovat.
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6.3 ['!'C]flumazeniili-tutkimussarjojen tulosspektreisti

Pykilédssd 6.3.1 havainnollistetaan spektraalianalyysin tuloksen tulkintaa ja
siitd edelleen johdettavia parametreja esimerkkitapauksen avulla. Pykilissa
6.3.2 ja 6.3.3 tarkastellaan tutkimussarjojen datasta laskettuja tulosspektreja
muun muassa laskemalla keskiarvospektrit samojen koehenkil6iden hereilld

normaalitilassa ja anestesian vaikutuksessa mitatuista tutkimustuloksista.

6.3.1 ['!C]flumazeniili-tutkimuksen tulosspektrin tulkinta

Aivosilta (pons) on mielenkiintoinen ROI-alue, silld sitd kdytetddn usein
referenssialueena referenssikudosmalleissa. Taulukossa 1 ja kuvassa 12 on
esitetty koehenkilon numero 15 hereilld normaalitilassa ollessa kuvatun
[ C]flumazeniili-tutkimuksen pons-alueen datasta lasketun spektraaliana-
lyysin tulos. Taulukossa on esitetty vain ne parametriparit {3;, «;}, i €
{1,2,...,100}, joilla spektraalianalyysin tuloksessa «; # 0. Parametrin
Bi, 1 € {1,2,...,100}, on méiritty ennalta kaavan (27) avulla siten, ettd
By =5,673-10*1 ja figo = 11.

Taulukko 1: ["'C]flumazeniili-tutkimussarjan 2 koehenkilén numero 15 hereil-

14 normaalitilassa kuvatusta datasta laskettu spektraalianalyysin tulos.

i | says | enlys | &

9 1,0378-1072 | 1,6327-10"* | 1,5732-10!
10 | 1,1192-1073 | 7,5440-107° | 6,7403- 102
33 | 6,3546-1073 | 4,2649-1073 | 6,7116- 10!
100 1,0000 1,6782-10~ | 1,6782-10!
> § = 1,0637
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a;, [1/]
0.1

0.001

0.00001

1.x1077

1.x107°

Bi [1/¢]
0.001 0.005 0.01 005 01 05 1

Kuva 12: Taulukkoa 1 vastaava tulosspektri.

Taulukon 1 [;-sarakkeen arvoja vertaamalla todetaan, ettd suurin pa-
rametrin [3; arvo on 1%. Pykdlan 4.2.2 nojalla parametrin (; = 1% ar-
voa vastaava a; = 1,6782 - 10_% = Vp. Pienin parametrin (; arvo, jolla
a; # 0, on By = 1,0378 - 10_35 (taulukko 1). Koska kaikista mahdollisista
parametrin 3; arvoista pienin on §; = 5,673 - 107* ja suurin B190 = 11, on
By = 1,0378 - 10_3% ~ 0. Niin ollen pykéilin 4.2.2 nojalla on lokeromallissa
ansa. Toisin sanoen merkkiaine muuttuu ROI-alueella joksikin toiseksi yhdis-
teeksi, joka ei voi muuttua takaisin alkuperéiseksi merkkiaineeksi. Muiden pa-
rametrin §; arvojen lukuméaré, eli pykildan 4.2.2 nojalla plasmalokeroon kak-
sisuuntaisessa yhteydessa olevien erillisten kudoslokeroiden lukuméara ROI-
alueella, on kaksi. Kuten pykéldssd 4.2.2 todettiin, taustalla olevan lokero-
mallin tarkka rakenne ei selvid spektraalianalyysin avulla. Taustalla oleva
lokeromalli voi siis olla esimerkiksi kuvan 4.A tai 4.B kaltainen, kun n = 2.

Yhteensd 16 tutkimussarjan 2 valvetilaa vastaavasta pons-alueen tulos-
spektristd on paiteltivissi, ettd puolessa tapauksista on pons-alueella ansa.
Fysiologisen tulkinnan kannalta olisi yllattavaa, ettd kyseiselld alueella olisi
ansa. Koska spektraalianalyysin tuloksien mukaan puolessa tapauksista pons-
alueella on ansa ja puolessa ei ole, ei kyeta paidtteleméan onko tuloksissa virhe
vai onko kyseessé todellinen ja erittdin mielenkiintoinen uusi tutkimustulos.
Niinpa asiaa olisi mielenkiintoista tarkastella jatkossa kéiyttden pidemmélta

aikavililtd mitattua dataa ja joka siséiltédisi mahdollisimman vdhin kohinaa.
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Pykildn 4.2.3 nojalla taulukon 1 arvoja vastaavan lokeromallin kudosvas-
tefunktio

fIRF(T) — age—(ﬁs))T + aloe—(ﬁlo)T + Oz336_(633)T + 041006—(/3100)T7 (82)
siirtymanopeusvakio K plasmasta kudokseen
1
K1 = (g + Q19 + Q33 + Qg9 = 0,1723g (83)
ja merkkiaineen distribuutiovolyymi
Qlg Q10 33 100

=2 2 B T 0637 84
69 ﬁlO 633 ﬁlOO ( )

Vertailun vuoksi vastaavan Logan-kuvaajan avulla mééritetyn merkkiaineen

Vb

distribuutiovolyymin arvo on 1,0309. Niin ollen spektraalianalyysin avulla
maéaaritetty merkkiaineen distribuutiovolyymi on tarkasteltavassa tapaukses-
sa 3,18 prosenttia Logan-kuvaajan avulla maaritettyd suurempi. Kéytannon
PET-tutkimusten tulosten kannalta néin pieni ero on merkitykseton, silla

molemmat menetelmét ovat datan sisdltdméin kohinan vuoksi epatarkkoja.

6.3.2 [''C]flumazeniili-tutkimuksen toistettavuutta tarkastelevan

tutkimussarjan tulosspektrien vertailu

Taulukossa 2 ja kuvassa 13 on esitetty tutkimussarjan 1 koehenkil6n numero 2
kuvauksien cerebellum sn -alueen datasta lasketut tulosspektrit. Tulosspekt-
rien erot ja yhtaldisyydet ovat havaittavissa pylviiden sijainneissa: Pylviiden
lukuméara on kummassakin spektrissi sama. Lisédksi tulosspektreistd johdet-
tavat verivolyymit ovat likim&arin yhtasuuret, silla

41 1
VBl. = 1a946 - 10 lg ~ 2,087 10 lg = VBQ"

Toisaalta taas muiden pylvdiden sijainnissa ja korkeuksissa on eroja. Koe-
henkilon tutkimustuloksista spektraalianalyysin avulla lasketut merkkiaineen
distribuutiovolyymit ovat Vp, = 4,899 ja Vp, = 4,880. Esimerkkitapauk-
sessa spektraalianalyysin avulla lasketut merkkiaineen distribuutiovolyymit

poikkeavat toisistaan siis noin kaksi sadasosaa.
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Taulukko 2: Koehenkilén numero 2 cerebellum sn -alueen kahden [''C]fluma-

zeniili-tutkimuksen tulosspektrit.

IERTEENTEENTEEN T
9,624-10"* | 1,585-1073 || 6,118 -107* | 1,223-10~3
1,119-1072 | 2,723-1073 || 1,899 -1073 | 3,252- 1073
3,473-1073 | 1,485-103 || 2,048 -103 | 1,964 -10~3
1,000 1,946 - 101 1,000 2,087-107!

a;, [1/9]

0.1

0.001

0.00001

1.x1077

1.x107°

Bir [1/s]
0.001 0.005 0.01 005 01 05

Kuva 13: Yhdistetty tulosspektri taulukossa 2 esitetyistd saman koehenkilon
cerebellum sn -alueen ensimmaéisen (sininen) ja toisen( punainen) kuvausker-
ran tulosspektreisti. Arvoa 3; = 1% vastaavat pylvait ovat ldhes samankor-

kuiset.

Kuvassa 14 on esitetty kahdeksan terveen miehen ensimmiisen ["C|-
flumazeniili-tutkimuksen alueellisten kudoksen ja valtimoplasman aika-
aktiivisuuskdyrien avulla laskettu cerebellum sn -alueen keskiarvospektri. Ku-
vassa 15 on esitetty saman ROI-alueen keskiarvospektri samojen koehen-
kiliden [''C|flumazeniili-tutkimussarjan toisen PET-kuvauksen tuloksista.
Keskiarvospektrit ovat varsin yhtenevit (kuvat 14 ja 15): Tuloksen tulkin-
nan kannalta mielenkiintoisimmat osat, eli pienet ja suuret parametrin [3;

arvot, ovat molemmissa keskiarvospektreissi (; = (1 = 5,673 - 10_‘% ja
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B; = Bioo = 1&. Poimimalla jokaisesta tulosspektristd suurinta parametrin
0; arvoa vastaava parametrin «; arvo, saadaan verivolyymin keskiarvoiksi
Vg, = 0,082005 ja Vg, = 0,057855. Molemmissa keskiarvotulosspektreis-
sd on keskimaérin 5 pylvistd. Keskiarvospektrien erot pylvdiden sijainnissa
ja korkeuksissa saattavat vaikuttaa tulosspektristda pykalassa 4.2.3 kuvatulla
tavalla johdettavien parametrien arvoihin.

Pykilédssa 5.4 on mainittu, ettd tutkijat ovat raportoineet spektraaliana-
lyysin ongelmaksi tuloksien kasautuneet pylvait. Tdmé ongelma on ilmeinen
myo0s tutkimussarjaa 1 vastaaville 544 tulosspektrille: Vain 52 tulosspektrissa
ei ollut yhtaan vierekkiistd pylvasparia. 282 tulosspektrissé oli yksi vierekkéi-
nen pylvispari, 162 tulospektrissi oli kaksi vierekkiista pylvisparia ja 48 tu-
losspektrissd oli kolme vierekkiistd pylvisparia.

Lopputuloksena voidaan siis péitella, ettd erot eri kuvauskertojen tulos-
spektreissi eivit tassi pykilassi esitettyjen tulosten perusteella ole merkitté-
vid. Spektraalianalyysin tulosspektreistd on siis havaittavissa, ettd kyseessé
on toistettavuustutkimus. Tulosspektrien kasautuneiden pylviiden voidaan
ajatella vaikuttavan siihen, ettd kuvien 14 ja 15 keskiarvospektrit eroavat

toisistaan etenkin vilille [0,001%;0,11] kuuluvilla parametrin 3; arvoilla.
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Kuva 14: Kahdeksan koehenkilon ensimmaéisen kuvauksen keskiarvospektri

cerebellum sn -alueelta.

@, [1/s]
N=8
0.1 Pylvdidenkeskimé@rainenlkm. =5

0.001
0.00001
1.x1077

1.x107°

Bi [1/8]
0.0001 0.001 0.01 0.1 1

Kuva 15: Kahdeksan koehenkilon toisen kuvauksen keskiarvospektri cerebel-

lum sn -alueelta.

6.3.3 Hereilld normaalitilassa ja anestesian aikana kuvattujen tut-

kimusten tulosspektrien vertailu

Léhteen [36, s. 1423] mukaan tutkimussarjassa 2 ROI-alueittaisten merkki-

aineen distribuutiovolyymien valvetilan ja anestesian viliset erot ovat -7,4

75



prosentista 21,6 prosenttiin. Seuraavaksi tarkastellaan, onko myos spektraa-
lianalyysin tuottamissa tuloksissa on eroa valvetilan ja anestesian vililld, ku-
ten pitiisi olla.

Taulukossa 3 ja kuvassa 16 on esitetty koehenkilon numero 7 hereilld nor-
maalitilassa ollessa kuvatun [ C]flumazeniili-tutkimuksen oikean puoleisen
frontaali- eli otsalohkon sisemmén osan datasta lasketun spektraalianalyysin
tulos. Hereilld normaalitilassa ja anestesian aikana kuvatuista tutkimustu-
loksista laskettujen tulosspektrien erot ja yhtaldisyydet ovat havaittavissa
pylviiden lukuméirissd ja sijainneissa: Tarkasteltavan koehenkilén oikean
puoleisen frontaalilohkon sisemmin osan tuloksista laskettujen spektrien
pylvdiden lukuméiéara, eli taustalla olevan lokeromallin lokeroiden minimi-
médrd, eroaa kahdella. Lisdksi ainoastaan ensimmaéinen pylvis on samas-
sa kohdassa ja suunnilleen saman korkuinen. Koehenkil6n hereilld normaa-
litilassa ja anestesian aikana kuvatuista tutkimustuloksista spektraaliana-
= 5,726

= 5,994. Niin ollen voidaan péaitelld, ettd tulosspektrien pylvéi-

lyysin avulla lasketut merkkiaineen distribuutiovolyymit ovat Vp

valve
ja Vp,
den lukuméérien, korkeuksien ja sijaintien eroista huolimatta tulosspekt-
reistd laskettavissa merkkiaineen distribuutiovolyymit ovat tarkasteltavassa
esimerkkitapauksessa samaa suuruusluokkaa. Tamé padtelma ei kuitenkaan
pade kaikien tutkimussarjan 2 tulosspektriparien kohdalla, silld useimmiten
anestesian vaikutus on selvisti ndhtdvissid myo6s spektraalianalyysin avulla

madiritetyissd merkkiaineen distribuutiovolyymeissa.

Taulukko 3: Koehenkilon numero 7 valveilla ja anestesian aikana mitatusta

datasta lasketut oikean puoleisen frontaalilohkon sisemmén osan spektrit.

| Bvares [1/8] | Qivaraes [11/38] || Bivnis [1/s] | i [1/9] |
5,673-107* | 5,104-10~* || 5,673-10~* | 1,223-1073
2,568 -1073 | 2,201-1073 || 1,899 1073 | 2,965 - 10~*
7,970-1073 | 3,040-107% || 2,048-1073 | 1,417-103
8,595-1073 | 1,942.1073

1,000 5,318 - 1072
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a;, [1/s]
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Kuva 16: Yhdistetty tulosspektri taulukossa 3 esitetyistd saman koehenkilon
hereilld normaalitilassa (punainen) ja anestesian aikana (sininen) kuvatuista

[ C]flumazeniili-tutkimuksista.

Kuvassa 17 on esitetty kuudentoista terveen hereilld olevan koehenkilon
[ C]flumazeniili-tutkimuksen alueellisten kudoksen ja valtimoplasman ai-
ka-aktiivisuuskiyrien avulla laskettu caudatus dx -alueen keskiarvospektri.
Kuvassa 18 on esitetty saman ROI-alueen keskiarvospektri samojen koe-
henkiléiden anestesian aikaisista ['!C]flumazeniili-tutkimustuloksista. Tulok-
sen tulkinnan kannalta mielenkiintoisimmat osat ovat hereilld ja anestesian
aikana olevien potilaiden tutkimustuloksissa varsin yhtenevit: molemmissa
keskiarvospektreissi suurin 3; = (G190 = 1% ja pienin 3; = (3; ~ 5,673 - 10"%

=0,0325% ja Vp,,, =

uni

(kuvat 17 ja 18). Verivolyymin keskiarvot ovat Vg
0,002685 Hereilld olevien koehenkiloiden tulosspektreissd on keskiméirin
neljd pylvistd ja samojen henkiloiden anestesian aikaisista tutkimustulok-
sista lasketuissa tulosspektreissi on keskiméérin kolme pylviista (kuvat 17 ja
18). Toisin sanoen aineistoa vastaavien lokeromallien plasmalokeroiden mi-
nimimairissd on yhden ero. Lisdksi kuvista 17 ja 18 on havaittavissa eroja
pylviiden sijainnissa ja korkeuksissa normaalitilan ja nukutuksen vélilla, jot-
ka saattavat vaikuttaa tulosspektristd pykéldssa 4.2.3 kuvatulla tavalla joh-

dettavien parametrien arvoihin.
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a;, [1/9]

N =16
0.1 Pylvédenkeskiméréinenlkm. = 4
0.001
0.00001
1.x1077
1.x107°
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0.001 0.005 0.01 005 0.1 0.5

Kuva 17: Alueen caudatus dx keskiarvospektri kuudentoista terveen hereilld

olevan koehenkilon ['!C]flumazeniili-tutkimustuloksista.

a;, [1/9]
N =16

0.1 Pylvédenkeskimé&réinenlkm. = 3
0.001
0.00001
1.x1077

1.x107°

ﬁi! [l/s]
0.0001 0.001 0.01 0.1

Kuva 18: Alueen caudatus dx keskiarvospektri kuudentoista terveen koe-

henkilon anestesian aikaisista [''C]flumazeniili-tutkimustuloksista.
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Koehenkildiden vélilld on eroja ROI-alueen [ C|flumazeniili-aineenvaih-
dunnan mallintamiseen tarvittavien lokeroiden minimiméaarissi: esimerkik-
si valvetilaa vastaavissa cerebellum sn -alueen tulosspektreissi on pylviita
kahdesta seitseméin. Laskettujen 640 tulosspektrin perusteella vaikuttaisi
siltd, ettd nukutuksen aikaisissa tulosspektreissi on vihemmén pylvaita
kuin valvetilan vastaavissa tulosspektreissi. Kaiken kaikkiaan lasketuista
320 anestesiatilaa vastaavasta tulosspektristd 170:ssd (53,1 %) on vain yksi
pylvis, vaikka valvetilaa vastaavissa tulosspektreissia on useampia pylvaita.

Tutkimussarjaa 2 vastaavissa kahdenkymmenen ROI-alueen tulosspekt-
reissd on yleisesti kasautuneita pylvditd: Normaalitilan datasta lasketuissa
320 tulosspektristd ainoastaan 38:ssa ei ole yhtdan vierekkiistd pylvisparia.
Tulosspektreistd 176:ssa on yksi vierekkdinen pylvispari, 95:ssd on kaksi
vierekkaisté pylvisparia ja 11:sta on kolme vierekkéistd pylvisparia. Samojen
koehenkil6iden anestesian aikaisesta datasta lasketuissa 320 tulosspektrissa
104:sséd on yksi vierekkdinen pylvispari, 25:ssé on kaksi vierekkdistd pylvés-
paria ja 1:ssid on kolme vierekkiistd pylvasparia. 190:sséd anestesian aikaisesta
datasta lasketussa tulosspektrissé ei ole yhtaén vierekkiistd pylvisparia. On
kuitenkin syytd muistaa, ettd tulosspektrissi saattaa olla vain yksi pylvis.
Tama huomioiden vain 30:ssd anestesian aikaisessa tulosspektrissé, jossa on
mahdollista olla vierekkaisid pylviité, ei niité ole.

Pykalissa esitettyjen tulosten perusteella vaikuttaisi siis silta. ettd spekt-
raalianalyysin tuottamissa tuloksissa on eroa valvetilan ja anestesian vililla,
kuten pitéisi olla. ROI-alueittaisten merkkiaineen distribuutiovolyymien val-

vetilan ja anestesian vilisid eroja tarkastellaan tarkemmin pykélédssa 6.4.2.

6.4 Spektraalianalyysin ja Logan-kuvaajan avulla joh-
dettujen merkkiaineen distribuutiovolyymien ver-
tailu

Lahteessd [9, s. 333] on todettu, ettd kudosvastefunktio saadaan mééritet-

tyé erittdin tarkasti spektraalianalyysin avulla. Kuitenkin [*!C]flumazeniilia

tarkasteltaessa merkkiaineen distribuutiovolyymi on pykéldssd 4.2.3 esitel-

lyistd parametreista ainoa PET-mallinnuksen kannalta kiinnostava. Niin-
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pd pykildssid verrataan spektraalianalyysin ja Logan-kuvaajan kiyttokelpoi-
suutta merkkiaineen distribuutiovolyymin méérittdmiseen, vaikka pykildssa
5.4 on todettu spektraalianalyysiohjelman olevan herkkid plasmakiyrin si-
saltdmaélle kohinalle. Lahteen [9, s. 333] mukaan tdmé& herkkyys korostuu,
kun mééaritettdvin parametrin estimoitiin tarvitaan datan ekstrapolointia.
Merkkiaineen distribuutiovolyymin laskemisessa ekstrapoloidaan kudosvaste-
funktiota aarettomaélld aikavililla (kaava (32)). Ohjelma, johon tdmén tutkiel-
man tuloksien laskemiseen kiytetty spektraalianalyysiohjelma perustuu, on

sama kuin ldhteessd [9] kiytetty.

6.4.1 Spektraalianalyysin tuloksista tutkimusmenetelmin toistet-

tavuutta arvioivassa [!!'C]flumazeniili-tutkimussarjassa

Joukon sisdinen korrelaatiokerroin (intraclass correlation coefficient) r;0¢
on tutkimuksen toistettavuuden tarkastelussa usein kiytetty tilastollinen
parametri. Seuraavaksi tarkastellaan tapausta, jossa tietty koe on toistettu
jokaiselle koehenkilolle kaksi kertaa. Oletetaan koehenkildiden lukumééréan
olevan N. Merkitddn symbolilla z; koehenkil6ltd ¢ ensimmaéisen tutkimuksen
aikana maéadritettyd arvoa ja symbolilla y; toisen tutkimuskerran vastaavaa

arvoa. Talloin r;c¢c on laskettavissa muuttujien z; ja y; parittaisten keskiar-

2
Tiy Yi

taisten keskiarvojen varianssi o2

vojen %, ,. ja varianssien o avulla seuraavasti: Lasketaan aluksi parit-

-y Ja& parittaisten varianssien keskiar-

21,22, .
VO Z,2 o2 o2 . Lahteen [40] perusteella
z1,y10%29,y20 0 92N, uN
2
g= = = — Z52 2 2
T — Zxy,y10Feg, Yy - FTNL YN 921,y1'%%0,y2 " 92N,y
106 942 = = + Zs2 o2 o2 ’
Zx1,y10 %22,y 1 RTNLYN T1,Y10 T2, Y20 O VTN YN

Joukon sisdinen korrelaatiokerroin kuvaa menetelmin luotettavuutta ja sen

arvot kuuluvat vilille [—1, 1]. Menetelmén minimiluotettavuus (r;cc = —1)

2

- = = (. Vastaavasti maksimiluotettavuus
Zxy,y17Rx, Yy s FE N, YN

saavutetaan, kun o
(rrcc = 1) saavutetaan, kun E T RO 0. Toistettavuustutki-

muksissa menetelmi, jonka tuottamista tuloksista laskettu r;cc on suurin,
on luotettavin [21, s. 571-572]. [28, s. 1111.]
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Taulukko 4: Tutkimussarjan 1 datasta spektraalianalyysin ja Logan-kuvaajan
avulla maéritettyjen merkkiaineen distribuutiovolyymien r;cc,,,,, ja 710054
sisiliset korrelaatiokertoimet ROI-alueittain. Taulukossa on kiytetty lyhen-
teitd cau = caudatus, cer = cerebellum, cina = anteriorinen cingulus, cinp
= posteriorinen cingulus, fro = frontaalilohko, occ = okkipitaalilohko, par =
parietaalilohko, put = putamen, temp = temporaalilohko, tha = talamus ja

whm = white matter.

ROI-alue | rrccy,y0n ‘ TICCga H ROL-alue | r7ccppp0n | TICCsA ‘
cau dx 0,8017 0,8420 || occ KA 0,8850 0,7502
cau sn 0,9644 0,8711 || par dx 0,9095 0,7922
cau KA 0,9031 0,8740 || par sn 0,9128 0,7958
cer dx 0,9672 0,8901 || par KA 0,9125 0,7921
cer sn 0,9688 0,9147 || pons 0,6745 0,4028
cer KA 0,9702 0,9019 || put dx 0,7841 0,6417
cina dx 0,8342 0,8445 || put sn 0,8893 0,6925
cina sn 0,8387 0,7513 || put KA 0,8775 0,7025
cina KA 0,8377 0,7928 || temp dx 0,9237 0,7649
cinp dx 0,8345 0,5764 || temp sn 0,9346 0,8190
cinp sn 0,8232 0,5732 || temp KA 0,9302 0,7959
cinp KA 0,8423 0,5638 || tha dx 0,9062 0,8119
fro dx 0,8715 0,8013 || tha sn 0,8218 0,6943
fro sn 0,9029 0,7906 || tha KA 0,8967 0,7815
fro KA 0,8878 0,7989 || whm dx 0,5083 -0,1126
occ dx 0,8925 0,7697 || whm sn 0,5581 0,3140
occ sn 0,8794 0,7235 || whm KA 0,6262 -0,1774

Spektraalianalyysin ja Logan-kuvaajan avulla méiaritettyjen merkki-
aineen distribuutiovolyymien vertailtavuuden vuoksi laskettiin tutkimussar-
jaa 1 vastaavista merkkiaineen distribuutiovolyymeista sisiiset korrelaatio-
kertoimet r;cc,,,.. ja Trccs, ROl-alueittain (taulukko 4). Spektraaliana-
lyysin tuloksista lasketut siséiset korrelaatiokertoimet ovat valilla (-0,177;
0,915), sisdisten korrelaatiokertoimien keskiarvo on 0,674 ja keskihajonta
0,250. Logan-kuvaajan tuloksista laskettujen sisdisten korrelaatiokertoimi-
en vastaavat arvot ovat (0,508; 0,970), 0,846 ja 0,110. Vaikka vain kahdel-
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la ROI-alueella r7ccg, > Ticcy,,., (caudatus dx, anteriorinen cingulus dx),
on lopuista 32 ROl-alueesta kymmenelld r,cc,,,,, — r1ccs, < 0,1, 15:114
0,1 < r1¢opogen — T1ccsa < 0,2 ja viidelld 0,2 < rrcey,,., — 710054 < 0,3
Vain alueilla white matter dx ja white matter KA sisdisen korrelaatiokertoi-
men r;ccg, arvot ovat todella paljon pienemmét kuin sisdisen korrelaatio-
kertoimen r;oc,,,,, arvot. Niilld alueilla Logan-kuvaajaa vastaavat korrelaa-
tiokertoimien r;cc,,,,, arvot ovat positiivisia spektraalianalyysin vastaavi-
en ollessa negatiivisia. Toisin sanoen spektraalianalyysin avulla méaaritetyt
merkkiaineen distribuutiovolyymit vaikuttaisivat olevan kiintaen verrannol-

lisia toisiinsa, vaikka kiytetty data on peréisin toistettavuustutkimuksesta.

Edellisten tuloksien perusteella Logan-kuvaaja sopii kiytettyd spekt-
raalianalyysiohjelmaa paremmin merkkiaineen distribuutiovolyymin méarit-
tdmiseen. Syynéd spektraalianalyysin pienempiin sisdisiin korrelaatiokertoi-
miin on todennakoisesti kiytetyn implementaation herkkyys plasmakiyrin

sisaltdmalle kohinalle.

6.4.2 Anestesian vaikutukset spektraalianalyysin tuloksiin ['!C]-

flumazeniili-tutkimuksessa

Tutkimussarjassa 2 on kuvattu 16 tervettd koehenkil6d ensin hereilld nor-
maalitilassa ja sitten anestesian aikana. Témé&n jilkeen on méaritetty sekd
spektraalianalyysin ettd Logan-kuvaajan avulla merkkiaineen distribuutio-
volyymit 20 ROI-alueella. Tilastollisiin datan analysointimenetelmiin lukeu-
tuvan t-testin (t-test) avulla voidaan verrata yhden muuttujan kahdessa ryh-
méssd saamien arvojen keskiarvoja toisiinsa. Tutkimussarja 2 on esimerkki
niin sanotusta parittaisesta mittauksesta, koska jokainen koehenkilé on PET-
kuvattu ennen anestesiaa ja anestesian aikana. Taméan vuoksi merkkiaineen

distribuutiovolyymien Vp ja Vp,,. vertailu parittaisen t-testin(paired t-

valve
test) avulla on mahdollista. Testin tavoitteena on selvittdd ovatko 16 koe-
henkilon merkkiaineen distribuutiovolyymit Vp
VD ° VD

ovatko keskiarvot Vp . ja Vp, . todennikdisesti samat.

valvey ? VDUMU@Q’ o VDvalvelﬁ Ja

Voo  todennikdisesti perdisin samasta jakautumasta ja
uniy ’ unig ? uniyg

Oletetaan, ettd koehenkiloiden lukuméérd on n. Olkoon koehenkil6d ¢
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vastaavan ensimmadisen mittauskerran arvo X; ja toisen mittauskerran arvo
Y;. Lisdksi merkitddn, ettd X; = X; — X jaY; =Y, — Y, missd X on arvojen
X1, Xs5,..., X, keskiarvo ja Y on arvojen Yi,Y5,...,Y, keskiarvo. Talloin

parittaisen t-testin arvo

- — (n—1)n
t=(X-Y —— 85
( )\/Z?l(Xi_Y;)Q (85)

[27]. Parametrin ¢ arvo voi olla positiivinen tai negatiivinen. Jos parametrin

t arvo on likimaérin nolla, eiviat ryhmien erot ole tilastollisesti merkitsevia.
Parametrin ¢ positiivisuuden perusteella voi péatella, ettd ryhmén 1 arvot
ovat tilastollisesti merkitsevisti suurempia kuin ryhmén 2 arvot. Vastaavasti
parametrin ¢ arvon negatiivisuuden perusteella voi paatella, ettd ryhmén 1 ar-
vot ovat tilastollisesti merkitsevisti pienempié kuin ryhmén 2 arvot. Kaavas-
sa (85) on n— 1 vapausastetta (degree of freedom) df, eli toisistaan riippuma-
tonta parametria. Parametrin ¢ arvon lisiksi ¢-testin tuloksista raportoidaan
vapausaste ja havaittu merkitsevyystaso, eli todennékéisyys, jolla ¢ ~ 0.
Havaitun merkitsevyystason p arvot saadaan Studentin ¢-jakaumasta. [40]

Taulukon 5 tulokset vahvistavat pykilan 6.3.3 paatelmia siité, ettd spekt-
raalianalyysin tuloksessa on havaittavissa ['! C|flumazeniilin sitoutumista ku-
vaavien lokeromallien erot normaalitilassa ja anestesian aikaina. Seuraavassa
tulosten eroja pidetddn tilastollisesti merkitsevin, jos p < 0,05. Logan-ku-
vaajan avulla madritetystd merkkiaineen distribuutiovolyymeista anestesian
aikaiset ovat tilastollisesti merkitsevisti suurempia kuin valvetilaa vastaavat
kaikilla muilla ROI-alueilla paitsi alueella white matter dx ja white matter sn.
Alueella white matter dx Logan-kuvaajan avulla maaritetyt anestesian aikai-
set distribuutiovolyymit ovat tilastollisesti merkitsevisti pienempia kuin val-
vetilaa vastaavat. Spektraalianalyysin avulla lasketuista merkkiaineen dist-
ribuutiovolyymeista kahdeksalla ROI-alueella anestesian aikaiset ovat tilas-
tollisesti merkitsevisti pienempid kuin valvetilaa vastaavat. Kuudella ROI-
alueella spektraalianalyysin avulla méaéritetyistd merkkiaineen distribuutio-
volyymeista anestesian aikaiset ovat tilastollisesti merkitsevisti suurempia
kuin valvetilaa vastaavat.

Taulukosta 5 on havaittavissa spektraalianalyysin ja Logan-kuvaajan
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avulla maédritettyjen merkkiaineen distribuutiovolyymien eroavaisuuksia.
ROI-alueilla okkipitaalilohko eli takaraivon lohko dx, okkipitaalilohko sn, pa-
rietaalilohko eli pdélaen lohko dx, parietaalilohko sn, temporaali- eli ohimo-
lohkon etuosa dx, temporaalilohkon takaosa dx, temporaalilohkon takaosa
sn ja white matter dx spektraalianalyysin avulla maaritetyistd merkki-
aineen distribuutiovolyymeista unenaikaiset ovat tilastollisesti merkitsevisti
pienempid kuin valvetilaa vastaavat. Niistd ROI-alueista kaikilla muilla pait-
si alueella white matter dx Logan-kuvaajan avulla maaritetyistd merkkiai-
neen distribuutiovolyymeista unenaikaiset ovat tilastollisesti merkitsevisti
suurempia kuin valvetilaa vastaavat. Nailld alueilla spektraalianalyysin ja
Logan-kuvaajan avulla méaritetyt merkkiaineen distribuutiovolyymit eroa-
vat toisistaan kiyténnon kannaltakin merkittévisti. Tutkielmassa esitettyjen
tulosten perusteella ei kuitenkaan pystytd kumman kohinaherkin menetel-
min avulla maaritetyt tulokset ovat parempia. Muistetaan kuitenkin, etta
spektraalianalyysin avulla anestesian aikaisesta datasta kyettiin erottamaan
usein vain yksi lokero. Niinpa voidaan pohtia sité, ettd johtuvatko kidanteiset
tulokset spektraalianalyysin ja Logan-kuvaajan vililld siitd, ettd spektraali-
analyysin avulla ei kyetty erottamaan riittdvid maarda lokeroita. Toisaalta
jokaisen parametrin ¢ arvon laskemiseen kiytettiin ainoastaan kuuttatoista
tulosparia. Tdmé& on tilastollisen menetelmén tuottamien tuloksien luotet-

tavuuden kannalta liian vahéan.
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Taulukko 5: Valvetilaa ja anestesiaa vastaavia merkkiaineen distribuutio-
volyymeja vertailevien t-testien tulokset ROI-alueittain. Sarakkeissa trog4an
J& Progan ON esitetty tutkimussarjan 2 datasta Logan-kuvaajan avulla maa-
ritetyistd merkkiaineen distribuutiovolyymeista lasketut kaavan (85) arvot
ja havaitut merkitsevyystasot. Sarakkeissa tg54 ja psa on esitetty vastaavat
tiedot, kun merkkiaineen distribuutiovolyymit on méiritetty spektraaliana-
lyysid kiyttden. Vapausaste on kaikissa 15. Taulukossa on kiytetty lyhen-
teitd cau = caudatus, cer = cerebellum, fra = frontaalilohkon etuosa, frm =
frontaalilohkon sisempi osa, occ = okkipitaalilohko, par = parietaalilohko, ta

= temporaalilohkon etuosa, tp = temporaalilohkon takaosa ja whm = white

matter.

ROI-alue ‘ tLogan ‘ tsa ‘ PLogan ‘ Psa ‘
cau dx -6,514 | -7,124 | 1.107° | 3-10~
cau sn -5,941 | -5,829 | 3-107° | 3.107°
cer dx -4,788 | -4,114 | 0,0002 | 0,0009
cer sn -5,006 | -3,989 | 0,0002 | 0,001
fra dx -4,431 | 1,218 | 0,0005 | 0,2
fra sn -4,727 | 1,540 | 0,0003 | 0,1
frm dx -5,913 | 1,022 | 3-.107° | 0,3
frm sn -3,731 | 1,173 | 0,0020 | 0,3
occ dx -3,065 | 2,467 | 0,008 | 0,03
occ sn -3,5635 | 3,042 | 0,003 | 0,008
par dx -3,657 | 2,420 | 0,0023 | 0,03
par sn -3,905 | 2,329 | 0,001 | 0,03
pons -2,349 | -2,767 | 0,03 0,01
ponsa, -2,277 | 2,738 | 0,04 0,02
ta dx -4,191 | 2,492 | 0,0008 | 0,02
ta sn -4,150 | 1,703 | 0,0009 | 0,1
tp dx -3,423 | 2,711 | 0,004 | 0,02
tp sn -4,385 | 2,294 | 0,0005 | 0,04
whm dx 2,091 | 2,186 | 0,05 0,05
whm sn -1,114 | -0,765 | 0,3 0,5
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6.4.3 Vasenta ja oikeaa aivopuoliskoa vastaavien merkkiaineen

distribuutiovolyymien vertailu

Terveitd koehenkil6itd tarkasteltaellessa on luonnollista, ettd saman ROI-
alueen eri aivopuoliskoilta mitatut arvot ja niistd edelleen johtavien para-
metrien arvot ovat samankaltaisia. Tdméan vuoksi tutkielmassa verrataan seu-
raavaksi spektraalianalyysin ja Logan-kuvaajan avulla maéritettyjé oikeaa ja
vasenta aivopuoliskoa vastaavia merkkiaineen distribuutiovolyymeja toisiin-
sa ROl-alueittain. Tavoitteena on selvittdd kumman menetelmén avulla joh-
detuissa merkkiaineen distribuutiovolyymeissa on selvemmin havaittavissa
oikean ja vasemman aivopuoliskon samankaltaisuus. Menetelmien vertailu
toteutetaan pykaldssd 6.4.1 maaritettyd joukon sisdisté korrelaatiokerrointa
kiyttien. Pykilin 6.4.1 merkintoja kiyttden symboli z; on korvattava koe-
henkilon ¢ vasenta aivopuoliskoa vastaavaa merkkiaineen distribuutiovolyy-
mia tutkimuskerralla j tarkoittavalla symbolilla x;;. Vastaavasti symboli y; on
korvattava koehenkilon 7 oikeaa aivopuoliskoa vastaavaa merkkiaineen dist-

ribuutiovolyymia tutkimuskerralla j tarkoittavalla symbolilla ;;.

Tutkimussarjan 1 datasta lasketut tulokset on esitetty taulukossa 6.
Joukon sisdisia korrelaatiokertoimia vertailemalla havaitaan, ettd riccg, >
TICCLoge, Kuudessa tapauksessa yhdestdtoista. Lopuissa viidessd tapaukses-
88 T1CCsy < TICCpogen- Ainoastaan yhdelld ROI-alueella (whm) lasketut
joukon sisdiset korrelaatiokertoimet eivit kerro menetelméin hyvista luotet-
tavuudesta (r7ccy,,,, = 0,2395; 770c5, = 0,1263). Muilla kymmenelld ROI-
alueella sekd r1ccg, ettd ricc,,,,, ovat melko léhelld menetelmén maksi-
miluotettavuutta 1. Joukon sisdisten korrelaatiokertoimien keskiarvot ovat
TICCLogan = 0,8644 ja Trocg, = 0,8539. Edellisten tulosten nojalla seké seké
spektraalianalyysi ettd Logan-kuvaaja vaikuttavat aivopuoliskojen samankal-
taisuuden kannalta olevan melko luotettavia menetelmiltd merkkiaineen dist-
ribuutiovolyymin médrittdmiseen. Keskiarvojen perusteella Logan-kuvaaja
niyttiisi olevan hieman luotettavampi menetelméa. Toisaalta taas spektraali-
analyysi oli kerran useammin luotettavampi. Kiytdnnon kannalta tdmin
tarkastelun tuloksien kaltaiset menetelmien eroavuudet ovat merkitykset-

tomid. On kuitenkin syytd muistaa, ettd vertailussa on kiytetty merkkiai-
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neen ditribuutiovolyymeja ainoastaan yhdeltdtoista ROI-alueelta alkioiden
xij, 0 € {1,2,...,8},j € {1,2}, lukuméérin ollessa 16.

Taulukko 6: Spektraalianalyysin ja Logan-kuvaajan sopivuuden arviointi
merkkiaineen distribuutiovolyymin méérittdmisen: vasenta (sinister, sn) ja
oikeaa (dexter, dx) aivopuoliskoa vastaavien joukon sisdisten korrelaatioker-
toimien vertailu tutkimussarjan 1 datalla. Taulukossa on kiytetty lyhenteitéa
cau = caudatus, cer = cerebellum, cina = anteriorinen cingulus, cinp = pos-
teriorinen cingulus, fro = frontaalilohko, occ = okkipitaalilohko, par = parie-
taalilohko, put = putamen, temp = temporaalilohko, tha = talamus ja whm

= white matter.

ROI-alueet TICCLogan | TICCsa ‘
cau sn — cau dx 0,9343 0,9616
cer sn — cer dx 0,9884 0,9904

cina sn — cina dx 0,8454 0,8650
cinp sn — cina dx 0,9011 0,8884
fro sn — fro dx 0,9711 0,9743
occ sn — occ dx 0,9280 0,9335
par sn — par dx 0,9688 0,9757
put sn — put dx 0,8829 0,8380
temp sn — temp dx 0,9647 0,9616
tha sn — tha dx 0,8838 0,8779
whm sn — whm dx 0,2395 0,1263

6.5 Plasman ja kokoveren merkkiainepitoisuuksien

ekstrapoloinnin vaikutuksesta tulosspektriin

Spektraalianalyysiohjelman syotteeltd vaaditaan, etté sif-tiedoston sisdltdméa
viimeinen freimin loppuaika on pienempi kuin viimeinen if-tiedoston
sisaltdma mittaushetki, jolloin plasman ja kokoveren merkkiainepitoisuudet
on mitattu. Tdm4a ehto ei ollut suoraan voimassa neljéssi tutkimussarjan 2
tapauksessa: hereilld normaalitilassa olleen koehenkilén numero 2 caudatus

dx -alueen tutkimuksessa, koehenkilon numero 13 cdd All -alueen anestesi-
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an aikaisessa tutkimuksessa ja koehenkilén numero 1 caudatus dx -alueen
kummassakaan tutkimuksessa. Niinpé spektraalianalyysi on laskettu aluksi
néissé neljassd tapauksessa ensin siten, etti sif-tiedostoista on poistettu niin
monta rivid, ettd edelld mainittu ehto on voimassa. Tamaén jilkeen laskut
on toistettu kiyttien syctetiedostoja, joissa plasman ja kokoveren merkki-
ainepitoisuuksia on ekstrapoloitu, kunnes freimin loppuaikaa koskeva ehto

on voimassa. Tulokset on esitetty kuvassa 19.

a;, [1/s] @, [1/9]
0.001 0.001
0.00001 0.00001
1.x1077 1.x1077
1.x107° 1.x107°
L 4 4 — L g [1/s]
0.001 0.0019.002 0.003 0.005 O.OO7E sl 0.0010.0012002 0.003 0.005.007
A. B.
a;, [1/s] a;, [1/8]
0.001 0.001
0.00001 0.00001
1.x1077 1.x1077
1. % 1079 1.x 1079
; ' i [1/ " — i [1/s]
0.001%.002 0.003 0.005 0.007 Fu L1/s] 0.001 0.00158
C. D.

Kuva 19: Ekstrapoloinnin vaikutus spektraalianalyysin tulokseen neljassé
tapauksessa. Siniselld piirretyt tulokset on laskettu suoraan ['!C]flumazeniili-
tutkimussarjan 2 datalla. Punaisella piirretyt tulokset on laskettu datalla,
jossa ['!C]flumazeniili-tutkimustuloksien plasman ja kokoveren merkkiainepi-
toisuuksia on ekstrapoloitu, kunnes niiden mittaushetki on suurempi kuin

viimeinen freimin loppuaika.

Pykaldssd 5.4 mainitut syotetiedostojen ekstrapoloinnin ongelmat ovat

havaittavissa myos kuvassa 19. Ekstrapolointi aiheuttaa poikkeamia spekt-
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raalianalyysin tulokseen pylviiden lukuméiarissi, eli siis taustalla olevan
lokeromallin kuvaamiseen tarvittavien lokeroiden minimiméarassa: Suoraan
[ C|flumazeniili-tutkimustuloksien datalla lasketuihin tulosspektreihin ver-
rattuna ekstrapolointi aiheuttaa kuvassa 19.A yhden pylvdin enemmén ja
kuvassa 19.D yhden pylvdan vihemmén. Lisdksi kaikissa kuvissa 19.A-19.D
on havaittavissa seki pylviaiden paikan ettd korkeuden muutoksia, jotka saat-
tavat vaikuttaa spektraalianalyysin tuloksesta johdettavien parametrien ar-

voihin.

Taulukossa 7 on esitetty edelld tarkasteltujen neljin ['!C|flumazeniili-
tutkimustapauksen merkkiaineen distribuutiovolyymit sekd spektraaliana-
lyysin avulla médritettyné ettd Logan-kuvaajan avulla méaaritettynd. Sarak-
keen Vp arvot vastaavat spektraalianalyysin tuloksia, kun syotteend on

kiytetty sif-tiedostoja, joista on poistettu riveja. Sarakkeen Vp arvot vas-

ckstr
taavat spektraalianalyysin tuloksia, kun sy6tteend on kiytetty sif-tiedostoja,
joissa plasman ja kokoveren merkkiainepitoisuuksia on ekstrapoloitu. Sarak-
keen Vp, .. arvot vastaavat Logan-kuvaajan avulla mééritettyja merkki-
aineen distribuutiovolyymeja, kun syotetiedostoina on kiytetty alkuperiisia
dft- ja ap.pure-tiedostoja, joista spektraalianalyysin syotetiedostot on muo-
dostettu. Sarakkeiden arvoja vertailemalla havaitaan, ettd erot parametrien
Vs VDeser 38 VD ogan arvojen vililld ovat vahéisid. Lisaksi neljasté tarkastel-
tavasta tapauksesta kahdessa [Vp — Vb, .| <|VD....o = VDrogan| (taulukon 7
2. ja 3. rivi) ja kahdessa |Vp-Vp, . ..| > VD, -VDrogen| (taulukon 7 1. ja 4.
rivi). Néin ollen voidaan todeta, ettd vaikka kuvassa 19 on havaittavissa eroja
neljén tarkasteltavan tulosspektrin vililld, niin silti erot néistd tulosspektreis-

td johdetuissa merkkiaineen distribuutiovolyymeissé eivit ole merkittavia.
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Taulukko 7: Ekstrapoloinnin vaikutus spektraalianalyysin tuottamaan
merkkiaineen distribuutiovolyymiin kuvan 19 neljdssd tapauksessa. Toisen
sarakkeen arvot on laskettu suoraan [ C|[flumazeniili-tutkimussarjan 2 tulok-
sien datalla. Kolmannen sarakkeen arvot on laskettu datalla, jossa tutkimus-
sarjan 2 tuloksien plasman ja kokoveren merkkiainepitoisuuksia on ekstrapo-
loitu, kunnes niiden mittaushetki on suurempi kuin viimeinen freimin lop-
puaika. Neljannessd sarakkeessa on esitetty Logan-kuvaajan avulla méirite-

tyt merkkiaineen distribuutiovolyymit.

’ tunnus ‘ Vb ‘ VDerstr | VDLogan
A 2,370 | 2,290 2,228
B 2,826 | 2,982 2,756
C 2,063 | 2,114 2,010
D

2,441 | 2,428 | 2,326
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7 Vyorytysmenetelmin kayttdo spektraaliana-
lyysissa

Pykélidssd kerrotaan vyorytys- eli bootstrap-menetelméin perustuvista ta-
voista, joiden avulla voidaan muodostaa alkuperiisestd datasta syote. Ta-
voitteena on estimoida spektraalianalyysin parametrien ja niistd johdettujen
funktioiden tilastollisia ominaisuuksia, kuten vinoutta ja luottamusvileja.
Pykélén teoriaosuudet perustuvat ldhteeseen [45, s. 1213-1215, 1220-1222].

7.1 Vyorytysmenetelman soveltamisesta spektraaliana-

lyysin tulosvektoriin

Useimmiten parametrin epdvarmuutta estimoitaessa kiytetddn apuna mit-
tausdatan virheiden tilastollisia ominaisuuksia. Téll6in mittausdatan virhei-
den tilastollisten ominaisuuksien perusteella johdetaan tarvittavat tarkastel-
tavan parametrin tilastollisia ominaisuuksia kuvaavat kaavat. Téllaisen esti-
moinnin rajoituksena on, ettd siihen vaaditaan monia kohinan jakautumaan
liittyvid ominaisuuksia. Esimerkiksi virheiden on oltava eri ajanhetkiné toi-
sistaan riippumattomia, normaalijakautuneita ja niiden varianssin on oltava
tunnettu. PET-tutkimuksissa ndma oletukset eivit ole aina voimassa.
Vydrytys- eli bootstrap-menetelmd on kehitetty parametrien epdvarmuu-
den estimointiin, kun kohinan jakautumaa ei tunneta. Menetelmén taustal-
la on ajatus, ettd datajoukko ei ole ainoastaan mittaustulos populaatiosta,
vaan myos ainoa ja paras saatavilla oleva arvio todellisesta populaatiosta.
Néin ollen estimaatin vaihtelevuus voidaan laskea numeerisesti toistamal-

la algoritmia kiyttden syotteend alkuperdisestd datasta termien jérjestys-
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td palauttaen vaihtamalla aikaansaatua aineistoa. Seuraavaksi tarkastellaan
kahta vyorytykseen perustuvaa tapaa, joiden avulla voidaan muodostaa alku-

perdisestd datasta syote.

7.1.1 Mittausvirheiden vyoOrytys

Oletetaan, etta kaikkien mittauksien virheet ovat samoin jakautuneita ja niil-
14 on sama varianssi. Niistd oletuksista johtuen seuraavaksi esitettdvi me-
netelmé ei sovi kdytettaviksi PET-datalla, mutta havainnollistaa yksinker-
taisuudessaan vyorytysmenetelmas hyvin. Olkoon kaikilla 7 € {1,2,...,(}

painottomat mittausvirheet
. n T;
e = Cobs(Ty) = C(Ty) = Cons(Tj) = Y / Cp(t)e 5T gt (86)
i=0 0

Kaavassa (86) & = [&g, &1, -+ , &,|T tarkoittaa spektraalianalyysin tuloksena
saatua vektoria ja C(T}) tdmén vektorin arvoilla laskettua kudoksen aika-ak-
tiivisuusfunktiota hetkelld 7.

Vyorytys aloitetaan muodostamalla alkuperdisestd datasta termien jar-

jestysta vaihtamalla havainto

Cops(Ty) = C(Ty) + &5, 7 € {1,2,...,1}.

Alkuperiisestd mittausvirhevektorista satunnaisesti valitut alkiot muodosta-
vat vyorytetyn mittausvirhevektorin. Jos alkuperiiset mittausvirheet ovat
I

[€1,€2,€3, €4, E5, €6, €7, €8], Niin vyoryttamalla saatavat mittausvirheet voivat

olla esimerkiksi
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ T
61 =€5,60 =€1,63 =€7,64 = €9,65 = 7,66 = €3,67 = €5,6g = €4] . (87)

Vektorista (87) on selvésti havaittavissa, ettd termien jirjestysta vaihdetaan
palauttaen, silla alkio €7 esiintyy kaksi kertaa.

Vyorytysta jatketaan laskemalla spektraalianalyysi syotteelld

~ - - - T
Cobs - [Cobs (Tl)a Cobs(T2>a R Cobs(irl)
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Merkitiin tuloksena saatua vektoria symbolilla &V). Kun edelld kuvat-
tua vyoOrytysprosessia toistetaan & > 100 kertaa, saadaan tulosvektoreis-
ta muodostettua k X n -matriisi, jonka rivin ¢ muodostaa vektori &¥,

i €{1,2,---,k}. Lopuksi vektoreista & muodostetaan keskiarvovektori

a =

=

k
> al, (88)
=1

7.1.2 VyoOrytys ryhmittiin

Oletetaan, ettd havainnot voidaan ryhmitelld varianssinsa mukaan siten, etta
samaan joukkoon kuuluvilla mittaustuloksilla on keskenédén likimé&rin sama
varianssi. Nédin ryhmitellylle datalle on luonnollista suorittaa vyorytys kulle-

kin joukolle erikseen.

Oletetaan, ettd wq,ws,...,w; ovat hetkilla 717,75, ...,7T; suoritettujen
mittauksien keskihajontoihin oy, o9, ..., 0; verrannolliset painot. Olkoon & =
(G, &1, -+, G ] T kyseisilld painoilla lasketun spektraalianalyysin tulosvektori

ja

T
_ T |[&1 €2 €l
r—[rl,TQ,"',rl] — Ty T sy, T
w; W wy

painotettu mittausvirhevektori, kun ¢;, j € {1,2,...,{}, on mééritelty kaa-
vassa (86).

Vyorytys aloitetaan muodostamalla kaikilla j € {1,2,...,[} havainto
. . i T
Cons(T)) = C(Tj) + wiiy = > _ & / Cp(t)e T dt +w;F;.  (89)
i=0 0

Kaavassa (89) termit 7; vastaavat alkuperdisestd painotetusta mittausvirhe-
vektorista vyoryttamilld aikaansaadun vektorin alkioita. Vydrytysprosessia

jatketaan pykildn 7.1.1 viimeisessd kappaleessa kuvatulla tavalla.
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7.2 Vyorytysmenetelmin soveltaminen spektraaliana-
lyysilla maaritettyjen parametrien tilastollisten

ominaisuuksien estimointiin

Pykala aloitetaan tarkastelemalla, miten pykildssd 7.1 kuvatun vyorytys-
menetelmin avulla voidaan arvioida spektraalianalyysin tulosvektorin vi-
noutta. Tamén jidlkeen edetdin tarkastelemaan spektraalianalyysin tulos-
vektorin mielivaltaisen alkion prosenttipisteiden estimointia. Prosenttipisteen
avulla johdetaan spektraalianalyysin tulosvektorin alkion luottamusvilit. Lo-
puksi tarkastellaan, miten edelld kisitellyt tilastolliset ominaisuudet voidaan
johtaa mielivaltaiselle spektraalianalyysin tulosvektorista johdetulle para-

metrille.

7.2.1 Spektraalianalyysin tulosvektorin vinouden estimointi

Spektraalianalyysin tulosvektoria & = [&p, &1, -+ , &,|T voidaan pitdd yhte-
né satunnaisvektorin realisaationa ja jokaista vektorin alkiota &; yhtené sa-
tunnaismuuttujan realisaationa. Satunnaismuuttujien &;, ¢ € {0,1,...,n},
tuntemattomien tiheysfunktioiden f(&;) oletetaan olevan maériteltyja koko
valilld [0, 0o]. Seuraavaksi tarkastellaan, miten vektorin & ja sen alkioiden
&, 1 €{0,1,...,n}, jakautumien ominaisuuksia voidaan arvioida vyorytys-
menetelméan avulla.

Maéiritelmi 7.1. Oletetaan, ettd kaavassa (29) méédritetyn kohinan ¢,

tuntematon kertyméfunktio on F'. Talloin vektorin o estimaatin & vinous on
Ya = EF (d/) — (.

Tiassd Ep(&) tarkoittaa kohinan e; kertyméfunktiota F' kiyttden laskettua

estimaatin & odotusarvoa.

Spektraalianalyysissd parametrien «;, @ € {0,1,...,n} positiivisuusehdoista
saattaa seurata vinoutta tulosvektorin alkioiden &;, i € {0,1,...,n}, kerty-
méafunktioihin. On selvid, ettd vinoutta ei kyetd laskemaan méaritelméan 7.1
tavalla, koska « ja F' ovat tuntemattomia. Niinpa vinoutta on estimoitava.
Merkitadn pykilien 7.1.1 ja 7.1.2 tapaan vyorytysmenetelmén avulla las-

kettuja vektorin & estimaatteja symbolein @¥) ja kaavassa (86) miiritellyn
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kohinan ¢; kertyméafunktiota symbolilla F. Kun oletetaan, ettd vektorin «
estimaatissa & on vinoutta, on myds vektorin @& estimaateissa @¥ vinoutta.
Toisin sanoen

E; (@) # a. (90)
Kaavan (90) nojalla erotusta E (&(i)) — & voidaan kayttdd vektorin & vi-
nouden estimoinnissa. Edelleen, E; (&) on yhtd suuri kuin kaavassa (88)
maédritelty keskiarvovektori %Zle &, Niin ollen spektraalianalyysin tu-

losvektorin & vinouden 4 estimaatiksi saadaan
L
4 =Ep (a0) —a = (E;&(i)) — & =a—a. (91)

Estimaattien &% lukuméirin k kasvaessa empiirinen jakautuma F lihes-
tyy datan sisdltaméan kohinan todellista jakautumaa F'. Niin ollen estimaatti
Y& ldhestyy asymptoottisesti todellista vinoutta v, lukuméirin £ kasvaessa.
Lukumaéran k ollessa riittdvin suuri, patee

Ez(fa) = Er(9a) = 7a- (92)

Maaritelldén kaavan (91) avulla vinouden suhteen korjattu estimaatti

~ 1

a&'=a—A4s=a—(a—a) =26 —a (93)

Oletetaan, ettdi estimaattien &9 lukumé&ird & on riittdvin suuri. Tallin

mééritelmén 7.1 ja kaavojen (90-93) nojalla

Er (@) = Ep(ad—~4s)
= Er(4) —Er(3a)
— Ep (@) - Bz (o)
= Ep(d) —1s
— Br (@) - (Br (@) - )
= a. (94)

Kaavan (94) mukaan lukumééran k ollessa riittdvan suuri vektorin « esti-
maatissa &’ ei ole vinoutta. Edelld kuvatun numeerisen estimaatin vinouden
korjaamismenetelmin ongelmana on siitd aiheutuva estimaatin varianssin

kasvu.
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7.2.2 Spektraalianalyysin tulosvektorin alkion jakauman prosent-

tipisteiden estimointi

Kaavassa (29) médritetyn kohinan ¢; kertyméfunktion F, (z) = Pp(e; < )
avulla voidaan méaéritelld mille tahansa luvulle p € [0, 1] p-prosenttipiste

(percentile)
(i, p) = {a|Pr(&; < a) = p}. (95)

Toisin sanoen estimaatti &; on 100p prosentissa tapauksista pienempi kuin
p(&;, p). Prosenttipistettd p(&;, p) el voida maéaarittad kaavan (95) avulla
analyyttisesti, jos kertymifunktio F., on tuntematon. Télloin vyorytys-
menetelmalld lasketun spektraalianalyysin tulosvektorin alkion &; jakautu-

man avulla voidaan laskea havaitun kohinan kertyméfunktion estimaatti st-

T
Olkoon [&El),d?), e ,&5’“)} pykélassd 7.1 kuvatulla tavalla muodoste-

tun vyorytysprosessin tulosvektorit sisdltdvin k x n -matriisin sarake i. Olete-

M 5@ ... gk

1T N . . ~(1)
i } on jarjestetty siten, ettda o <

i

taan, ettd vektori [07

a? < ... <a®. Nyt

7 — —

. . ~(X
B, p) = {alPp(di < a) = p} = &7,
missd X on ldhimpéin kokonaislukuun pyoristetty tulon pk arvo. Yhdistden

tamé kaavaan (91) saadaan, ettéd
#és, p) = max {0, & m]i} — max {0, & — (a; - a)} . (96)

Kaavaa (96) voidaan kiyttdd kaavan (95) estimaattina. Estimaattien
lukumédrdn £ on oltava sitd suurempi mitd tarkempi kertyméfunktion esti-
maatti halutaan. Toisin sanoen mita lahempand parametri p on jakautuman
ddriarvoja 0 ja 1 sitd suurempi k vaaditaan.

Viahennettéessd estimaatin &; vinoutta kaavan (93) tapaan vahentdmal-
14 siitd vinous 74, tapahtuu estimaatin &; jakautuman siirtyminen. Tamé&n

vuoksi myds kaavaa (96) on muokattava seuraavasti
5'(és, p) = max {0, a® 2[%],} — max {o, a® _o(a; — a)} .
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7.2.3 Spektraalianalyysin tulosvektorin alkion luottamusvilien

madradminen

Spektraalianalyysin todellisten parametrien «;, i € {0,1,...,n}, estimaat-
tien &; tarkkuutta voidaan arvioida muodostamalla kullekin tulosvektorin
alkiolle ¢&; luottamusvéli. Téllainen kaksipuolinen luottamusvdli (two-sided
confidence interval) voidaan muodostaa laskemalla kaavan (96) avulla alara-
ja (lower bound) «o;, = p (&, (1 —p)/2) ja yliraja (upper bound) «;, =
p (G4, (14 p)/2), joiden vilissd on 100p prosenttia estimaatin ¢&; jakautu-
masta. Kuten pykildssd 7.2.2 todettiin, prosenttipisteitd p (&;, (1 + p)/2) ja
p (&, (1 — p)/2) ei voi maarittad kaavan (95) avulla analyyttisesti. Ne on es-
timoitava kaavan (96) tapaan vyorytysmenetelmén avulla.
Spektraalianalyysin parametrien positiivisuusehdon vuoksi voidaan alara-
jana kiyttda myos arvoa 0, jolloin estimaatin &; toispuoleiseksi luottamusvai-
liksi (one-sided confidence interval) saadaan [0, p(¢&;, p)]. Seuraavat esimerkit

havainnollistavat toispuoleisen luottamusvalin méaarittamista.

Esimerkki 7.1. Tarkastellaan tapausta, jossa halutaan mé&arata tois-
puoleinen luottamusvili, johon 95 prosenttia estimaatin ¢&; jakautumasta
kuuluu. Oletetaan pykilassd 7.1 kuvatulla tavalla muodostetun vyorytyspro-
sessin tulosvektorimatriisin sisdltiviin tulosvektorit &M, a®, ... (1900 T3]-
16in kaavan (96) merkint6ja kiyttden X = 0,95 - 1000 = 950 ja estimaatti &;
on 95 prosentissa tapauksista pienempi kuin

p(6::0,95) = (a4 0,95) = & — (& — ).

Néin ollen halutuksi luottamusviliksi saadaan [0, 641(950) — (6 — &)]-

Esimerkki 7.2. Lasketaan seuraavaksi tutkimussarjan 2 koehenkilon nu-
mero 8 anestesian aikaista kuvausta vastaavan tulosspektrin {Bl = 5,67300 -
107 &y = 3,54143-1073} alkion &; toispuoleinen luottamusviili, johon kuuluu
(a) 0,99, (b) 0,95 ja (c) 0,75 prosenttia estimaatin &; jakautumasta. Laskut
suoritetaan kiyttden Mathematica 5.0 -ohjelmaa.

Aluksi muodostetaan lineaarista interpolointia kiyttaen if-tiedoston aiko-
jen ja plasman merkkiainepitoisuuksien avulla plasman merkkiainepitoisuut-
ta kuvaava funktio C'p(t) (kuva 20).
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Kuva 20: Tutkimussarjan 2 koehenkilén numero 8 anestesian aikaista kuvaus-

ta vastaava plasman merkkiainepitoisuusfunktio.

Taméin jalkeen muodostetaan spektraalianalyysin tulosvektorin ja idwc-
tiedoston freimin keskikohtien 73,5 € {1,2,...,26}, ja havaittujen ku-
dosarvojen Cys(1j),5 € {1,2,...,26}, avulla kaavan (86) arvo pisteis-
sa 13,7 € {1,2,...,26}. Sitten lasketaan idwc-tiedoston painokertoimien

wj,j € {1,2,...,26}, avulla pykélassd 7.1.2 méadritelty painotettu mittaus-
T
virhevektori r = [ry, 7y, - - - 77’26]T = [Z)—l, £2 ... 226 Timén jalkeen muo-
17 w2 w26
dostetaan kaavassa (89) esitetylld tavalla alkuperiisestd datasta havainnot

C’S;g, C’éig, e ,C’é;go) ja lasketaan spektraalianalyysin tulos kiyttden syot-

teend niitd havaintoja kuvaavilla if-tiedostoja. Tuloksena saatujen vektorien
alkiot dgi) > 0,7 € {1,2,...,100}, on esitetty kasvavassa jirjestyksessi tau-
lukossa 8. Keskiarvoksi &; saadaan 0,00202268.
Lopuksi halutut toispuoleiset luottamusvilit mairatain taulukossa 8 esi-
tetyistd parametrin dgi) arvoista. Tulokseksi saadaan, ettd
(a) p(41:0,99) = &\ — (a; — &1) ~ 0,01019,
(b) p(41:0,95) = a\*™ — (&, — a;) ~ 0,008808 ja

(¢) p(41:0,75) = &\ — (a; — a;) ~ 0,005893.

ja siis vastaaviksi toispuoleisiksi luottamusvéleiksi
(a) [0;0,01019], (b) [0;0,008808] ja (c) [0;0,005893].
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Taulukko 8: Sataa painotettujen mittausvirheiden vyorytyksen avulla muo-
dostettua havaintovektoria vastaavat tulosspektrien nollasta eroavat alkiot

dgi) kasvavassa jarjestyksessa.

i | aniss] [ | enltssl [0 | enliss] i | aa,l1/8) ]
59 | 8,83-107° || 70 | 3,43-1073 || 81 | 4,90-1073 || 92 | 6,28-10~3
60 | 1,73-1073 || 71 | 3,58-1073 || 82 | 5,00-1073 || 93 | 6,29-10~3
61 | 1,96-1072 || 72 | 4,04-1072 || 83 | 5,02-1072 || 94 | 6,92-1073
62 | 2,09.1073 || 73 | 4,18-1073 || 84 | 5,1810°% || 95 | 7,29-10~3
63 | 2,26-1073 || 74 | 4,21-1073 || 85 | 5,38-1073 || 96 | 7,41-103
64 | 2,67-1073 || 75 | 4,37-1073 || 86 | 5,46-1073 || 97 | 7,47-10~3
65 | 2,75-1073 || 76 | 4,53-1073 || 87 | 5,65-1073 || 98 | 8,44-10~3
66 | 2,79-1073 || 77 | 4,61-1073 || 88 | 5,84-1073 || 99 | 8,67-103
67 | 3,07-1073 || 78 | 4,66-1073 || 89 | 5,91-1073 || 100 | 1,00-102
68 | 3,19-1073 || 79 | 4,72-1073 || 90 | 5,94-1073
69 | 3,41-1073 || 80 | 4,79-10~3 || 91 | 6,08-10~3

7.2.4 Spektraalianalyysin tulosvektorista johdettujen parametri-
en jakauman prosenttipisteiden ja luottamusvilien estimoin-
ti

Olkoon # miki tahansa spektraalianalyysin vektorista « riippuva parametri.
Toisin sanoen 6 = p(«), missd ¢ on parametrin € ja vektorin « vilista riip-

puvuutta kuvaava funktio.

Esimerkki 7.3. Pykildn 4.2.3 siirtymanopeusvakion K; laskukaavaa

(31) vastaa kaava
Ky =p(a) = Z Q;
i=0

ja merkkiaineen distribuutiovolyymin Vp, laskukaavaa (32) vastaa kaava

Vb = p(a) = /000 Zn:aieﬁit dt = Zn: %
i=0 i=0

Oletetaan, ettd parametrin 6 estimaatti 6 = (&) on muodostettu es-

timoimalla vektoria « spektraalianalyysin tulosvektorilla &. Estimaatin 0
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jakautumaa voidaan arvioida pykilén 7.1 mukaisia vyorytysmenetelmalla las-
kettuja vektoreita &9 kiyttien parametreista 00 = ¢ (a™). Olkoon vektori
O = |0, 0@ ... §®|. Vektorin © avulla voidaan arvioida estimaatin 6
jakautumaa. Tadmén jilkeen estimaatin 6 tilastolliset ominaisuudet ovat joh-
dettavissa sen jakautuman estimaatista. Esimerkiksi estimaatin 0 varianssia
voidaan arvioida vektorin © alkioiden otosvarianssia kiyttien. Vektorista é

aiheutuva estimaatin  vinous voidaan laskea kaavan (93) tapaan
i [6-4),

missi O tarkoittaa vektorin © alkioiden keskiarvoa.
Oletetaan nyt, ettd vektorin © alkiot on jirjestetty siten, etti 60 <
6@ < ... < §®. Estimaatin 6 jakautuman p-prosenttipiste arvioidaan kaa-

van (96) tapaan kaavasta
50.p) = {01Pp(0 > 0) = p} =0 — [6-4] .

missi © tarkoittaa vektorin © alkioiden keskiarvoa ja X on lihimpéain ko-
konaislukuun pyoéristetty tulon pk arvo. Kaksipuolinen 100p prosentin luot-

tamusvéli [0, 0] parametrille 6 on

62.00) = [ (6,1 = p)/2) .5 (0. (1+ p)/2) .

Kun spektraalianalyysin tulosvektorista & johdettujen parametrien estimaat-

tien vinous korjataan pykéldssa 7.2.1 esitetylld tavalla, patee

0'=0— [6—&] — 20— 6.

Talloin jakautuman p-prosenttipisteiden siirtymisen vuoksi

B0, p) = {é|pﬁ(é' > 0) = p} — ) _ 9 [6 — é} .

100



8 Lopuksi

Spektraalianalyysi on PET-tutkimuksen sydtefunktion ja sitd vastaavien
aika-aktiivisuuskiyrien analysointiin ja esittdmiseen tarkoitettu menetelma.
Se perustuu plasmalokerosta ja n + 1 kudoslokerosta koostuvan yleiste-
tyn lokeromallin perusteella formuloitavaan lineaariseen optimointitehta-
vadn. Spektraalianalyysi sopii kiytettidviksi seki homogeenisille ettd hete-
rogeenisille kudosalueille. Spektraalianalyysin alkuvaiheessa oletetaan, etté
kaikkiin kudoslokeroihin on virtaus plasmalokerosta ja ainoastaan yhdesta
kudoslokerosta ei ole virtausta takaisin plasmalokeroon. Optimointitehtavin
ratkaisun perusteella selvidd tarkasteltavaa kineettisté jarjestelméa kuvaavan
mallin lokeroiden minimimé&ara. Lisdksi vyorytysmenetelmén avulla spekt-
raalianalyysin tuloksesta saadaan estimoitua tuloksen kanssa yhteensopivan
lokeromallin parametreja ja niiden jakautumaa.

Spektraalianalyysin etuna on, ettd tarkasteltavaa ilmiota kuvaavaa loke-
romallia ei tarvitse ennalta kiinnittdd. Kuitenkin analysoitavan datan taus-
talla olevasta lokeromallista on tiedettdvé jotain etukiteen, sillad spektraali-

analyysi sopii varmasti kiytettaviksi vain seuraaviin tapauksiin:

(A) Vahvasti yhtendisiin syklittomiin lokeromalleihin, joissa virtaukset
kudoslokeroista plasmalokeroon ja plasmalokerosta kudoslokeroihin

tapahtuvat yhdesti ja samasta lokerosta.

(B) Erisiin syklittomiin silmukkaehdon toteuttaviin lokeromalleihin, joissa

on yksi tai useampi ansa.

Néin ollen spektraalianalyysid ei voi soveltaa kaikissa tapauksissa, joissa

lokeromallien kiytto on mahdollista. Lisiksi spektraalianalyysin tulosta vas-
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taava fysiologinen tulkinta voidaan muodostaa ainoastaan lokeromallien avul-
la. Tulkintaa hankaloittaa se, ettd useat lokeromallit ovat yhteensopivia
saman spektraalianalyysin tuloksen kanssa.

Tutkielmassa havaittiin, ettd Logan-kuvaaja on tarkasteltua spekt-
raalianalyysiohjelmaa luotettavampi apuviline merkkiaineen distribuutio-
volyymin méirittdmiseen. Syyna spektraalianalyysiohjelman tuottamien tu-
loksien heikommuuteen on todennékoisesti kiytetyn implementaation herk-
kyys plasmakiyran sisdltdmalle kohinalle. Lisdksi kiytetty syOtedata sisdlsi
spektraalianalyysissd laskettavan numeerisen sovituksen kannalta todella vi-
hén mittaustuloksia. Yleisimmin niité oli vain 26 kappaletta.

Spektraalianalyysin kehittdmisestd on jo julkaisuja, mutta sen imple-
mentaation luotettavuuden parantamiseksi tarvitaan tulevaisuudessa lisaé
tutkimusta. Kohina aiheuttaa tulosspektreihin parametrien arvojen poikkea-
mista todellisista arvoistaan seké virheellisia ja kasautuneita pylviitd. Nama
ongelmat on mahdollista ratkaista, jos kohinan miarda kyetdén rajoitta-
maan tai tulosspektrien vierekkiisid pylviitd saadaan yhdistettyd. Lisdksi
voisi pohtia, ettd kannattaisiko merkkiaineen lokerosta toiseen siirtymises-
td ja lokerossa olevaan materiaaliin sekoittumisesta johtuva viive huomioida
merkkiaineen kulkeutumista kuvaavassa yleistetyssd lokeromallissa. Ennen
kuin spektraalianalyysin kiytto datatiedostojen analysoinnin perustyokalu-
na onnistuu, on toteutattava tulosspektrien automaattiseen taulukointiin ja
analysointiin tyokaluja. Lisdksi ohjelmaa on muokattava siten, ettd Turun

PET-keskuksen datatiedostot toimivat suoraan ohjelman syotteené.
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