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1 Johdanto

Tamén opettajalinjan Pro Gradu -tutkielman tarkoituksena on luoda katsaus
analyyttiseen geometriaan. Analyyttinen geometria on lukion opetussuunni-
telman perusteiden mukaan yksi pitkdn matematiikan pakollisista kursseis-
ta, joten aiheesta on jo olemassa oppikirjoja. Tamén tutkielman péalédhtee-
né olen kiyttédnyt kahta teosta: Schaum “s Outline of Theory and Problems
of Plain and Solid Analytic Geometry, jonka on kirjoittanut matematiikan
professori Joseph H. Kindle (Schaum Publishing Co, New York, 1950) seka
Usko Lahden ja Yrj6 Laineen kirjoittamaa Alfa, Lukion laajanmatematii-
kan kurssit 1-4 (Otava, Helsinki, 1987). Tutkielma on koottu yhdistelemalla
edelld mainittuja lahteitd kidyttden apuna my6s muita teoksia, jotka 16yty-
vit lahdeluettelosta. Tutkielmassa olevat kuvat on piirretty Xfig-ohjelmalla.
Esimerkkien ja harjoitustehtévien laatimisessa on apuna kaytetty soveltaen

kaikkia lahdeluettelosta 16ytyvia oppikirjoja.

Tutkielmassa kerrataan myos muihin kursseihin liittyvia asioita, kuten geo-
metriaa, jotta varsinaisten analyyttisen geometrian késitteiden ja ongelmien
ymmarrys olisi syvempéd. Aluksi kerrataan koordinaatistoon liittyvia késit-
teitd seka liitetddn piste ja jana koordinaatistoon. Seuraavaksi tutkielmassa
késitellaan suoraa, sen ominaisuuksia sekd useampien suorien suhdetta toi-
siinsa nahden. Viimeisena aiheena tutkielmassa on kartioleikkaukset, joista
ympyraa kisitellddn erikseen omana kappaleenaan. Jokaisen tutkielman ai-
heen yhteydessa on tarkoitus vahvistaa sekd yhtalojen ja yhtaloryhmien rat-

kaisemisen taitoja etta pistejoukon yhtéalon kasitteen ymmartamista.

Tutkielmaa voisi kdyttdd apuna analyyttisen geometrian opetuksessa, mut-
ta aineiston avulla on my6s mahdollista itsendisesti tutustua analyyttiseen
geometriaan. Viimeisend kappaleena tutkielmassa on tehtévien ratkaisut, jo-
ka toimii jonkinlaisena opettajan oppaana tai apuna itsendisesti analyyttista
geometriaa opiskelevalle. Tehtévillda on usein monia eri ratkaisuvaihtoehto-
ja, mutta tassa viimeisessd kappaleessa on annettu yksi, valilla hyvinkin yk-

sityiskohtainen, ratkaisuvaihtoehto jokaiselle harjoitustehtavélle. Tehtavien



ratkaisut ovat kirjoittajan omaa tuotosta. Tutkielman pa#tavoitteena on, et-
ta lukija ymmartéad, kuinka analyyttinen geometria luo yhteyksia geometris-

ten ja algebrallisten késitteiden vilille.

Geometria on hyvin vanha matematiikan ala, joka kehittyi kiytdnnon tar-
peiden seurauksena. Esimerkiksi muinaisessa Babyloniassa geometria hallitsi
matemaattista ajattelua niin pitkélle, ettd laskennollisia tehtévid pyrittiin
ratkomaan geometrian keinoin. Varsinaiseksi tieteeksi geometria kehittyi an-

tiikin Kreikassa muutamia vuosisatoja ennen ajanlaskumme alkua.

Erittdin merkittava uudistus koettiin 1600-luvulla, kun ranskalainen René
Descartes (1596-1650) otti kiyttoon koordinaatiston. T&llin tasoon piirre-
tyn geometrisen kuvion pisteet voitiin korvata lukupareilla. Ndin geometriset
ongelmat voitiin muuttaa osaksi laskennalliseen muotoon. Téatd menetelmaé
kutsutaan analyyttiseksi geometriaksi. Analyyttisessa geometriassa pyritaan
siis painvastoin kuin vanhan ajan matematiikassa ratkaisemaan geometrisia

tehtavia laskennallisin menetelmin.

René Descartes (1596-1650)



2 Koordinaatisto

Koordinaatistossa jokaisen yksittaisen pisteen sijainti voidaan maéaarata yk-
sikésitteisesti yhden tai useamman luvun avulla. Jos pisteen tarkka sijainti
voidaan ilmaista yhden luvun eli koordinaatin avulla, kyseessé on yksiulot-

teinen avaruus. Esimerkiksi lukusuora on yksiulotteinen koordinaatisto.

Kuva 1: Lukusuora

Origo

Jos pisteen paikan ilmaisemiseen tarvitaan kaksi koordinaattia, kyseessa on
kaksiulotteinen avaruus. Kartta ja tason suorakulmainen xy-koordinaatisto

ovat esimerkiksi kaksiulotteisia.

Kuva 2: Tason xy-koordinaatisto

y

Origo X

Vastaavasti kolmiulotteisessa avaruudessa pisteen paikan ilmaisemiseen tarvi-
taan kolme koordinaattia, esimerkkiné avaruuden kolmiulotteinen xyz-koordi-

naatisto.



Kuva 3: Avaruuden xyz-koordinaatisto

Origo y

Tarvittaessa koordinaatisto voi olla my6s vinokulmainen, jolloin akselit eivét
ole kohtisuorassa toisiaan vastaan. On myos koordinaatistoja, joiden akselit
ovat kdyraviivaisia. Esimerkiksi maapallon pituus- ja leveyspiirien muodosta-
ma koordinaatisto on téllainen. Nyt tarkastelumme rajoittuu ldhinné tason
analyyttiseen geometriaan ja suorakulmaiseen xy-koordinaatistoon, jota kut-

sutaan René Descartesin mukaan myos karteesiseksi koordinaatistoksi.

2.1 Tason suorakulmainen xy-koordinaatisto

Suorakulmaisessa xy-koordinaatistossa taso on jaettu neljadn yhtd suureen
osaan kahden toisiaan vasten kohtisuorassa olevan lukusuoran avulla. Naiden
lukusuorien leikkauspiste on kummankin lukusuoran nollapiste ja nimeltaan
origo. Vaakatasossa olevaa lukusuoraa kutsutaan x-akseliksi ja pystysuoraa
lukusuoraa y-akseliksi. Etdisyytta y-akselista kutsutaan x-koordinaatiksi tai
abskissaksi ja etédisyyttd x-akselista kutsutaan y-koordinaatiksi eli ordinaa-
taksi. Yhdessa nama etaisyydet muodostavat pisteen koordinaatit. Tason jo-
kaista pistettd vastaa siis tarkalleen yksi lukupari (x,y) ja vastaavasti jokaista
lukuparia vastaa yksi tason piste.

Esimerkiksi pisteen (2,-3) x-koordinaatti (eli abskissa) on 2 ja y-koordinaatti

(eli ordinaatta) on -3.



Kuva 4: Piste koordinaatistossa

y

Esimerkki 1 Missé xy-tasossa sijaitsevat ne pisteet, joiden koordinaatit to-
teuttavat ehdon x < 07

Ratkaisu:

Tason y-koordinaatti voi saada mita tahansa arvoja, mutta x-koordinaatti
voi saada vain arvoja z < 0. x < 0 y-akselin vasemmalla puolella ja x = 0
vain y-akselilla sijaitsevilla pisteilld. Koska molempien ehtojen on oltava yh-

tdaaikaisesti voimassa, ratkaisualueena on y-akseli ja sen vasen puoli.



2.2 Tehtavia

Tehtava 1 Missd xy-tasossa sijaitsevat ne pisteet, joiden koordinaatit to-
teuttavat ehdon
a)y #0 b) z>1 c)r=0jay=07

Tehtava 2 Veneestd on loppunut polttoaine ja kapteeni on ankkuroinut sen
paikoilleen. Vene sijaitsee majakasta katsottuna 350 metrid suoraan luotee-
seen. Ilmoita veneen sijainti xy-koordinaatteina, kun koordinaatiston origo-
na on majakka ja koordinaatiston akselit ovat sen kautta itdan ja pohjoiseen

kulkevat suorat. Koordinaatiston ruutuvalind on 100 metria.



3 Jana

3.1 Janan pituus

Jana on suoran patké, jonka padtepisteind on suoran kaksi eri pistettéd. Usein
jana nimetdan sen paitepisteiden mukaan, esim. jos janan padtepisteet ovat
piste A ja piste B, kyseessi on jana AB. Janan pituutta merkitddn |AB| ja

tama pituus on aina positiivinen.

Esimerkki 2 Janan péétepisteet ovat A(3,1), B(-2,1). Laske janan AB pi-

tuus.

Kuva 5:

B(-2,1) A(3,1)

Ratkaisu:

Koska molempien pééatepisteiden y-koordinaatti on sama, jana AB on x-
akselin suuntainen. T&ll6in janan AB pituus on x-koordinaattien erotuksen
itseisarvo eli |AB| = |-2 — 3| = |-5| = 5.

Lause 3.1. z-akselin suuntaisen janan AB pituus on x-koordinaattien ero-
tuksen itseisarvo: |AB| = |xe — x1].
Vastaavasti y-akselin suuntaisen janan CD pituus on y-koordinaattien ero-

tuksen itseisarvo: |CD| = |ya — y1].



Pisteiden P ja Q viliselld etédisyydella tarkoitetaan samaa kuin janan PQ pi-

tuudella.
Esimerkki 3 Laske pisteiden A(-5,-2) ja B(-2,2) vélinen etéisyys |AB].

Kuva 6:

y

B(-2,2)
/ + 4 1 x

A(-5-2) C(2r2)

Ratkaisu:

Pisteiden A ja B etéisyys on janan AB pituus. Jana AB on hypotenuusa suo-
rakulmaisessa kolmiossa, jonka kateetit ovat x-akselin ja y-akselin suuntaiset.
x-akselin suuntaisen kateetin pituus on |5 — (=2)| = |—3| = 3 ja y-akselin
suuntaisen kateetin pituus on vastaavasti |[-2 — 2| = |—4| = 4. Janan AB

pituus saadaan Pythagoraan lauseen avulla:

|AB|* =3% + 47
|AB|* =25 (Vam
|AB| =5.

Vastaus: Janan AB pituus on 5.

Huom! Otetaan huomioon vain neli6juuren positiivinen arvo, silld janan pi-

tuus ei voi olla negatiivinen.



Lause 3.2. Pisteiden P(x1,y1) ja Q(x2,ys) vdlinen etdisyys on

|PQ| = /(2 — 21)% + (y2 — 11)*.

Todistus. Olkoon janan AB péadtepisteet A(x1,41) ja B(xs,ys). Pisteet A
ja B muodostavat pisteen C(z1,y2) kanssa koordinaatistoon suorakulmaisen

kolmion, jonka hypotenuusa jana AB on.

Kuva 7:
Yy
A(Z‘l, 3/1)
A
: 1 \ X
O(fﬂl’yﬂ B(x27y2)

Talloin x- ja y-akselien suuntaisten kateettien AC ja BC pituudet ovat paé-
tepisteiden koordinaattien erotusten itseisarvoja:

AC = |ys — 1| ja BC = |z9 — x1].

Merkitdén lyhyemmin janan AB pituutta |AB| = d. Pythagoraan lauseen

avulla saadaan pituus d:

d* =y — I1|2 + y2 — Z/1|2
d? =(zy — 1‘1)2 + (yo — y1)2 ||\/_ ,d >0
d :\/(952 —21)% + (y2 — 11)?

Huom! Itseisarvojen poistaminen on sallittua, koska molemmat itseisarvo-

lausekkeet on korotettu toiseen potenssiin. Il



3.2 Janan keskipiste

Kun jana jaetaan kahteen yhtd suureen osaan, janan jakavaa pistetta kutsu-

taan janan keskipisteeksi.

Lause 3.3. Pisteiden (x1,y1) ja (x2,y2) vdlisen janan keskipisteen koordi-

naatit ovat

_ Tt . _ Nty
9 J Yk 5

Todistus. Olkoon P(z1,y;) ja Q(xe,ys) janan PQ pédtepisteet ja olkoon

T

K (xy, yx) janan PQ keskipiste. Kun otetaan avuksi piste R(z1,yz), saadaan
muodostettua suorakulmainen kolmio PQR, jonka kateetit ovat koordinaat-
tiakselien suuntaiset. Kun kolmioon PQR piirretdéan pisteen K kautta sivun

PR suuntainen suora, saadaan yhdenmuotoiset kolmiot KQS ja PQR.

Kuva 8:

Koska yhdenmuotoisissa kolmioissa vastinjanojen pituuksien suhde on sama,

on
QK Q5 1 .. 1
ﬁ_QR_Q"]OHOln QS—2QR.

Kuvion merkintoja hyviksi kiyttaen voidaan kirjoittaa

T, — Ty = L(x1 — x2), josta

10



1 1 T+
xk:I2+%($1—$2)=§$1+§$2= 12 2

Vastaavasti voidaan osoittaa, etta

1 1 y1+y2
yk=y2+%(y1—y2)=§y1+§y2: 5 [

Esimerkki 4 Kolmion kérkipisteet ovat A(—2,2), B(3,—2) ja C(4,4).
Maarita kérjesta B piirretyn keskijanan BD pituus.

Kuva 9:

Ratkaisu:
Kolmion keskijana yhdistdd kulman B ja sen vastaisen sivun AC keskipisteen
D. Lasketaan ensin keskipisteen D koordinaatit:
4—-2 2 ) 442 6
xk:T:§:1 ja yk:T:§:3.
Keskipisteen D koordinaatit ovat siis (1,3). Nyt voidaan méaérittaa keskija-

nan BD pituus:
IBD| = /(1 =32+ (3+2)2=/(-2)2+52 =29~ 5,4.

Vastaus: noin 5,4

11



3.3 Tehtavia

Tehtdva 3 Méaritd pisteen a) (—3,—4), b) (x,y) etdisyys origosta.

Tehtdva 4 Kolmion kéirjet ovat pisteissd A(—3,—4), B(4,0) ja C(1,3).
Osoita, ettd kolmio ABC on tasakylkinen.

Tehtéva 5 Janan péadtepisteet ovat P(—4,5) ja Q(6,—1). Laske janan kes-
kipisteen K etéisyys pisteestd R(—5, —2).

Tehtéva 6 Piste (—1,4;0,9) on janan AB keskipiste. Madritd pisteen B

koordinaatit, kun pisteen A koordinaatit ovat (—5,4).

12



4 Suora

Suoraa viivaa, joka jatkuu molempiin suuntiin rajattomasti, kutsutaan suo-
raksi. Suoralla ei ole alkua, loppua eikd leveytta. Suoralla ei siis ole paate-
pisteité, toisin kuin esimerkiksi janalla. Kaksiulotteisessa karteesisessa koor-
dinaatistossa eli xy-tasossa suoria ovat vakiofunktioiden sekd ensimmaéisen

asteen polynomifunktioiden kuvaajat.

4.1 Suoran suuntakulma

Annetun pisteen kautta kulkee aina &arettémén monta suoraa. Samoin an-
netun suoran s suuntaisia suoria on darettémén monta. Sen sijaan annetun
pisteen P kautta kulkee vain yksi suoran s suuntainen suora. Suoran suuntaa

voidaan tutkia esimerkiksi suoran suuntakulman avulla.

Suoran suuntakulma on suoran ja positiivisen x-akselin vélinen terévé tai
suora kulma. x-akselin ylapuolella suuntakulma on positiivinen ja alapuolel-
la negatiivinen. x-akselin suuntaisen suoran suuntakulma on 0° ja y-akselin
suuntaisen suoran suuntakulma on 90°. N&in ollen suuntakulman o maérit-
telyvali on —90° < a0 < 90°.

13



Esimerkki 5 Tutkitaan kuvan 10 suoria.

Kuva 10:

m y k

\

Suoran k suuntakulma a; > 0°, jolloin suora k on nouseva. Suoran |1 suunta-
kulma as < 0°, jolloin suora | on laskeva. Koska suora n on x-akselin suuntai-
nen, sen suuntakulma as = 0°. y-akselin suuntaisen suoran m suuntakulma
gy = 90°.

4.2 Suoran kulmakerroin

Piirretaén koordinaatistoon suora, joka kulkee pisteiden A(—2,—2), B(1,4)
ja C(2,6) kautta ja tutkitaan suhdetta

y-koordinaatin muutos

x-koordinaatin muutos

siirryttéessa pisteestd A pisteeseen B ja edelleen pisteeseen C.

14



Kuva 11:

y

N

[ BRI
>

Siirryttéiessé pisteestd A pisteeseen B y-koordinaatin muutos x-koordinaatin
muutoksen suhteen on g = 2.
Siirryttaessé pisteestd B pisteeseen C tdmé suhde on % = 2.

Molemmat suhteet ovat siis samat.

Kun siirrytddn suoraan pisteestd toiseen, niin suhde

y-koordinaatin muutos Ay

x-koordinaatin muutos Az
on aina sama. Tata koordinaattien muutoksen suhdetta sanotaan suoran kul-
makertoimeksi. Merkitaén jatkossa kulmakerrointa kirjaimella k.
Suora on nouseva, kun kulmakerroin on positiivinen. Vastaavasti suora on

laskeva, kun kulmakerroin on negatiivinen.

Suoran suuntakulman « ja sen kulmakertoimen k vililla on yhteys, joka sel-

vinnee kuvasta 12.

15



Kuva 12:

y

Tama yhteys tarkentuu seuraavassa lauseessa.
Lause 4.1. Suuntakulman avulla ilmaistuna kulmakerroin
k =tana, kun a # 90°.

Olkoon s ja sy suoria (kuva 13). Maaritetddn seuraavaksi suorien s; ja so

kulmakertoimet.

Kuva 13:

51

16



Siirryttéiessa pisteesté toiseen x-akselin suuntaisella suoralla s; y-koordinaatti

. C ~koordinaati t
el muutu, jolloin suhde YS2XCmaszn oS
’ x-koordinaatin muutos

on siis 0. Suoran s; kulmakerroin
on 0.
Siirryttéiessé pisteesta toiseen y-akselin suuntaisella suoralla s; x-koordinaatti

ei muutu eli x-koordinaatin muutos on 0. Koska nollalla ei voi jakaa, suhdet-

t y-koordinaatin muutos
x-koordinaatin muutos

Myo6s madritettaessa y-akselin suuntaisen suoran kulmakerrointa suuntakul-

ei ole médaritelty. Suoralla s, ei siis ole kulmakerrointa.

man avulla (lause 4.1) paddytddan samaan tulokseen, silld y-akselin suuntai-
sen suoran suuntakulma a = 90°, jolloin tan « ei ole méaéritelty. Seuraava

lause tiivista edelld saadut tulokset.

Lause 4.2. X-akselin suuntaisen suoran kulmakerroin on 0, mutta y-akselin

suuntaisella suoralla ei ole kulmakerrointa.

Tutkitaan seuraavaksi, miten mééritetddan pisteiden A(zq,y1) ja B(xs,ys)
kautta kulkevan suoran kulmakerroin, kun kyseinen suora ei ole kummankaan

koordinaattiakselin suuntainen.

Kuva 14:

Kuviossa suora on nouseva ja télloin suuntakulma o > 0°. Kuvion kolmion
sivu AC on x-akselin suuntainen. Nyt pisteiden A ja B kautta kulkeva suo-

ra leikkaa yhdensuuntaiset suorat, jolloin samankohtaiset kulmat ovat yhté

17



suuret. Kuvioon piirretyssé kolmiossa siis myos kulma BAC = «. Koska kol-
mio ABC' on suorakulmainen ja |BC| = yo — 1 ja |AC| = z3 — 21, saadaan

trigonometrian mukaan

|BC| _ YU
‘AC| To — iL’l'

tana =

Lauseen 4.1 nojalla k = tan «, joten yhtélé saadaan muotoon

Y2 — U1
$2—$1'

k;:

Lause 4.3. Pisteiden (x1,y1) ja (z2,ys) kautta kulkevan suoran kulmakerroin

k:yz—?h;
To — 1

kun x1 # xo eli suora ei ole y-akselin suuntainen.

Esimerkki 6 Onko piste C'(—50, 1025) pisteiden A(50,1325) ja B(75,1400)

kautta kulkevalla suoralla?

Ratkaisu:
Piste C on suoralla AB, jos ja vain jos suoralla AC on sama kulmakerroin
kuin suoralla AB. Lasketaan suorien AB ja AC kulmakertoimet.

Suoran AB kulmakerroin:

1400 — 1327 75
75—50 25

Suoran AC kulmakerroin:

1025 — 1325 —300
—50—50  —100

3.

Koska suorien AB ja AC kulmakertoimet ovat samat, piste C sijaitsee pistei-

den A ja B kautta kulkevalla suoralla.

Vastaus: On.

18



Jos kaksi suoraa ovat yhdensuuntaiset, niiden kulmakertoimet ovat samat
tai molemmat suorat ovat y-akselin suuntaisia. Jos kulmakertoimet ovat eri-
suuret, suorat eivit ole yhdensuuntaiset ja leikkaavat toisensa yhdessé pis-
teessd. Taman leikkauspisteen koordinaatit toteuttavat molempien suorien
yhtalot.

Esimerkki 7 Suora [; kulkee pisteiden (—3,—1) ja (1,1) kautta ja suora
Iy kulkee pisteiden (—4, 3) ja (—2,4) kautta. Leikkaavatko suorat toisensa?

Ratkaisu:

Lasketaan suorien [y ja lo kulmakertoimet.

S ly: k=——7—F~=-=—

uora [ 1=(=3) 1 2
4—-3 1
Suora lg: k= _2_—<_4) = 5

Kuva 15:
y
ly
ly
1__
1 x

Koska suorat [y ja [y eivit ole sama suora ja niiden kulmakertoimet ovat yhta

suuret, suorat ovat yhdensuuntaiset. Ne eivat siis leikkaa missédan pisteessa.

Vastaus: Suorat eivat leikkaa.



4.3 Suoran yhtalot

Suoran yhtalo voidaan madrittéd, jos suoralta tunnetaan yksi piste seka suo-

ran suunta eli kulmakerroin on tunnettu.

Johdetaan seuraavaksi suoran yhtéld. Olkoon piste (x,y) suoran [ mielival-

tainen piste ja olkoon piste (z,,y,) suoran [ kiinted piste.

Kuva 16:

($07Z/0)/

Suoran [ kulmakerroin on siis

k=2"" (0 #a,).
T — X

Yhtalo voidaan saattaa muotoon y — yo = k(x — zp).
T&amé yhtélo on tosi minké tahansa suoran [ pisteen (x,y) koordinaattiar-
voilla. Toisaalta jokainen piste, jonka koordinaatit toteuttavat yhtélon, on

suoran piste. Yhtalod kutsutaankin suoran [ yhtaloksi.

Lause 4.4. Jos suoran kulmakerroin on k ja se kulkee pisteen (xo,vo) kautta,

suoran yhtalo on y — yo = k(z — x,).

Jos suoran kiinted piste on (0, b) eli piste sijaitsee y-akselilla ja piste (z,y)

on edelleen mielivaltainen, suoran kulmakerroin on

—b
p=2 0’ kun x # 0.

€xr —
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Téasta saadaan kxr = y — b ja edelleen y = kx + .

Suora y = kx + b leikkaa y-akselin pisteessé (0,b), joten origon (0,0) kaut-
ta kulkevan suoran yhtalo on y = kx. Kun kulmakerroin £ = 0, on suora
x-akselin suuntainen ja sen yhtélé on y = b. x-akselin yht&lo on siis y = 0.

Kuten edella esitetty, y-akselin suuntaisella suoralla ei ole kulmakerrointa.
Jos téllainen y-akselin suuntainen suora kulkee pisteen (a, b) kautta, sen jo-
kaisella pisteelld on sama x-koordinaatti eli y-akselin suuntaisen suoran yh-

talo on siis x = a. y-akselin yhtalo on vastaavasti x = 0.
Lause 4.5. Suoran yhtdlo ratkaistussa muodossa on y = kx + b tai x = a.

Siirtamaéllé yhtélon kaikki termit samalle puolelle jokaisen suoran yhtélo voi-
daan saattaa muotoon ax + by + ¢ = 0, jossa kertoimet a, b ja c ovat reaa-
lilukuja. Minkd tahansa muotoa ax + by + ¢ = 0 olevan yhtélon kuvaaja on
suora, kun a # 0 tai b # 0.

Jos a =0 jab # 0, saadaan yhtdlé muotoon y = —g, joka on x-akselin suun-
taisen suoran yhtalo.

Jos taas b = 0, mutta a # 0 saadaan yhtdlostd ax + by + ¢ = 0 y-akselin
suuntaisen suoran yhtéalo xr = ——.

Yhtélod ax + by +c = 0 kutsu%aankin suoran yhtalon yleiseks: muodokst,
koska erikoistapauksina tastd yhtéalostd saadaan myos koordinaattiakselien

suuntaiset suorat.

Lause 4.6. Ensimmdisen asteen yhtdilon ax + by + ¢ = 0 kuvaaja on aina
suora, kun a # 0 tai b # 0.
Tdsta suoran yhtdlon ylewsestd muodosta saadaan myds koordinaattiakselien

suuntaiset suorat.
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Esimerkki 8 Suora kulkee pisteen (—1,—1) kautta ja sen kulmakerroin on

1
3 Muodosta suoran yhtéalo. Muuta muodostamasi yhtalo sekd ratkaistuun

etta yleiseen muotoon.

Ratkaisu:

Sijoitetaan suoran yhtaloon y —yo = k(x — x,) pisteen (—1, —1) koordinaatit
. . . 1

xo = —1 ja yo = —1 sekd kulmakerroin k = 5:

y—(-1) =5(z = (-1))

1

Seuraavaksi saatetaan muodostettu suoran yhtéld ratkaistuun muotoon:

1

1
fl=x 4=
L
=—X —_ —
4 3
1 2
=0T — —
Y7377 3

Tehtévané on vield saattaa suoran yhtélo yleiseen muotoon. Yleensa yhtélos-

té poistetaan samalla nimittajat.

y+1l==(z+1) |-3

1
3

3(y+1) =(x+1)
3y +3—ax—1=0

—x 4+ 3y +2=0

Vastaus: suoran yhtalo on y+1 = %(x—i— 1), ratkaistussa muodossa y = %x+

W=

ja yleisessd muodossa x — 3y — 2 = 0.
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Esimerkki 9 Suora kulkee pisteen (4, —2) kautta ja on suoran

5y + 9z — 2 = 0 suuntainen.

Kuva 17:

5y + 9 — 2 =

a) Madrita suoran yhtalo.

b) Missé pisteissé suora leikkaa koordinaattiakselit?

Ratkaisu:
a) Yhdensuuntaisten suorien kulmakertoimet ovat samat. Saatetaan suora

5y + 9x — 2 = 0 ratkaistuun muotoon:

S5y + 9z — 2 =0
oy = —9x + 2
9 n 2
= — =X —_
Yy 5 5
jolloin saadaan kulmakerroin £ = —% Nyt pystytdan méaarittdmaan suoran
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9
yhtdlo sijoittamalla pisteen (4, —2) koordinaatit ja kulmakerroin k& = ——

5
suoran yhtaloon y — yo = k(z — x,):
9
y— (-2 =— ;-4
+2=- 9:1: + 50
YTET T
9
= _—Zr4+5=
Yy 5x + 5
b)Yhtilon ratkaistusta muodosta y = —2z + 5¢ nihdéén, etté suora leikkaa

y-akselin pisteessi (0,52 ).
Suoran ja x-akselin leikkauspisteessid y-koordinaatti on 0. Sijoitetaan arvo

y = 0 edelld olevaan yhtaloon ja ratkaistaan yhtalo:

9 26

0=—- —

5 75
9 26

g == 5

==

9z =26 | :9
x :2§.
9

Vastaus: Kysytyn suoran yhtdlo ratkaistussa muodossa on y = —x + 5%.

)

Suora leikkaa y-akselin pisteessi (0, 5%) ja x-akselin pisteessi (2%, 0).

4.4 Kahden suoran leikkauspiste

Suoran ax + by + ¢ = 0 jokaisen pisteen koordinaatit toteuttavat suoran yhta-
16n. Vastaavasti pisteiden, jotka eivat sijaitse kyseiselld suoralla, koordinaatit

eivit toteuta suoran yhtaloa.

24



Kaksi tason suoraa voivat

e leikata toisensa

e olla yhdensuuntaisia olematta kuitenkaan samoja tai
e olla sama suora.

Suorien ax + by + ¢ = 0 ja dz + ey + f = 0 mahdolliset yhteiset pisteet

saadaan selville ratkaisemalla yhtalopari

ar +by+c=0
dr +ey+ f=0.

Kuva 18:

Kuvan 18 kohdassa
1. yhtéloparilla on yksi ratkaisu.
2. yhtéaloparilla ei ole ratkaisuja.

3. yhtaloparilla on ddreton méara ratkaisuja.
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Esimerkki 10 Méarita suorien 2o —y+3 = 0 ja x + y + 2 = 0 leikkauspiste.

Kuinka suuri on néiden suorien ja y-akselin rajaaman kolmion ala?

Ratkaisu:
Leikkauspisteen koordinaatit toteuttavat molemmat yhtalot, eli ne toteutta-

vat yhtaloparin

20 —y+3=0
r+y+2=0
Ratkaistaan yhtalopari eliminoimalla toinen muuttujista. Lasketaan yhtalct

yhteen. Koska muuttujan y kertoimet ovat vastalukuja, saadaan yksi yhden

muuttujan yhtalo:

2 =y +3 =0
r +y +2 =0
3z +5 =0

5
Téstéd yhtalostd saadaan ratkaistua @ = ——.

y:n arvo saadaan sijoittamalla saatu x:n arvo kumpaan tahansa alkuperéi-

seen yhtaloon:

)
2 2 =0
3 +y+
)
—2 9
Y73
1
Y773
. . . . o 5 1
Suorien 2z —y+3 =0 ja x +y + 2 = 0 leikkauspiste on siis piste (—5, _5)
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Kuva 19:
y /

N

Suorien ja y-akselin rajaaman kolmion kannaksi valitaan suorien y-akselista
rajaama jana. Suorien yhtéloiden ratkaistuista muodoista y = 22 + 3 ja
y = —r—2 ndhdéén, ettd suorat leikkaavat y-akselin pisteissa (0, 3) ja (0, —2).

Kolmion kannan pituus on
13— (=2)| =13+2|=5.

Kolmion korkeus on sama kuin suorien leikkauspisteen etéisyys y-akselista,

eli leikkauspisteen x-koordinaatin itseisarvo:

5 1 1
Vastaus: Leikkauspiste on piste ( —3 —5) ja kolmion ala on 46.
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Esimerkki 11 Osoita, ettd suorat —ax + y — 8 — 3a = 0 kulkevat saman

pisteen kautta riippumatta vakion a arvosta.

Ratkaisu:
Kutakin vakion a arvoa vastaa tietty suora. Antamalla vakiolle a eri arvoja
saadaan ddreton madra suoria. Annetaan vakiolle a nyt arvot 0 ja 1:
a=0:
—Oz+y—-—8-3-0=0
y—8=0

—lr+y—-—8-3-1=0
—r+y—11=0

Lasketaan néin saatujen suorien y — 8 = 0 ja —x + y — 11 = 0 leikkauspiste:

y—8=0
—x+y—11=0

Saatetaan ensimmaéinen yhtdlo muotoon y = 8 ja sijoitetaan se toiseen yhta-

166n:
—x+8—11=0
=3 ()
r=-3

Néiden suorien leikkauspiste on siis (—3, 8). Sijoitetaan leikkauspisteen koor-

dinaatit alkuperaiseen yhtaloon:
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—a-(=3)+8—-8—3a=0
3a — 3a =0
0=0

Pisteen (—3,8) koordinaatit siis toteuttavat yhtélon riippumatta vakion a
arvosta, joten kaikki suorat —ax 4+ y — 8 — 3a = 0 kulkevat pisteen (—3,8)
kautta. [

4.5 Kahden suoran valinen kulma

Kahden suoran vélisella kulmalla « tarkoitetaan yleensa kahden suoran vé-
lista terdvaa tai suoraa kulmaa, jolloin suorien vélinen kulma o < 90°. Jos
suorat ovat yhdensuuntaiset tai sama suora, kulman suuruudeksi on sovittu

0°. Suorien valinen kulma « toteuttaa siis ehdon 0° < o < 90°.

Kuva 20:

> XN

Lause 4.7. Jos suorien kulmakertoimet ovat ki ja ks, suorien vilinen kulma
a voidaan laskea kaavasta

ki1 — ko
14+ kiks

tana = ‘
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Todistus.

Kuva 21:

Ly Ly

Olkoon suoran L; kulmakerroin k; ja suoran Lo kulmakerroin ks. Koska kol-
mion kulmien summa on 180° ja vieruskulmien summa on 180°, on 0y =
a + 0, ja edelleen a = 6y — 0;. Taman ja lauseen 4.1 nojalla voidaan kirjoit-
taa

tan 05 — tan 6, ko — ky

1 + tan 0, tan 6, 1 + koky

tan = tan (6 — 60;) =

Esimerkki 12 Laske suorien y = 2 ja —2x 4 3y — 4 = 0 valinen kulma 0,1

asteen tarkkuudella.

Ratkaisu:
Ratkaistaan ensin suorien kulmakertoimet.
Suora y = 2 on x-akselin suuntainen, jolloin sen kulmakerroin £y = 0.

Saatetaan suora —2x + 3y — 4 = 0 ratkaistuun muotoon:

—2x+3y—4=0
3y =2z +4 |3
2 +4
==+ —.
Y7373
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Tasta ndhdaédn, ettd kulmakerroin ko =

Wl N

2
Sijoitetaan nyt kulmakertoimet k1 = 0 ja ky = 3 edelld esitettyyn kaavaan
k1 — ko B ' 2‘ B

2
14 kiks

1+0-2

tana = '

josta voidaan ratkaista suorien vélisen kulman o« suuruus:

tana =—
3

a ~33,7°.

Vastaus: Annettujen suorien vélinen kulma on noin 33,7 °.

Kun suorien vélinen kulma a = 90°, suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vas-
taan. Talloin tan o ei ole méadaritelty, jolloin suorien vélisen kulman yhtéalossé
nimittdjan 1 + kyks on oltava nolla. Télloin siis k1ko = —1. Vastaavasti, jos
1 + k1ko on nolla, suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Kaksi suoraa ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan myos silloin, kun suorat
ovat koordinaattiakselien suuntaisia, vaikka edella esitetty ehto ei télloin ole-

kaan voimassa.

Lause 4.8. Kaksi suoraa ovat kohtisuorassa toisiaan vasten tasmdlleen sil-

loin, kun nitden kulmakertoimet ki ja ko toteuttavat ehdon
kiko = —1
tai toinen suora on x-akselin ja toinen y-akselin suuntainen.

Suora, joka on kohtisuorassa toista suoraa vastaan, on tdmén normaali.
Olkoon suoran [ kulmakerroin —. Télloin siis y-koordinaatin muutos on a ja
x-koordinaatin muutos on 0. Kuvassa 22 on esitetty suora [ ja koordinaattien

muutokset apukolmion avulla.
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Kuva 22:

Kun suoraa [ kierretdan 90 °, saadaan suoran [ normaali n ja samalla suoran

[ apukolmio kiertyy normaalin n apukolmioksi. Kuviosta ndhdéaan, etta nor-

maali n on laskeva suora ja ettd sen kulmakerroin on ——.
a

. a . .
Lause 4.9. Jos suoran kulmakerroin on 7 sen normaalin kulmakerroin on

. ) b
suoran kulmakertoimen kdadanteisluvun vastaluku ——.
a

Esimerkki 13 Maérita sen suoran yhtélo, joka kulkee pisteen (3,5) kautta

ja on kohtisuorassa suoraa 8x + 2y — 2 = 0 vastaan.

Ratkaisu:

Saatetaan yhtalo 8x + 2y — 2 = 0 ratkaistuun muotoon y = —4x + 1. Tastéa
niahdaan, ettd kyseisen suoran kulmakerroin on —4. Tamén suoran normaa-
lin, eli suoraa vasten kohtisuorassa olevan suoran, kulmakerroin on talloin E

(suoran 8z + 2y — 2 = 0 kulmakertoimen kddnteisluvun vastaluku).
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Kuva 23:

S8r+2y—2=0\ vy

,_.__
"

Koska suora kulkee pisteen (3,5) kautta, pystytddn nyt muodostamaan nor-

maalin yhtalo:

1
y—5=y(x-3)
1 +17
= _
V=1

1 1
Vastaus: y = 15 + 41.

4.6 Pisteen etiisyys suorasta

Pisteen etdisyydelld suorasta tarkoitetaan yleensé pisteen lyhinté eli kohti-
suoraa etaisyytta suorasta.

Lause 4.10. Pisteen P(xg,yo) etdisyys d suorasta ax + by +c =0 on
_awg + byo + ¢

va? + b?

Osoittajassa on siis pisteen P(x,,yo) koordinaatit sijoitettuna lausekkeeseen

d

ar+by+c = 0 ja nimittajassa on yhtalon kertoimien a ja b nelididen summan

neliojuurt.

Todistus. Oletetaan, ettd suoran yhtélossa a # 0 ja b # 0 eli kyseinen suora

el ole kummankaan koordinaattiakselin suuntainen.
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Kuva 24:

P(l“o, 2/0)

ar+by+c=0

Pisteen P(z0,yo) etéisyys d suorasta az + by + ¢ = 0 on kohtisuora vilimatka
PQ.
Suoran PQ yhtalo on y — yo = kpg(z — x0).

a c
Suoran ax + by 4+ ¢ = 0 yhtélo ratkaistussa muodossa on y = —ga: — josta
a

saadaan kulmakerroin k, = —7
Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos kulmakertoimien tulo on —1.

Téta hyodyntamaélla voidaan ratkaista kulmakerroin kpg:

kpg - ks = — 1
[0 a
kro (-5)=—1 [+ (=5)
b
koo ——
PQ a
b

suoran P() yhtélo on siis y — yo = —(z — o).
a
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Etéisyys d on sama kuin janan P(Q) pituus eli

d=PQl = /=2 + (y— ) = \/(z — 20)* + (4(z — m0))?

= /(14 B)(@ - )2

y—yozg(x—xo) oli y= g(l'—xo)‘iryo

_ a C _ a C
Yy=—%T % y= —5r—3

Yhtaloparista

saadaan kayttdmalla sijoitusmenetelmaa

( )+ a c
—(x—x =—-r— -
a 0 Yo b b
a a c
—(* —x0) + -2+ - +yo =0
p (T = 20) +pa+ 4o
b n a b c b
T+ -r=—-x9— - — .
a b a’ b Yo
b? b?
ar + —x =—x9— byg — ¢
a a
b? b? b?
a+ —)r=—x9—byy—c t(a+ —
(a4 =)o =—z—bgp—c | (a+—)
_%l‘o —byy — ¢
— - %
Tasté ratkaistaan erotus x — xg:
Vahennetdaan yhtalon molemmilta puolilta termi xzq
%xo —byy —c
T — X :—1)2 — X
a+ o
%a:o —(a+ %)xo —byp — ¢
r — Ty = 2
a+ -
_—(Cmo —byo — ¢)
T — Ty = b2 .
a + "
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Sijoitetaan ratkaistu lauseke erotuksen x — z( paikalle etdisyyden d lausek-

keeseen:

a? (a+£)2

a

=il \/<1 ¢ Oylozo =Py =)y, \/ 11 ¥y (lazo = by — o))

B <1+b_2)(ax0+by0+c)2 _ [laxo +byo +¢)*  |axg + by + ¢
a?”  a2(1+ 2—2)2 a?(1+ Z—z) Va2 + b2

siis pisteen (g, yo) etaisyys d suorasta ax + by + ¢ = 0 on

awo + byo + ¢

Va? + b?

Todistuksessa oletettiin, ettd suora ei ole kummankaan koordinaattiakse-

d O

lin suuntainen. Kaava kuitenkin voidaan osoittaa oikeaksi myos tapauksissa
a =0 tai b = 0. Talla kertaa tdma todistus kuitenkin sivuutetaan.
Esimerkki 14 Mé&éarita pisteen (4, —2) etiisyys suorasta y = 3z + 6.

Ratkaisu:

Saatetaan suoran yhtélo ensin yleiseen muotoon ax + by + ¢ = 0:

y=3r+6
—3r+y—6=0
Sijoitetaan annetun pisteen koordinaatit xg = 4 ja yo = —2 seké suoran yh-
talon kertoimet a = —3, b = 1 ja ¢ = —6 lauseen 4.10 pisteen etdisyyden
kaavaan:
J— lazo + byo + | _ |-3-4+1-(-2)—6] [-24] 24 ~7.6.

Va1 1 VERETLE V0 Vo

Vastaus:—— ~ 7, 6.

V10
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Kulman puolittajaksi kutsutaan kulman kérjestd alkavaa puolisuoraa, joka

jakaa kulman kahdeksi yhta suureksi kulmaksi.

Kuva 25:

Kulman puolittajan muodostavat ne pisteet, jotka ovat yhta etdalla kulman

kyljista.

Esimerkki 15 Maérita suorien 3z — 4y +8 =0 (Ly) ja bx + 12y — 15 =10

(Ls) valisten kulmien puolittajien yhtéalot.

Kuva 26:
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Ratkaisu:
Olkoon piste P(x,y) miké tahansa piste kulmanpuolittajalla S;. Lasketaan
pisteen P(x,y) etdisyys d; suorasta Lq, jonka yhtélo on 3z — 4y + 8 = 0:

_awg +byo +c| |3z —4y+8]  [3x — 4y + §

d — _ _
Ve R 32+ (—4)2 5

Lasketaan saman pisteen P(z,y) etdisyys dy suorasta Lo, jonka yhtilo on
or + 12y — 15 = 0:

axo+byo +¢| |5+ 12y — 15| |5z + 12y — 15|

VET B NZESTE E

Koska kulmanpuolittajan mielivaltainen piste P on yhtd kaukana kulman

da

kyljista Lq ja Ls, voidaan muodostaa yht&lo

|32z —4y + 8| |5z + 12y — 15|
5 B 13
1313z — 4y + 8| =5 |5z + 12y — 15|

Poistetaan itseisarvomerkit padttelylld |a| = |b|, kun @ = £b, jolloin saadaan:
13(32 — 4y + 8) = % 5(5z + 12y — 15)

Sieventamaélla lausekkeet saadaan kulmanpuolittajien yhtéloiksi
14x — 112y + 179 = 0 ja 64x + 8y + 29 = 0.

Vastaus: 14x — 112y 4+ 179 = 0 ja 64z 4+ 8y 4+ 29 = 0.
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4.7 Tehtavia

Tehtéva 7 Suora kulkee pisteiden a) (7,1) ja (5,0) b) (2,4) ja (2,—-1)
c) (0,—1) ja (=3,-1) d) (—2,4) ja (1,-5) kautta.
Laske suoran kulmakerroin ja ilmoita, onko suora laskeva, nouseva vai ehka

koordinaattiakselien suuntainen.

Tehtéva 8 Osoita, ettd pisteet A(—3,4), B(3,2) ja C(6,1) sijaitsevat sa-

malla suoralla.

Tehtava 9 Kolmion kirjet ovat pisteissa A(5,7), B(1,—3) ja C'(=5,1).
Osoita, etté sivujen AB ja BC keskipisteitd yhdistéva jana on yhdensuuntai-

nen sivun AC kanssa.

Tehtéva 10 a) Mikd on suoran 3z 4 2y = 7 kulmakerroin?

b) Missé pisteessd tdmé suora leikkaa y-akselin?

Tehtdva 11 Mikd on sen suoran yhtilo, joka kulkee pisteen (2, —3) kaut-

ta ja jonka suuntakulma on 60 °?

Tehtava 12 Milla vakion a arvolla suorat 2ax + 2y + 10 = 0 ja
(a + 3)xr — 2y — 1 = 0 ovat yhdensuuntaiset?

Tehtava 13 Laske sen kolmion pinta-ala, jonka sivuina ovat suorat
r+y—3=0, =3x+y— 8 =0 sekdl x-akseli.

Tehtava 14 Maédritd niiden suorien yhtélot, joiden kulmakerroin on —1
ja jotka muodostavat koordinaattiakselien kanssa pinta-alaltaan 24 pinta-

alayksikkoa olevan kolmion.
Tehtava 15 Maérita vakio a siten, ettd suorat 2z + 3y — 1 =0,

y=—x+ajaar—y+ T7a+5=0 leikkaavat samassa pisteessa.

Miké tama piste on?
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Tehtava 16 Kolmion kérjet ovat pisteissd A(—5,4), B(—2,—5) ja C(6,—2).

Laske kolmion kulmat ja anna vastauksesi asteen tarkkuudella.

Tehtava 17 Osoita, ettéd suorat
a)y=—-8jaxr—6=0
b)x—?y—6:0jax+%—1:0

ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Tehtava 18 Milla vakion p arvolla suorat 2pr —4y+8 =0jax+2y+py =0

ovat toisiaan vasten kohtisuorassa?
Tehtava 19 Laske pisteen (—2, —3) etdisyys d suorasta 8z + 15y — 24 = 0.
Tehtava 20 Maarita niiden suorien yhtalot, jotka ovat yhdensuuntaisia suo-

ran 12x — 5y — 15 = 0 kanssa ja joiden kohtisuora etéisyys suorasta
122 — 5y — 15 =0 on 4.
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5 Ympyra

Ympyrd on tason niiden pisteiden ura, jotka ovat yhtéa etd#lla annetusta pis-
teestd. Ympyré on taydellisesti méaéaritelty, kun sen keskipiste ja séide tunne-
taan. Joskus ympyriksi kutsutaan myos ympyrén kehén sisdpuolella olevaa
tason osaa, mutta analyyttisessd geometriassa on kuitenkin vakiintunut kéay-
tanto, ettd ympyralla tarkoitetaan ympyraviivaa. Kun siis jatkossa puhutaan

ympyrasté, tarkoitetaan nimenomaan ympyréan kehaé.

5.1 Ympyran yhtalo

Ympyrid kuvaa toisen asteen kahden muuttujan yhtélo. Olkoon piste Py(xq, yo)
ympyrén keskipiste, r séde ja piste P(z,y) ympyran kehén mielivaltainen pis-

te. Pisteiden P ja P etdisyys on

V(@ —x0) + (y — yo)?

Koska jokaisen ympyrén kehén piste on sédteen etaisyydella ympyrén keski-

pisteestd, on pisteiden Fy ja P etdisyys toisaalta r.

Kuva 27:

y
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Voidaan siis kirjoittaa yhtalo

Ve —z)?+y—y)?=r [()
Nelioon korottaminen on sallittua, koska molemmat yhtalon puolet ovat epé-
negatiivisia
(= x0)* + (y — y0)* =r.

Lause 5.1. Yhtdlo ympyrdlle, jonka keskipiste on piste Py(xo,y0) ja side r,

on
(x —20)® + (y —yo)? =12

Tédama on ympyrdan yhtdalon keskipistemuoto.

Esimerkki 16 Ympyrin yhtilé on (z + 2)% + (y — 3)? = 16. Midritd ympy-

ran keskipiste ja sade.

Ratkaisu:
Koska g = —2 ja yo = 3, ympyréan keskipiste on piste (—2,3). Annetun
ympyran yhtalossa

=16 ||,/

r =4.
Vastaus: Ympyran keskipiste on piste (—2,3) ja sdde on 4.
Jos ympyrin keskipiste on origossa, ympyrin yhtilé on muotoa 22 +y? = r2.
Jokainen ympyrin yhtilo voidaan saattaa muotoon z%+y?+Dx+Ey+F = 0.

Kisntien voidaan todeta, ettéd yhtilon 22 + y% + Dx + Ey + F = 0 kuvaaja

on ympyri, jos yhtilé voidaan saattaa muotoon (r — z¢)? + (y — yo)? = r°.
Lause 5.2. Ympyrdn yhtdilon yleinen muoto on

2> +y*+Drx+Ey+F =0,
missd D, E ja F ovat reaalisia vakioita.
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Kirjoitetaan ympyréan yleinen yhtélé muotoon
2?4+ D4y + Ey+ F =0

ja saatetaan tdméa yhtélo nelioon taydentamalld muotoon
D? E? D? E?
2 2
D — Ey+ —=—+—-F
x+x+4+y+y+4 4—|—4
E ., D?>+E?—-4F

(w+§)2+(y+5) 1

D FE
Téstd ympyran yhtélosta nahdéén, ettd ympyran keskipiste on piste (— 5 5)

ja sade r = %\/DQ%—E2 —4F.

Jos

o D? 4+ E? — 4F > 0, ympyri on reaalinen.
e D?+ E? —4F < 0, ympyri on imaginaarinen.

o D?’+E?—4F = 0, side on nolla, jolloin yhtilo esittid pistetta (—%, —%)

Esimerkki 17 Mééritd sen ympyrén yhtélo, joka kulkee pisteiden (5,3),
(6,2) ja (3, —1) kautta.

Ratkaisu:
Koska ympyran yhtélossi 2% +y?+ Dz + Ey+F = 0 on kolme méadrittimaton-
ta kerrointa, tarvitaan kolme ehtoa néiden kerrointen selvittdmiseen. Y mpyré
kulkee kolmen annetun pisteen kautta, jolloin kertoimet voidaan selvittaa si-
joittamalla pisteiden koordinaatit yhtdloon ja ratkaisemalla kolmen lineaari-
sen yhtéalon yhtaloryhma

5 +3+5D+3E+ F =0

6+ 2%+ 6D +2E + F =0

32+ (-1)*+3D - E+ F =0.

Ratkaisuiksi saadaan D = —8, £ = —2 ja F = 12. Sijoitetaan nyt saadut

vakioiden arvot ympyran yhtélon yleiseen muotoon, jolloin saadaan
2?4 y? -8 —2y+12=0.

Vastaus: Ympyrin yhtdlo on 22 + y? — 8z — 2y + 12 = 0.
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5.2 Suoran ja ympyran leikkauspisteet

Seuraavaksi tarkastellaan ympyrian 22 +y*+ Dz + Ey+ F = 0 ja suoran ax +
by+c = 0 asemaa toisiinsa ndhden. Jos piste Py(z0, yo) on sekd ympyréalla ettéa
suoralla, sen koordinaatit x( ja yy toteuttavat molempien yhtéalot. Toisaalta,

jos téallainen piste (g, 7o) on olemassa, se 16ydetaén ratkaisemalla yhtalopari
?*+y*+Dx+FEy+F=0
ar +by+c=0.

Yhtaloparin ratkaisujen lukumééran ja toisaalta suoran ja ympyran keski-

néisen aseman valilld voidaan erottaa kolme tapausta:

Kuva 28:
Tapaus 1 Tapaus 2 Tapaus 3

1. Suora leikkaa ympyrén eli suora on ympyran sekantti. Talloin leikkaus-

pisteitd on kaksi ja yhtaloparilla on siis kaksi ratkaisua.

2. Suora sivuaa ympyrad, jolloin leikkauspisteitd on vain yksi. Talloin siis

yhtaloparilla on yksi ja vain yksi ratkaisu. Suora on ympyréan tangentti.

3. Suora ei leikkaa ympyrad, jolloin myoskdaan yhtaloparilla ei ole ratkai-

suja.
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Esimerkki 18 Laske ympyrin 22 + y? = 4 suorasta y = 2z + 2 erottaman

janteen pituus.

Ratkaisu:
Selvitetdan suoran ja ympyran leikkauspisteet sijoittamalla suoran yhtalo

y = 22 + 2 ympyrin yhtiloon 22 + y? = 4

2?4+ (22 + 2)* =4

527 + 8z =0
x(bx + 8) =0,
josta saadaan kaksi ratkaisua, r = 0 tai x = —%

Sijoittamalla saatujen x-koordinaattien arvot suoran yhtaloon y = 2z + 2
saadaan ympyran ja suoran leikkauspisteet, jotka ovat siis pisteet (0,2) ja
(_5’ ——). Jotta saataisiin tietdd jénteen pituus, pitdé vain selvittéad, kuinka

kaukana ndma leikkauspisteet sijaitsevat toisistaan

8 6 64 256  [64 8
d=J(—o =02+ (-2 —22 = o 4 20 B8 o5
\/( o+ ) %" 5 V5

Vastaus: Janteen pituus on — = 3, 6.

V5
5.3 Ympyran tangentti

Edella nahtiin, ettd suoralla ja ympyrélla voi olla yksi, kaksi tai ei yhtadn
leikkauspistetta. Jos leikkauspisteita on kaksi, leikkaava suora on ympyra se-
kantti. Jos suora sivuaa ympyran kehéa, kyseessa on ympyran tangentti. Tan-
gentilla ja ympyralla on siis yksi ja vain yksi yhteinen piste. Muita tangentin

merkittavia ominaisuuksia:

e tangentti ja sivuamispisteeseen piirretty side ovat toisiaan vasten koh-

tisuorassa
e tangentti on séteen etaisyydella ympyran keskipisteesta

e ympyran ulkopuolisen pisteen kautta voidaan ympyréalle piirtda aina

kaksi tangenttia.
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Kuva 29:

Tangentts

Esimerkki 19 Mé&érita ympyrélle pisteesté (5,2) piirretyn tangentin yhtalo,

kun ympyran keskipiste on origossa ja séde on 2.

Ratkaisu:
Muodostetaan ensin ympyran yhtélo. Sijoitetaan tunnetut keskipisteeen koor-

dinaatit (0,0) ja sidde r = 2 kaavaan
(= x0)* + (y — 90)* =17,
jolloin saadaan

(z—0)*+ (y — 0)* =2
2+ y2 =4.

Lasketaan seuraavaksi pisteen (5,2) etdisyys ympyréan keskipisteesté.

d=+/(0-5)2+(0—2)2=+/25+4 =129

Koska etéisyys d = /29 on suurempi kuin sdde r = 2, piste (5,2) sijait-
see ympyran ulkopuolella. Témén pisteen kautta voidaan piirtaéd kyseiselle

ympyralle kaksi tangenttia.
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Kuva 30:

y

(0,0)
\\ X

Koska tangentti on suora, sen yhtidlé on muotoa
Y — Yo =k(z — z,)
ja koska tangentti kulkee pisteen (5,2) kautta, saadaan yhtdlo muotoon

y—2=k(x—05)
kx —y — bk + 2 =0.

Ympyran keskipiste (0,0) on siteen r = 2 etiisyydelld tangentista.

laxo + byo + | _,

k-0—-1-0-5k+2]
k2 + (_1)2
LA EPENTS:
V2 +1
25k? — 20k + 4 B
k2 +1 N
25k% — 20k + 4 =4k* + 4
21k* — 20k =0
k(21k — 20) =0,
. . . . 20
josta saadaan kaksi ratkaisua, &k = 0 tai k = TR
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Tangentin yhtalo, kun k& = O:

y—2=0(x—5)
y =2
. I 20
Tangentin yhtélo, kun k = ﬁ:
20
9 =""(r—
y 57 (% = 5)
058
TR T
. I . 20 58
Vastaus: Tangenttien yhtalot ovat y =2 jay = ﬁx BETE

5.4 Tehtavia

Tehtdva 21 Madritd sen ympyran yhtélo, jonka keskipiste on piste (5, —2)
ja joka kulkee pisteen (—1,5) kautta.

Tehtavd 22 Laske ympyroiden 22 +y? = 5jaz? + 9>+ 22+ 2y — 11 = 0
leikkauspisteet.

Tehtava 23 Ympyran keskipiste sijaitsee suorilla y = —2z ja 20 — 3y = —4

ja lisdksi ympyré sivuaa x-akselia. Mikd on ympyran yhtalo?

Tehtiva 24 Todista, ettd suora 4r — 3y + 5 = 0 on ympyrin 22 + 3% = 1

tangentti.

Tehtiva 25 Laske ympyrin 22 + y? — 62 — 2y — 6 = 0 ala.
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6 Kartioleikkaukset

Olkoon piste P kiinted piste ja olkoon [ suora. Niiden pisteiden K uraa, joiden
etédisyyksien suhde pisteestd P ja annetusta suorasta [ on vakio, kutsutaan
kartioletkkaukseksi. Kiintead pistetta P kutsutaan polttopisteeksi ja annettua
suoraa [ johtosuoraksi. Kartioleikkaukset jakaantuvat kolmeen osaan, jotka

eroavat toisistaan sekd muodoltaan ettda ominaisuuksiltaan.

Geometrisen maaritelman mukaan kartioleikkaus on ympyrdpohjaisen kak-
soiskartion ja tason leikkauspinta. Kéadntelemalld tasoa sopivasti saadaan
leikkauskuvioksi ellipsi, paraabeli, hyperbeli tai naiden rajatapaus. Ympy-
rd on erikoistapauksena myos kartioleikkaus, joka saadaan, kun leikkaus ta-
pahtuu kartion pohjan suuntaisesti ja leikattava kartio on suora. Kreikkalai-
nen matemaatikko Apollonius Pergeldinen tutki niité toisen asteen kdyria jo

n.200 eKr. Héaneltd ovat peraisin nimitykset ellipsi, paraabeli ja hyperbeli.

Kartioleikkausten yhtélot ovat muuttujien x ja y toisen asteen yhtéloita.

Yleinen téallainen yhtélé on muotoa
Ar* + By + Coy+ Dx + Ey+ F =0,

missé kertoimet A, B ja C eivit ole yhté aikaa nollia. Ellipsid, hyperbelia ja

paraabelia kutsutaankin toisen asteen kdyriksi.
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6.1 Paraabeli

Paraabeli maaritellaan niiden pisteiden uraksi, jotka ovat yhta etaalla polt-

topisteesté ja johtosuorasta.

Kuva 31:

Y
olttopiste

Johtosuora

Paraabeli voidaan muodostaa ympyrakartiosta leikkaamalla tasolla kartion
sivujanan suuntaisesti. Paraabeli on akselinsa suhteen symmetrinen, kau-
niisti kaareutuva kiyra. Paraabelin akselilla sijaitsevaa pistettd sanotaan pa-

raabelin huipuksi.

Kuva 32:

Akseli

S\ Huippu

20



Lause 6.1. Yhtilon y = ax? + bx + ¢, jossa a # 0, kuvaaja on paraabeli.

Maaritetddan seuraavaksi paraabelin huipun x-koordinaatti.
Paraabelin yhtilé on y = ax® + bz + ¢, jossa a # 0. Samalla korkeudella
y = c olevien paraabelin pisteiden x-koordinaatit saadaan sijoittamalla y-

koordinaatti paraabelin yhtaloon

ax® + bx + ¢ =c

ax® + bx =0

z(ax + b) =0,
josta saadaan kaksi ratkaisua xy = 0 tai zo = ——.
a

Huipun x-koordinaatti xo on pisteiden x; ja xo puolivéalisséi

T2

Lause 6.2. Paraabelin y = ax® + bx + ¢ huipun z-koordinaatti

b

Ty — —%

Paraabelin y = ax? + bx + ¢, jossa a # 0, leveys riippuu kertoimen a itseisar-
vosta - mitd suurempi |a| on, sitd kapeampi on paraabeli. Kerroin a maaraa

my06s paraabelin aukeamissuunnan. Paraabeli aukeaa
e ylospéin, kun a > 0

e alaspdin, kun a < 0.
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Kuva 33:

a>0 a<0

Vaihtamalla muuttujien roolit saadaan yht#lé = ay? + by + c. Samalla vaih-
tuu myos akseleiden rooli ja yhtalo esittéda oikealle tai vasemmalle avautuvaa

paraabelia. Paraabeli z = ay? + by + c aukeaa
e oikealle, kun a > 0

e vasemmalle, kun a < 0.

Kuva 34:

a<0 a>0

o

Lause 6.3. Oikealle tai vasemmalle avautuvan paraabelin x = ay? + by + c,

a # 0, huipun y-koordinaatti



Esimerkki 20 Paraabeli kulkee pisteiden (—1,0), (5,12) ja (—2,5) kautta

ja aukeaa ylospain. Madrita paraabelin yhtélo ja huipun koordinaatit.

Ratkaisu:
Yl16spiin aukeavan paraabelin yhtildé on y = ax?® + bx + c¢. Yhtilon toteut-
tavat vain ne pisteet, jotka ovat paraabelin kiyrilla. Sijoittamalla annetut

pisteet paraabelin yhtaloon saadaan yhtaloryhmé

0=(-1)2a—b+c
12 =5%a+5b+c
5= (—2)%a—2b+c,
josta saadaan ratkaistua kertoimet a =1, b = -2, ja ¢ = —3.

Paraabelin yhtilo on siis y = 2% — 2z — 3.

Paraabelin huipun x-koordinaatti saadaan sijoittamalla saadut kertoimet

a =1 ja b = —2 huipun kaavaan
b -2
Tp=—-=——=1
2a 2-1

Sijoitetaan ratkaistu xzy = 1 paraabelin yhtdloon, jotta saadaan ratkaistua

huipun y-koordinaatti
y=1-2-1-3= —4.

Vastaus: Paraabelin yhtilé on y = 22 — 2z — 3 ja paraabelin huippu on

pisteessi (1, —4).

6.2 Ellipsi

Niiden pisteiden ura, joiden kahdesta kiintedstd pisteestd mitattujen etéi-
syyksien summa on vakio, on ellipsi. Naita kahta kiintedad pistetta kutsutaan
ellipsin polttopisteiksi. Polttopisteiden yhdysjanan keskipiste on ellipsin kes-
kipiste K. Ellipsi on symmetrinen sekd polttopisteiden kautta kulkevan suo-
ran suhteen seké polttopisteiden vélisen janan keskinormaalin suhteen. Ellip-

sin ja sen symmetria-akseleiden leikkauspisteitd kutsutaan ellipsin huipuiksi.
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Ellipsi muodostuu, kun tasolla leikataan vinosti kartiota.

Kuva 35:

Polttomsteet

Olkoon polttopisteet pisteet Fi(c,0) ja Fy(—c,0) ja olkoon etdisyyksien sum-
ma vakio 2a (,a > ¢). Olkoon piste P(z,y) miké tahansa piste ellipsin kehélla.
Koska ellipsin médritelman mukaan pisteen P etdisyys polttopisteista I} ja

F5 on vakio, voidaan muodostaa yhtélo

FiP+ F,P =2a
VEc+e)2+(y—02+(z—c)2+(y—0)2 =2
Vi ly =02 =20 — /{z =P + (y— O,

Korottamalla nelioén ja yhdistelemalld termejé padstdan muotoon

cx —a? =—ay/(z —c)2+ (y — 0)2

ja korottamalla yhtalo uudelleen toiseen potenssiin ja sieventamalld edelleen

saadaan

(a® — A2 + a®y? =a*(a* — &) | - a?(a® — c*)
A

=1.
a2 | a2 — 2

2 on positiivinen. Merkitasn a® + ¢ = b2, jolloin saadaan

2 2
ellipsin yhtalo muotoon -+ Y 1.

b2

Koska a > ¢, a® — ¢
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Lause 6.4. FEllipsin yhtdlo on

2 2
)
atE=h
missd a # 0 ja b # 0.
R
Ellipsin — + i 1 huiput ovat pisteissa (a,0), (—a,0), (0,b) ja (0,—=0b).
a

Ellipsin sisdén jadvien symmetria-akselien puolikkaat eli janat a ja b ovat

Kuva 36:

puoliakseleita. Ellipsi piirretdan suorien x = 4a ja y = +b rajaaman suo-
rakulmion sisdéan. Jos a > b, ovat pddaakselit 2a ja 2b nimeltédan isoakseli ja

pikkuakseli. Kuvassa O on ellipsin keskipiste.

Selkedmmaén kuvan muodostamiseksi verrataan ellipsid origo-keskeiseen ja
a-siteiseen ympyriain z? + y? = a®. Ratkaistaan seki ellipsin ettd ympyran
yhtélot y:n suhteen valilld —a < x < a:

2 2

T b
— + 32—2 =1, josta saadaan y = +—va? — 12
a/ a/

22 +y? = a?, josta saadaan y = +v/a? — 22.

b
Ellipsin pisteen y-koordinaatti on siis aina —-kertainen vastaavan ympyran
a

pisteen y-koordinaattiin ndhden.
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b
Y ellipsi — 5 * Y ympyra
Ympyra on siis ellipsin erikoistapaus ja ympyraan liittyvat kasitteet, kuten

janne ja tangentti, voidaan yleistda koskemaan myos ellipsié.

Esimerkki 21 Ellipsin polttopisteet ovat pisteet (—2,0) ja (2,0) ja ellip-
sin kehallé olevasta pisteestéd polttopisteisiin mitattujen etaisyyksien summa

on 6. Miké on ellipsin yhtalo?

Ratkaisu:

Myos ellipsin huipuista mitattujen etdisyyksien summa on 6, joten saadaan
kaksi ehtoa

a—(=2)+ (a—2) =6 ja b* + 22 = 3%. Ehdoista saadaan ratkaistua a = 3 ja

Kuva 37:
y
b
3 3
a
(_27 0) (27 0) X

b?* = 5. Sijoitetaan nimi ellipsin yhtiloon

2?2 P
pER i
2y
Y
9 i 5
22 P
Vastaus: Ellipsin yhtélé on g + - 1.
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6.3 Hyperbeli

Hyperbeli on kaikkien niiden pisteiden joukko, joiden kahdesta polttopis-
teestd mitattujen etéisyyksien erotus on vakio. Hyperbeli muodostuu, kun

taso leikkaa kartion korkeusjanan suuntaisesti. Polttopisteiden Fi ja Fy yh-

Kuva 38:

dysjanan keskipiste on hyperbelin keskipiste. Hyperbeli koostuu kahdesta
haarasta, jotka ovat toisiinsa ndhden symmetrisia yhdysjanan £ ja Fb kes-
kinormaalin suhteen. Polttopisteiden kautta kulkevan suoran ja hyperbelin

leikkauspisteet ovat hyperbelin huippuja.

Olkoon hyperbelin polttopisteet pisteet Fi(c,0) ja Fy(—c,0) ja olkoon pis-
te P(z,y) mikd tahansa piste hyperbeliltd. Olkoon pisteesta P polttopistei-
siin mitattujen etéisyyksien erotus vakio 2a, jossa a < c.

Hyperbelin méaéritelmén mukaan

Flp—PFQ =2a
Vet + -0 =V(r—c+(y -0 =2
Viz+e)?2+(y—0)2=2a++/(z—c)?+ (y—0)?

Korottamalla yhtdlo toiseen ja sieventamaélla yhtélod saadaan
cr — a® =ar/(x — c)? + 9?2
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ja uudelleen korottamalla nelioon ja edelleen sieventamalla yhtaloa paastaan

muotoon

N a—1
a2 2 — g2

Koska ¢ > a, on ¢? — a? positiivinen.QMerkgtéiéin nyt ¢ — a® = b%. On siis
johdettu sellaisen hyperbelin yhtélo % — ‘Z—z = 1, jonka keskipiste on origo
ja jonka polttopisteet ovat x-akselilla.

Hyperbelille, jonka polttopisteet ovat y-akselilla, saadaan yhtalo

ZL‘2 yQ

PR
22 P 22 P
Hyperbelejd — — = =1 ja — — - = —1 kutsutaan toistensa listtohyperbe-
loiksi a b b
eiksi.

Lause 6.5. Hyperbelin, jonka polttopisteet sijaitsevat z-akselilla, yhtdlo on

2 2
x
r Y
a’>  b?

Koska hyperbelin yhtélo sisaltaa vain muuttujien x ja y parillisia potensseja,

hyperbeli on symmetrinen x-akselin, y-akselin seké origon suhteen.

Kun johdettiin hyperbelin yht#lod, merkittiin ¢ — a? = b%. Téstéd saadaan,
ettid ¢ = a? + b? ja edelleen ¢ = £+v/a? + b?. Edelliseen nojaten voimmekin
sanoa hyperbelin polttopisteista seuraavaa.

2 y2

x
Lause 6.6. Hyperbelin — — 2= 1 polttopisteet ovat pisteet Fi(c,0) ja
a

Fy(—¢,0), missi c = vVa? + b

Ratkaistaan hyperbelin yhtdlo y:n suhteen

2 y2 _1
a2 b
2b?
?/2 —7 — b ||\/



Tarkastellaan seuraavaksi hyperbelid ensimmaisessé neljanneksessé, jolloin
x > ajay > 0. Symmetrian perusteella samalla selvidd hyperbelin kulku
my6s muissa neljanneksissa.

Nyt voidaan kirjoittaa
b b b
y=—-Vvrr—a® < -va?=-—x.
a a a

b
Hyperbeli kulkee siis suoran y = —x alapuolella. Kun x on suuri lukuun a
a

verrattuna, saadaan

x.

b
V22~
a

Q| o

b
Suurilla z:n arvoilla hyperbeli siis lahestyy suoraa y = —z, mutta ei kuiten-
a
b
kaan koskaan saavuta sitd. Suoraa y = —x kutsutaan hyperbelin asymptoo-
a
tiksu.

b
Lause 6.7. Hyperbelilli on asymptootit y = +—x, joiden vdlissi hyperbeli
a

kulkee. Kun x kasvaa tai pienenee, hyperbeli lihestyy asymptoottejaan.

Kuva 39:
y
b
Yy=——"2x
a
\ - b a/
/ x
b
y=—-r
a

Kuvassa a ja b ovat hyperbelin puoliakseleita, akselia 2a kutsutaan poikit-

taisakseliksi ja akselia 20 liittoakseliksi.
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Esimerkki 22 Hyperbelin polttopisteet ovat pisteet (+5,0) ja liittoakseli
on 6. Maarita kyseisen hyperbelin yhtalo.

Ratkaisu:

Liittoakseli 2b = 6, josta voidaan ratkaista b = 3. Tiedetddn, ettd ¢ = 5 ja
ettd ¢ — a® = b%. Ratkaistaan a:

a?=c-b0=5-32=16

Sijoitetaan saadut arvot hyperbelin yhtéloon

2 2
Y
a?  b?
2 2
@ v
1 9
22y
Vastaus: Hyperbelin yhtalo on 6 9= 1.
6.4 Tehtavia
Tehtivi 26 Miiriti laskemalla paraabelin y = 22 — 4 ja suoran y = —x + 3

leikkauspiste.

Tehtava 27 Maarita sen paraabelin yhtélo, jonka huippu on pisteessa (—1,2)

ja joka kulkee pisteen (0, 1) kautta. Mikéd on paraabelin aukeamissuunta?

Tehtiva 28 Laske ympyrin 22 + y?> — 2y — 1 = 0 ja paraabelin y = 222
leikkauspisteet.

Tehtava 29 Origokeskeisen ellipsin x-akselilla ja y-akselilla olevien puoliak-

seleiden pituudet ovat 3 ja 4. Maarita tdmén ellipsin yhtalo.
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Tehtéva 30 Piste (z, y) liikkuu niin, etté sen etaisyys pisteesté (4,0) on puo-
let sen etéisyydestd suoraan x — 16 = 0. Maarita pisteen (z,y) uran yhtalo.

Mikéa kéyra on kyseessa?

Tehtava 31 Midrita hyperbelin 322 — 9y? = 27
a) polttopisteet ja
b) asymptootit.

Tehtiva 32 Suora x — 2y = 4 leikkaa hyperbelid 2?2 — y?> = 16. Miki on

hyperbelin suorasta erottaman janan pituus?

61



7 Tehtavien ratkaisut

7.1 Koordinaatisto

Tehtava 1

a) Tason x-koordinaatti voi saada mitd tahansa arvoja, mutta y # 0. Koska
y = 0 vain x-akselilla, ratkaisualueena on kaikki muut tason pisteet, mutta
ei x-akselilla olevat pisteet.

b) Tason y-koordinaatti voi saada mité tahansa arvoja, mutta x-koordinaatti
vain arvoja > 1. Ratkaisujoukkona on siis suora x = 1 seki sen oikealla puo-
lella oleva alue.

¢) Nyt molempien koordinaattien ehdon on oltava samanaikaisesti voimassa.
Ehto x = 0 toteutuu y-akselilla ja ehto y = 0 x-akselilla. Molemmat ehdot

ovat yhtaaikaisesti voimassa vain yhdessé pisteessa, origossa.

Tehtava 2

Koska tarkoituksena on harjoitella koordinaatiston kiyttoé, veneen sijainnin
xy-koordinaatit voidaan selvittda suoraan kuvasta katsomalla. On kuitenkin
syytd muistaa, ettd kuvasta tulkitut vastaukset ovat vain likiarvoja.

Tehtéva voidaan ratkaista myos laskemalla.

100 X
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Koordinaatit voidaan ratkaista kayttamalla Pythagoraan lausetta:

v® +y* =350

Koska vene sijaitsee majakasta (origosta) suoraan luoteeseen, vene on yhté

kaukana molemmista koordinaattiakseleista eli x = y:

x® + 2% =350°
272 =122500 || :2
a? =61250 ||/
T = =+ 247,

Koska vene sijaitsee koordinaatiston kolmannessa neljanneksessé, x-koordi-
naatti on negatiivinen ja y-koordinaatti positiivinen. Veneen sijainnin koor-

dinaatit saadaan, kun otetaan huomioon, ettd ruutuvali on 100.

247
100

—-2,5

247

= — =20
100 7

Y

Vene sijaitsee siis pisteessd (—2,5;2,5).

Vastaus: (—2,5;2,5).
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7.2 Jana

Tehtava 3

a) Pisteen (—3, —4) etéisyys origosta on

V(=3-02+ (=4 -0)2=/(-3)2+ (-4)2 = V25 = 5.

Vastaus: 5.

b) Pisteen (x,y) etdisyys origosta on

V07T (0P = T

Vastaus: \/x? + 2.

Tehtava 4
Kolmio ABC on tasakylkinen, jos sen kaksi sivua ovat yhté pitkat. Lasketaan
siis janojen AB, BC ja CD pituudet.

|AB| = /(4 +3)2+ (0 +4)2 = V7 + 42 = /65

|IBO| = /(1—4)2+ (3-0)2=/(-3)2+ 32 = VI8 = 3V2,

Al = V(BT + (-4 3F = /(A7 T (-TF = V65,
Sivut AB ja CA ovat yhté pitkét, jolloin kolmio ABC on tasakylkinen. [J

Tehtava 5

Lasketaan ensin tehtdvissd annetun janan P(Q keskipisteen K koordinaatit

(Tr, yr)

446 2 , 51 4
2 2 e ETT T T

Keskipisteen K koordinaatit ovat siis (1,2). Nyt voidaan laskea keskipisteen

T —

K etéisyys pisteestd R(—5, —2).
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KRl = /(-5 —1)2+ (-2 —-2)2 = /(—6)2+ (—4)2 = /52 =~ 7, 2.
Vastaus: Pisteiden K ja R vélinen etéisyys on noin 7,2.

Tehtava 6

Miéaritetaan ensin pisteen B x-koordinaatti:

.Tl—i—xz
o = 9

QZE() =T + Z9

) :2ZEO — X1.

Sijoitetaan keskipisteen ja pisteen A x-koordinaatit, jolloin saadaan pisteen

B x-koordinaatti:
xo=2-(—1,4) — (=5) =(-2,8) +5=2,2.

Samoin voidaan laskea pisteen B y-koordinaatti sijoittamalla tunnetut y-

koordinaatit yhtaloon yo = 2yo — y1:
y2=2-(0,9) —4=1,8—4=-22.

Vastaus: Pisteen B koordinaatit ovat (2,2; —2,2).

7.3 Swuora
Tehtava 7
0—1 —1

1
k=r5=5"3

Koska k£ > 0, suora on nouseva.

b) x-akselin koordinaatit ovat samat, jolloin suora on y-akselin suuntainen.

Kulmakerrointa ei ole maéritelty.

65



(=1 0
k = V—_— = — =
°) 309 3 U

Kulmakerroin £ = 0, jolloin suora on x-akselin suuntainen.

—-5—4 -9

R

Koska k£ < 0, suora on laskeva.

Tehtava 8
Pisteet A, B ja C ovat samalla suoralla, jos suoran AB kulmakerroin on yhtéa
suuri kuin suoran AC kulmakerroin.

Suoran AB kulmakerroin:

Koska suoran AB kulmakerroin on sama kuin suoran AC kulmakerroin, an-

netut kolme pistetta sijaitsevat samalla suoralla. Il

Tehtava 9
Sivun AB keskipisteen koordinaatit:

5+1
$1:T:3 3/1:—: :2

1 -5 —4 —-34+1 -2

Keskipisteiden koordinaatit ovat siis (3,2) ja (-2, —1).
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Seuraavaksi lasketaan sivujen AB ja BC keskipisteiden kautta kulkevan suo-

ran kulmakerroin:

—1-2

ki =
1= _9_3

3
3

Pisteiden A ja C kautta kulkevan suoran kulmakerroin:

1-7 -6 3
]{j2 = = = —,
-5—-5 =10 5

Koska kulmakertoimet ovat samat ja kyseiset suorat eivat ole sama suora,

suorat ovat yhdensuuntaiset. O]

Tehtava 10

a) Saatetaan annettu yhtélo 3z + 2y = 7 ratkaistuun muotoon y = kx + b:

3z + 2y =7
2u=—3x+7 | : 2
3 +7
=—=-x+=.
Y=y

Suoran yhtélon ratkaistusta muodosta nahdéaéan, ettd kulmakerroin k = —%.
b) Suoran yhtélon ratkaistusta muodosta ndhdddn, ettd suora leikkaa y-

akselin pisteessi (0, 1).

Tehtava 11

Koska kulmakerroin k voidaan mééritelld suuntakulman « avulla £ = tan «,
lasketaan kysytyn suoran kulmakerroin sijoittamalla suuntakulma o = 60°
edelld esitettyyn kulmakertoimen yhtaloon:

k = tan 60° = /3.

Kysytyn suoran yhtilo saadaan sijoittamalla piste (2, —3) ja kulmakerroin

k = /3 suoran yht#loon y — yo = k(x — ,):

y—(=3)=V3(z —2)
y+3=V3(z—2).
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Saatetaan suoran yhtalo vield ratkaistuun muotoon:

y+3=V3zr—-2V3
y =v3z — 23 -3
y =v3z — (2v/3 + 3).

Vastaus: Suoran yhtilo on y = 3z — (2v/3 + 3).

Tehtava 12
Saatetaan molempien suorien yhtélot ratkaistuun muotoon:

2az + 2y 4+ 10 =0
2y = —2azx — 10 | :2

y=—ar—>5

(a+3)r—2y—1=0
—2y=—(a+3)z+1

a—+3 1
= T ——.
y= 2

(=2)

Suorat ovat yhdensuuntaiset, kun niiden kulmakertoimet ovat yhtéa suuret:

a+3
—aq = .9
=1
—2a =a+ 3
—3a =3 Il : (—3)
a=—1.
Vastaus: suorat ovat yhdensuuntaiset, kun a = —1.

Tehtava 13
Lasketaan ensin suorien x4y —3 = 0 ja —3x 4y — 8 = 0 leikkauspiste. Tama

voidaan tehdé eliminointimenetelmalld tai saattamalla ensimmaéinen yhtélo
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muotoon y = —x + 3 ja sijoittamalla tama toiseen yhtaléon:

—3r—z+3—-8=0
—4x — 5 =0

r=—

Sijoitetaan z = —% ensimmaiseen yhtaloon:

5
2y —3=0
1Y
17
_ -t —0
1 Y

Suorat lefkkaavat siis pisteessd C' = (_Z’ Z)

Suorien x +y — 3 = 0, —3x + y — 8 = 0 ja x-akselin rajaaman kolmion
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kannaksi valitaan kyseisten suorien x-akselista rajaama jana. Suorien ja x-
akselin leikkauspisteessé y-koordinaatti saa arvon 0, joten sijoitetaan y = 0

suorien yhtaloihin:

z+0—-3=0
Tz =3
ja
—3r+0—-8=0
—3r =8 Il (=3)

8

r=——.

3

8
Suorat leikkaavat x-akselin siis pisteissé (3,0) ja (—g, 0). Nyt voidaan laskea

kolmion ABC' kannan AB pituus:
8 17 17

Kolmion korkeus on sama kuin leikkauspisteen C' etéisyys x-akselista eli leik-

kauspisteen C' y-koordinaatin itseisarvo:

17| 17
41 4

Nyt voidaan laskea annettujen suorien ja x-akselin rajoittaman kolmion ABC'

pinta-ala:
1 17 17 289 1
2 3 4 24 24
Vastaus: Suorat leikkaavat pisteessi C' = (——, Z) ja niiden ja x-akselin

1
rajoittaman kolmion pinta-ala on 12ﬁ.
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Tehtava 14

Suoran yhtalé on muotoa y = —§x + b, kun kulmakerroin k = 1 ja suora
leikkaa y-akselin pisteessa (0, b).

Kolmion korkeus on suoran ja y-akselin leikkauspisteen etiisyys x-akselista.
Kunz =0,y =0b.

Kolmion kanta on vastaavasti suoran ja x-akselin leikkauspisteen etaisyys y-
akselista:

4
Kuny:O,x:§b

Koska kolmion ala on 24 pinta-alayksikkoa

1 4 2
A==-b--b=-b"=24
2 b3b 3b ’

voidaan tasta ratkaista b:

2

~b* =24

3

=36 |/
b=+6

3
Téaten suorien yhtalot ovat y = —1 +6

3
Vastaus: Suorien yhtalot ovat y = 1 =+ 6.

Tehtava 15
Leikkauspisteessé x- ja y-koordinaattien on oltava samat. Maaritetdan ensin
kahden ensimmaisen suoran 2z + 3y — 1 = 0 ja y = —x + a leikkauspiste

kiyttamalld sijoitusmenetelméa:
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204+ 3(—r+a)—1=0
20 —3x +3a—1=0
—x =1-—3a

r =3a — 1.
Sijoitetaan saatu x = 3a — 1 toiseen yhtaloon:

y=—0Ba—-1)+a
y=—2a+ 1.
Suorat 2x +3y — 1 = 0 ja y = —x + a leikkaavat pisteessd (3a — 1, —2a + 1).

Jotta kaikki kolme suoraa leikkaavat samassa pisteessd, on leikkauspisteen

koordinaattien toteutettava myos suoran ax — y + 7a + 5 = 0 yhtalo:

a(3a—1)—(-2a+1)+T7a+5=0
36> —a+2a—1+Ta+5=0
3a® + 8a + 4 =0,

josta toisen asteen ratkaisukaavalla

8+8—4-3-4

a
2-3
-8+ 16
@ =——
6
—8+4
a =
6
. . _ 2
saadaan kaksi ratkaisua, a = —2 tai a = ——.
Sijoittamalla saadut a:n arvot yhtaloihin + = 3a — 1 ja y = —2a + 1 saadaan

kaksi eri leikkauspistetta.
Kun a = —2, leikkauspiste on (—7,5).
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2 1
Kun a = —3 leikkauspiste on (—3,2-).

3
. 2 . : .
Vastaus: a = —2 tal a = -3 Vastaavat suorien leikkauspisteet ovat (—7,5)
1
ja (—3,2-).
ja(=3,23)
Tehtava 16

Jotta voitaisiin méaarittaa kolmion kulmien suuruudet, pitdéd ensin selvittiaa
suorien AB, BC' ja C'A kulmakertoimet.

—-5—-4 -9
ABiky = —2— = "7 _
Suora k1 B 3 3
—2— (=5 3
Suora BC: kz = r(_2)) = g
4— (-2 6
Suora AC" l{?g = % = _ﬁ

Nyt voidaan laskea kolmion kulmien suuruudet sijoittamalla saadut kulma-

kertoimet kahden suoran vélisen kulman yhtaloon:

<ABC:
—3_3 _2r
tana:‘ 83 :‘ f = 27,
L+ (=3) % -3
josta
tana =27
o~ 88°.
<BCA:
3 6 81
s— (=7 2 81
tana:‘ 83( 116 —‘%:—,
L+5- (=) u 70




josta

¢ 81
ano =—
70
o~ 49°.
<CAB:
tana = _%_(_3) = ﬁ :2—7
L+ (=5 (=3) |7l 29
josta
27
tana =—
29
oa~~43°

Vastaus: Kolmion ABC' kulmien suuruudet ovat 88°, 49° ja 43°.

Tehtava 17
a) Suora y = —8 on x-akselin suuntainen ja suora x — 6 = 0 on y-akselin

suuntainen, joten suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vasten. O]

b) Selvitetdan suorien x — 2y — 6 =0 ja x + % — 1 = 0 kulmakertoimet.

Ensimmaéisen suoran yhtalo ratkaistussa muodossa

r—2y—6=0
—2y=x—6 [ :(-2)
¥y=35 .

Toisen suoran yhtélo ratkaistussa muodossa

Y
Z—-1=0
x+2
Y
Z = 1 2
5 T+ I
y=—2x+2



Suorien yhtéldiden ratkaistuista muodoista nahdéan, ettd kulmakertoimet
1
ovat k; = 5 ja ke = —2. Suorat ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa, koska

niiden tulo on —1:

Tehtava 18

Saatetaan ensin yhtalo 2pxr — 4y + 8 = 0 ratkaistuun muotoon:

2pr — 4y +8 =0
—4dy = —2pxr — 8 | : (—4)
y:§$+2.

Myo6s yhtélo x + 2y + py = 0 saatetaan ratkaistuun muotoon:

T+ 2y +py =0
2+py=—z |[:(2+p)
1
=— —.
YT

. . . . .. p
Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, kun suorien kulmakertoimien 5

ja — tul —1:
ja 5 ulo on
1
I |
24p 2
=l a2
44 2p
—p=—4-2p
p=—4

Vastaus: Annetut suorat ovat toisiaan vasten kohtisuorassa, kun vakio

p=—4.
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Tehtava 19

Sijoitetaan pisteen koordinaatit zop = —2, yo = —3 sekd suoran yhtalon ker-
toimet a = 8, b = 15 ja ¢ = —24 pisteen etdisyyden kaavaan:
g lazo +byo +c|  [8-(—2)+15-(=3) +(—24)] |-85] 8

Vaz + 02 VI 1 152 V289 17

Vastaus: Etaisyys on 5.

Tehtava 20

Olkoon P(x,y) mielivaltainen piste suoralta, joka on yhdensuuntainen suo-
ran 12x — 5y — 15 = 0 kanssa ja jonka etaisyys kyseisestd suorasta on 4.
Sijoitetaan pisteen P koordinaatit sekd suoran 12z — 5y — 15 = 0 kertoimet

pisteen etiisyyden kaavaan

awo +byo +¢| 122 — 5y — 15|

Va? + b2 122 4 (=5)2

Koska vaaadittu etdisyys on 4, saadaan muodostettua yhtélo:

d

122 — 5y — 15
12z — 5y — 15[ _,

122 + (—5)2
122 — 5y — 15
13

|122 — by — 15| =52
Poistetaan itseisarvomerkit
122 — 5y — 15 =+ 52
Ratkaistaan naméa yhtalot:
122 — by — 15 = 52, josta 122 — 5y — 67 = 0.

122 — 5y — 15 = —52, josta 12x — by + 37 = 0.

Vastaus: Suorien yhtélot ovat 12x — by — 67 = 0 ja 122 — by + 37 = 0.
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7.4 Ympyra

Tehtava 21
Selvitetdén ensin sédde laskemalla keskipisteen etéisyys kehélld olevasta pis-

teesta

r=+/G+ 12+ (=2 —5)2 = /36 + 49 = /85,

jonka jélkeen sijoitetaan ympyran keskipisteen koordinaatit ja saatu sade

ympyrin keskipistemuotoiseen yht#loon (z — 1)% + (y — 3)% = 85.
Vastaus: Suoran yhtilo on (x — 5)% + (y + 2)* = 85.

Tehtava 22
Muodostetaan ympyrén yhtaloista yhtalopari

2+ +2x+2y—11=0

2 +y? = 5.
Viahennetdaan yhtalot puolittain, jolloin saadaan yhtélo 2z + 2y — 11 = —5 ja
edelleen y = —x + 3.

Sijoitetaan saatu yhtalo y = —x + 3 yhtéaloparin alempaan yhtaloon

2?4+ (—2+3)? =5
22 4+22—6x+9—5=0
222 — 62 + 4 =0,

josta saadaan toisen asteen ratkaisukaavalla kaksi ratkaisua, r =1 ja x = 2.
Lasketaan leikkauspisteen y-koordinaatti, kun x = 1:

y=—-1+3=2

Leikkauspiste on siis piste (1,2).

Lasketaan leikkauspisteen y-koordinaatti, kun xz = 2:

y=-2+3=1

Leikkauspiste on siis piste (2, 1).

Vastaus: Leikkauspisteet ovat pisteet (1,2) ja (2,1).
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Tehtava 23
Ympyran keskipiste sijaitsee suorien y = —2z ja 2x — 3y = —4 leikkauspis-

teessd. Sijoitetaan ensimméinen yhtalo toiseen yhtaloon:

20 —3(—2z)=—4

8r=—4
1
r=——.
2
Sijoitetaan saatu x = —3 yhtéloon y = —2x, jolloin saadaan y = 1.

Ympyran keskipiste on siis piste (—%, 1).

y-koordinatti ilmoittaa pisteen etéisyyden x-akselista ja koska ympyra sivuaa
x-akselia, sdde » = 1. Nyt voidaan muodostaa kysytyn ympyran yhtélo sijoit-
tamalla ympyran keskipisteen koordinaatit (—5, 1) seké sdde r = 1 ympyrén

keskipistemuotoiseen yhtaloén

(x — 20)* + (y — wo)? =r*

(z + %)2 +(y —1)? =1.

Vastaus: Ympyréin yhtalo on (x + %)2 +(y—1)2=1.
Tehtava 24

Jos suora 4r — 3y + 5 = 0 on ympyrin 22 + y? = 1 tangentti, niilld on yksi
ja vain yksi yhteinen piste. Ratkaistaan yhtéalopari

dr —3y+5=0
2+ =1
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4

Kun johdetaan ylempi yhtalo muotoon y = gx —3 ja sijoitetaan se alempaan
yhtéaloon, saadaan
4 5
2 2
' H(zx— ) =1
(32-3)

:L‘2+EIL’2+@$ %
9 9 9

2522 + 40z + 16 =0.

1 Il-9

4
Kéyttamalld toisen asteen ratkaisukaavaa saadaan z = —E Sijoitetaan tamé

suoran yhtaloon 4z — 3y +5 = O:

4
4(—<)—3y+5=0

5
B 50 s
5
16 — 15y + 25 =0
3
?/—5'

Suora 4z — 3y + 5 = 0 ja ympyrd 22 + y?> = 1 leikkaavat siis ainoastaan

yhdessé pisteessa, joten suora on ympyréan tangentti. Leikkauspiste on piste

=53 .

Tehtava 25
Ympyrin ala lasketaan kaavalla A, = 7r2.

Ympyran sade saadaan ratkaistua muuttamalla ympyrén yhtalo
22 +y? —6x — 2y —6=0
keskipiste muotoon nelioksi tdydentamaélla

2 — 6249 + y? — 2y+1 =6+9+1
(z —3)*+ (y — 1)* =16.

Téstéd yhtalosta nahdédan, ettd ympyra sdde on 16 = 4.
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Sijoitetaan ratkaistu side ympyréin alan kaavaan:
A, = mr? = 74? ~ 50, 3.

Vastaus: Ympyran ala on noin 50, 3.

7.5 Kartioleikkaukset

Tehtava 26
Leikkauspisteen koordinaatit toteuttavat seké suoran etta paraabelin yhtalot.

Ratkaistaan siis yhtalopari
y=a>—4
y=-—x+3

sijoittamalla suoran yhtalo ympyran yhtal6on

—z+3 =14
v? + 2 —7=0.
—14++v29
Toisen asteen ratkaisukaavalla saadaan kaksi ratkaisua, r = —s

Sijoitetaan leikkauspisteiden x-koordinaatit suoran yhtaloon

-1+ 29 7 29

—14++v29 7—+29

Vastaus: Suora ja paraabeli leikkaavat pisteissd ( 5 5 ) ja

—1—+/29 7++/29
( 2 2 )

Tehtava 27
Pisteen (0, 1) koordinaatit toteuttavat paraabelin yhtélon y = az? + bx + ¢,

joten sijoitetaan pisteen koordinaatit paraabelin yhtal6on

y =azx® +br +c
1 =0a+ 00+ c

c=—1.
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b
Huipun x-koordinaatti saadaan laskettua kaavasta xy = ~5g’ joten sijoite-
a

taan siihen huipun x-koordinaatti xo = —1:
—1 = ——, josta saadaan b = 2a.
2a

Myos huipun koordinaatit toteuttavat paraabelin yhtilon y = ax? + bx + c:
2 =(—1)%a—1b+c,

johon sijoitetaan saadut ¢ = —1 ja b = 2a
2=a—2a—-1
a=—23.

Nyt saadaan myos ratkaistua b = 2a = 2 - (—3) = —6.

Paraabelin yht#lo on siis y = —32% — 62 — 1 ja se aukeaa alaspiin, silld a < 0.
Vastaus: Paraabelin yhtild on y = —322 — 62 — 1 ja se aukeaa alaspéin.

Tehtava 28
Ympyran ja paraabelin leikkauspisteiden koordinaatit toteuttavat molem-
mat yhtilot. Sijoitetaan siis paraabelin yhtdlo y = 22? ympyrin yhtidloon
2?24y -2y —1=0:
2+ (22%)? —2-22° — 1 =0
4ot — 327 — 1 =0.

Sijoitetaan u = x? yhtiloon ja ratkaistaan saatu toisen asteen yht#ld
4u* — 3u — 1 =0.

Toisen asteen ratkaisukaavalla saadaan kaksi ratkaisua, u = 1 ja u = —-.

Palataan takaisin muuttujaan x. Sijoitetaan v = 1 muunnosyhtéloon:

u:x2
=1 |/
r==1.
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1
Sijoitetaan u = 1 muunnosyhtaloon:

Koska yhtalolla 22 = _éll ei ole reaalisia ratkaisuja, paraabelin ja ympyréin
leikkauspisteiden x-koordinaatit ovat x = £1. Leikkauspisteiden y-koordinaa-
tit saadaan sijoittamalla x-koordinaatit paraabelin yhtiloon y = 222, Kos-
ka paraabelin yhtélossd x on korotettu toiseen potenssiin, on molemmilla
leikkauspisteilla sama y-koordinaatti y = 2. Leikkauspisteet ovat siis pisteet
(1,2) ja (—1,2).

Vastaus: Ympyrén ja paraabelin leikkauspisteet ovat pisteet (1,2) ja (—1,2).

Tehtava 29
Ellipsin yhtalo on

$2 y2
rER A

jossa a ja b ovat puoliakselien pituudet. Sijoitetaan siis ellipsin yhtaloon a = 3
jab=4

2y
p gt
22
I A
9 + 16
22y
Vastaus: Ellipsin yhtalo on 9 + 6= 1.

Tehtava 30
Pisteen (x,y) etéisyys pisteesté (4,0) on

Ve =42+ (y—0)2 = /(x —4)2 + .
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Pisteen (x,y) etéisyys suorasta x — 16 = 0 saadaan laskettua kaavalla

lazg + byo + |

Va? + b?

Sijoitetaan tunnetut arvot yhtaloon, jolloin saadaan

d:

|1z + 0y — 16]
V12 + 02
d =z —16|.

Koska etéisyys ei voi olla negatiivinen, voidaan saadusta etédisyyden yhtélos-
ta poistaa itseisarvomerkit.
Koska pisteen (z,y) etiisyys pisteestd (4,0) on puolet sen etdisyydestd suo-

raan r — 16 = 0, voidaan kirjoittaa yhtalo

1
(2 =4 +y? =5 -16)  |( )*
— 32x + 256
x2—8x+16+y2:aj Z+ .
Sieventamaélla saadaan yhtalo muotoon
322 + 4y? =192,
joka voidaan myos esittdd muodossa
2 2
r + L =1
64 48
22
Vastaus: Yhtélo on 61 + 18 1 eli kyseessa on ellipsin yhtélo.

Tehtava 31
2 y2

Saatetaan hyperbelin yhtilo 322 — 9y? = 27 muotoon 9 3= 1.
a) Lauseen 6.6 mukaan hyperbelin polttopisteet ovat pisteet Fl( 0) ja Fy(—¢,0),

missa ¢ = va? + b2.

Hyperbelin yht#lostd ndhddin, ettd a® = 9 ja b* = 3.
Talléin ¢ = V94 3 = V12 = 2¢/3, jolloin polttopisteet ovat Fy(2/3,0) ja
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Fy(—2/3,0).

b) Koska a®> = 9, a = +3 ja koska > = 3, b = £+/3, hyperbelin asymp-
b V3

tootit ovat y = +—x = +—.
a 3

Vastaus: Hyperbelin polttopisteet ovat pisteet (21/3,0) ja (—2+/3, 0) ja asymp-

V3

tootit ovat suorat y = j:?.

Tehtava 32
Lasketaan suoran ja hyperbelin leikkauspisteet sijoittamalla suoran yht&lo
x = 2y + 4 hyperbelin yhtiloon 22 — % = 16
(2y +4)* —y* =16
4y + 16y + 16 — y* =16
3y* + 16y =0
y(3y + 16) =0,
josta saadaan kaksi ratkaisua, y = 0 ja y = —?. Sijoitetaan saadut y:n ar-

vot suoran yhtaloon.

Kuny =0, z = 4.

16 20
Kmy=—2=——.

3 3

Seuraavaksi lasketaan néiden leikkauspisteiden vélinen etéisyys
d=y/(x2 = 21)? + (42 — 1n)?
20 16
— = 4 2 o 0 2
JED a2 g

_[1024 | 256
Vo T
_16v/5
1

1615
3.

Vastaus: Janan pituus on
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